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Avant-propos 


Ce livre est issu de cours donnés à l’Université de Nice-Sophia Antipolis dans 
les années 1970/1980 en maitrise de physique et en DEUG MP deuxiéme an- 
née, et ensuite dans les années 2000 en licence (L3) et en master de physique 
M1 et M2. Il est divisé en un tome 1 : “Fondements” et un tome 2 : “Applica- 
tions”. Les dix premiers chapitres du premier tome correspondent à un cours 
standard de mécanique quantique niveau L3, tandis que le chapitre 11 et le 
deuxième tome sont plutôt du niveau M1 et M2. Le livre contient environ 200 
exercices de longueur et de difficulté variées ; plus des trois quarts de ces exer- 
cices ont été effectivement utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des 
examens et une sélection de corrigés est disponible à la fin du second tome. 
En plus des étudiants de licence et de master et ceux des Écoles d'Ingénieurs, 
ce livre est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants en 
thèse, chercheurs, enseignants du second degré ou du supérieur qui souhaitent 
trouver une introduction à la littérature récente ou simplement rafraîchir leurs 
connaissances en physique quantique. 

L'organisation du livre diffère notablement de celle des textes classiques, 
qui prennent tous comme point de départ l'équation de Schrödinger, ce qui 
oblige à exposer les principes de base de la mécanique quantique dans un 
cas qui n’est pas le plus simple et a l’inconvénient de masquer ces principes 
par des calculs souvent fastidieux. Je me suis efforcé au contraire d’introduire 
les fondements de la mécanique quantique sur les exemples les plus simples 
et l'équation de Schrödinger apparaît seulement au chapitre 8. L'approche 
suivie consiste à mener jusqu’à à son terme la logique qu'avait adoptée Feyn- 
man (Feynman et al. [1965]) : développer au maximum un traitement algé- 
brique et exploiter les symétries, en présentant la mécanique quantique dans 
son cadre autonome, sans faire référence à la physique classique. Cette logique 
a de nombreux avantages. 

e L'approche algébrique permet de traiter des problèmes simples dans des 

espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation 
d’un photon, spin 1/2, atome à deux niveaux... 
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e Elle permet d’énoncer de la façon la plus claire les postulats de la mé- 
canique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce qui ne l’est 
pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un postulat 
fondamental). 

e L’exploitation des propriétés de symétrie permet l’introduction la plus 
générale des propriétés physiques fondamentales : impulsion, moment 
angulaire... comme générateurs infinitésimaux de ces symétries, sans 
faire appel au principe de correspondance et 4 un analogue classique. 


Les aspects pédagogiques ont fait l’objet d’une attention particulière. La pro- 
gression des chapitres a été soigneusement étudiée, les chapitres 2 à 5 utilisant 
uniquement des espaces de dimension finie ; c’est seulement une fois les bases 
acquises que l’on passe au cas général à partir du chapitre 6. Un effort a été fait 
sur le vocabulaire, afin d’éviter certaines expressions historiquement datées et 
qui peuvent être un obstacle à la compréhension de la mécanique quantique : 
suivant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy-Leblond [1999], 
“propriété physique” est utilisé au lieu d“observable”, “inégalité de Heisenberg” 
au lieu de “principe d'incertitude”, des expressions comme “complémentarité” 
ou “dualité onde-corpuscule” ont été evitées, etc. 


Les chapitres clés du livre, c’est-à-dire ceux qui divergent de la façon la 
plus évidente de l’exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5 et 7. Le cha- 
pitre 3 introduit l’espace des états sur l'exemple de la polarisation des photons 
et montre comment passer d’une amplitude ondulatoire à une amplitude de 
probabilité. Le spin 1/2 permet ensuite d’initier le lecteur à un problème 
sans analogue classique et à ses propriétés essentielles : algèbre des matrices 
de Pauli, matrices de rotation, précession de Larmor. Dans le chapitre 4, la 
distinction entre le cadre conceptuel général de la mécanique quantique et 
la modélisation d’un problème concret est soigneusement expliquée. Le cha- 
pitre 5 met en pratique la mécanique quantique sur des applications simples 
et physiquement importantes, dans le cas de systèmes dont le nombre de ni- 
veaux est fini. Il introduit l’interaction d’un système à deux niveaux atomique 
ou moléculaire avec un champ électromagnétique oscillant et développe des 
applications importantes : RMN, émission et absorption de photons, lasers, 
horloge atomiques... Le chapitre 7 a comme objectif l’étude des symétries à 
partir du théorème de Wigner, qui est généralement ignoré des manuels malgré 
son importance cruciale. La symétrie de rotation permet de définir le moment 
angulaire comme générateur infinitésimal et de démontrer immédiatement les 
relations de commutation de J'en soulignant leur origine géométrique. 


Le chapitre 11 sur l’intrication et la non-localité quantiques et les chapitres 
du deuxième tome pourront servir d'introduction à des sujets importants, et 
dont beaucoup sont apparus récemment : états intriqués, décohérence, in- 
formation quantique, états du champ électromagnétique, intégrale de che- 
min, manipulation d’atomes par laser, condensats de Bose-Einstein, équations 
pilotes pour les systémes ouverts et enfin mécanique quantique relativiste 
(équation de Dirac). Cette nouvelle édition, contrairement à la première qui 
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était avant tout un livre d'enseignement, couvre une trop grande variété de 
domaines pour qu’elle puisse encore correspondre à un cours d’une année. Le 
guide de lecture ci-dessous devrait permettre au lecteur de s'orienter dans le 
livre pour un cours d’introduction à la mécanique quantique. 


Guide de lecture 


Seules les sections 1.3 à 1.5 du chapitre 1 sont indispensables pour la suite, et 
le chapitre 2 peut être omis par le lecteur qui possède le niveau L2 en algèbre. 
Les chapitres 3 et 5 constituent, à mon avis, le coeur d’une introduction à la 
mécanique quantique : les principes de base sont introduits sur les exemples 
de la polarisation du photon et du spin 1/2, et le rôle de la symétrie de rota- 
tion est mis en valeur dans le cas du spin 1/2. Des applications simples de ces 
principes de base sont exposées dans le chapitre 5 : résolution de l’équation de 
Schrédinger indépendante du temps pour des problémes de chimie quantique 
élémentaire, oscillations de Rabi, le tout illustré par la RMN, |’émission et 
l’absorption de photons par un atome à deux niveaux, le laser et les horloges 
atomiques. Le chapitre 4 (Postulats de la mécanique quantique) est un peu 
plus abstrait : le lecteur pourra se contenter d’une première prise de contact, et 
y revenir après avoir acquis un peu plus de familiarité avec la mécanique quan- 
tique. Dans le chapitre 6, le lecteur peut se limiter à la section 6.3, qui donne 
les recettes “mathématiques” pour la suite. Les chapitres 7 à 10 sont classiques 
dans tout cours de mécanique quantique niveau L3. Toutefois la section 7.4 
(invariance galiléenne) peut être omise sans dommage pour la suite et la sec- 
tion 8.4 (bandes d’énergie) peut trouver sa place dans un cours de physique 
du solide. Il en est de même pour la section 10.3 (niveaux de Landau) qui peut 
aussi faire partie d’un cours de physique du solide. Dans une première lecture 
du chapitre 11, on peut se limiter à l’introduction de l’opérateur statistique 
qui sera indispensable pour la suite. Il serait toutefois dommage de ne pas 
consacrer un peu de temps à la présentation élémentaire des inégalités de Bell 
(section 11.2). Le lecteur peut aborder les autres sections de ce chapitre, en 
particulier celle sur l’information quantique, en fonction de ses intérêts. Il en 
est de même pour les chapitres du tome 2 qui sont indépendants en première 
approximation ; le lecteur familier du tome 1 peut les aborder dans un ordre 
indifférent. Le chapitre 12 (Méthodes semi-classiques) est entièrement option- 
nel, et ses quatre grandes parties : intégrale de chemin, approximation BKW, 
distribution de Wigner et phases géométriques sont largement indépendantes. 
Dans une première lecture, il est possible de se limiter aux sections 14.1 et 
14.2 du chapitre 14 (Particules identiques). Enfin les sections 15.1 et 15.2 sont 
une introduction standard à la physique atomique, les autres sections de ce 
chapitre étant optionnelles. 
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N.B. Cet ouvrage utilise le point décimal. 


Chapitre 12 


Méthodes semi-classiques 


Il arrive souvent en physique qu’une théorie (ou un modèle) S soit la li- 
mite d’une théorie (ou un modèle) plus complexe C, lorsqu’un paramètre sans 
dimension 6 tend vers zéro : lims.9C = S. L’exemple emblématique d’une 
telle limite est la limite non relativiste (NR), ou galiléenne, de la mécanique 
relativiste (R). Le petit paramètre est alors le rapport d’une vitesse caracté- 
ristique v du problème à la vitesse de la lumière : 6 = v/c, et R= NR si 
v/c — 0. L'exemple de l'énergie cinétique K illustre cette limite 


1 2 
i M me? = z mw" i +o(2)'| 
c 


y1- v/e z 


Cependant, ce cas simple n’est pas générique : le plus souvent la limite C => S 
est singulière lorsque 6 — 0. Un exemple important est donné par l’hydro- 
dynamique : si 6 est l'inverse du nombre de Reynolds, la limite ô — 0 de 
l'équation de Navier-Stokes est léquation d’Euler des fluides non visqueux. 
Mais cette limite, qui est encore loin d’étre bien comprise, passe par la phase 
du régime turbulent. Alors que l’on s’attendrait à ce que la dissipation dispa- 
raisse progressivement lorsque la viscosité s’annule, elle se concentre dans des 
régions de plus en plus irrégulières et qui deviennent fractales lorsque 6 — 0. 

Une autre limite, qui elle aussi est loin d’être bien comprise et qui nous 
intéresse particuliérement dans ce chapitre, est la limite classique de la mé- 
canique quantique. Si Sear est une action caractéristique du problème phy- 
sique considéré, par exemple Secar = mwa? pour un mouvement circulaire de 
rayon a et de fréquence w, on pourrait espérer que les effets quantiques de- 
viennent négligeables lorsque le paramètre sans dimension! ô = R/ Scar € 1. 
Cependant, cette limite se heurte à deux difficultés (au moins!). La pre- 
mière difficulté est qu’il existe une différence conceptuelle fondamentale entre 


1. Ce que l’on exprime souvent de façon cavalière comme : la limite À — 0 de la physique 
quantique est la physique classique. Bien sûr, un tel énoncé est formellement incorrect, car 
h est dimensionné, ce qui ne nous empêchera pas d’utiliser cette formulation ! 
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les descriptions classique et quantique de la réalité physique”, et la limite 
h/ Scar — 0 n’a pas de signification évidente. Ainsi que nous l’avons expliqué, 
on ne peut pas, par exemple, attribuer une trajectoire à une particule quan- 
tique, alors que cette notion est essentielle dans la description classique. La 
limite quantique — classique ne peut pas se résumer à faire tendre un petit 
paramètre vers zéro. Au contraire, la limite v/c — 0 de la mécanique relati- 
viste ne pose pas problème parce que la description de la réalité physique est 
la même dans les deux cas : dans les deux cas, les particules possèdent des po- 
sitions et des vitesses bien déterminées simultanément et des trajectoires’. La 
mécanique classique a été établie pour le mouvement d'objets macroscopiques 
que l’on suppose souvent isolés, mais dans une description quantique, ainsi que 
nous l’avons vu au chapitre 11 section 11.4, on ne peut pas négliger l’interac- 
tion d’un objet macroscopique avec son environnement. Le mouvement de cet 
objet nous apparaît classique, avec une trajectoire déterminée, mais le carac- 
tère macroscopique de l’objet ne suffit pas en soi à assurer l'existence d’une 
description classique, où l’on n’observe pas de superpositions linéaires d’états 
macroscopiquement distincts. 

La deuxième difficulté vient de ce que la limite h — 0 est singulière. A 
titre d'exemple, considérons une expérience de fentes d’Young réalisée avec 
des particules quantiques à la limite A — 0. L’intensité sur l’écran est 

I(x) x cos? = 


Il existe au moins deux raisons pour lesquelles les franges d’interférences vont 
disparaitre en pratique. 

(i) L’interaction avec l’environnement va rendre incohérents les paquets 

d’ondes issus des deux fentes (voir le § 17.3.5 pour une étude détaillée). 


(ii) Les franges d’interférences sont de plus en plus resserrées quand h — 0, 
les autres quantités étant maintenues fixes, et l’interfrange devient plus 
petite que la résolution du détecteur. 


Dans les deux cas, on observera le résultat classique de l’addition des intensi- 
tés, et non des amplitudes. La présence de 1/h dans l'expression de I(x) est 
un exemple du caractère singulier de la limite À — 0. Une des conséquences 
les plus frappantes concerne le chaos : en physique quantique, un système 
fini ne peut avoir que des fréquences de Bohr discrètes, et le mouvement est 
quasi-périodique, même si son analogue classique (dont le hamiltonien est for- 
mellement identique) est chaotique. La raison en est que les limites t — oo 
et À — 0 ne commutent pas. Si le système est macroscopique, l’interaction 
avec l’environnement détruit les délicates relations de phase assurant la quasi- 
périodicité de la dynamique quantique, et le mouvement apparaît chaotique 

2. L'auteur ne souhaite en aucun cas imposer au lecteur le point de vue philosophique 
d’une “réalité externe” indépendante. “Réalité physique” est ici une expression commode 
pour désigner un concept utilisé spontanément par les physiciens. 

3. La limite non relativiste de la mécanique est simple, mais il n’en va pas de même pour 


la limite non relativiste de l’électromagnétisme, qui n’a rien d’évident si l’on veut respecter 
Vinvariance galiléenne, voir Le Bellac et Lévy-Leblond [1973]. 
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si le hamiltonien classique est de type chaotique. Un exemple standard est 
celui du mouvement de rotation chaotique du satellite de Saturne, Hypérion 
(Zurek [2003]), qui apparait classique en raison, en particulier, de son inter- 
action avec le rayonnement solaire. 

Dans ce chapitre, nous allons négliger l’environnement en supposant les 
sytèmes parfaitement isolés, et étudier dans ce cadre la limite h — 0. En fait, 
dans cette optique, la question centrale est la suivante : quelle est l’empreinte 
laissée sur le problème quantique, et en particulier sur son spectre de niveaux, 
par les propriétés du problème classique associé ? La réponse à cette ques- 
tion complexe constitue toujours aujourd’hui un domaine de recherches très 
actif. Un des problèmes est de comprendre les relations entre les propriétés 
chaotiques d’un mouvement classique et le spectre de niveaux du problème 
quantique correspondant. Nous n’aborderons pas ce sujet en raison de sa trop 
grande technicité ; nous renvoyons le lecteur aux livres cités dans la bibliogra- 
phie, et nous nous limiterons à des sujets plus élémentaires. 

Ce chapitre a pour objectif de montrer que l’on peut recourir dans cer- 
tains cas à des concepts classiques comme celui de trajectoire ou d’espace 
de phase pour obtenir des résultats approchés à la limite À — 0 : les mé- 
thodes d’approximation correspondantes sont appelées semi-classiques. Les 
trois premières sections sont consacrées à l’intégrale de Feynman, ou inté- 
grale de chemin et à quelques unes de ses applications. L'intégrale de Feyn- 
man permet d'écrire des amplitudes de probabilité comme une somme sur 
des trajectoires, ou chemins. Cette formulation est exacte, équivalente au 
formalisme de l’espace de Hilbert. C’est une formulation alternative de la 
mécanique quantique, qui n’introduit que des fonctions à valeurs numériques 
et se passe complètement des opérateurs. L'intégrale de chemin présente un 
intérêt considérable pour traiter de problèmes formels : théorie des perturba- 
tions, relations entre mécanique quantique et mécanique statistique, théorie 
quantique des champs..., mais elle est peu performante pour la résolution de 
problèmes concrets standard comme le calcul du spectre de l’oscillateur har- 
monique ou de l’atome d'hydrogène. En revanche, elle est d’un grand intérêt 
comme point de départ d’une série d’approximations semi-classiques fondées 
sur l’approximation de la phase stationnaire. Toutefois, les calculs correspon- 
dants sont complexes, et les méthodes semi-classiques fondées sur l’intégrale 
de chemin sortent du cadre de ce livre; nous renvoyons donc le lecteur aux 
références données en fin de chapitre. 

La section 12.4 est consacrée à une méthode datant des débuts de la méca- 
nique quantique, la méthode BKW. Elle permet, entre autres, de donner une 
expression approchée des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde des états 
liés dans un puits de potentiel et de calculer la probabilité de transmission à 
travers une barrière de potentiel. Dans la section 12.5, nous nous plaçons dans 
l’espace de phase (q, p) de la mécanique analytique. L'objectif est d’essayer de 
définir une densité de probabilité dans l’espace de phase qui soit la plus proche 


4. Dans la limite de nos connaissances actuelles ! 
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possible de celle de la mécanique statistique classique. Nous verrons qu’un tel 
objectif n’est pas facile à atteindre, mais qu’une pseudo-densité de probabilité 
due à Wigner présente néanmoins des caractéristiques intéressantes. Le lien 
de la section 12.6 : théorème adiabatique et phases géométriques, avec les 
sections précédentes est assez ténu. Toutefois, ce lien sera fait grâce à l'effet 
Aharonov-Bohm. 


12.1 Propagateurs et fonctions de Green 


12.1.1 Propagateur de l’équation de Schrödinger 


Notre objectif est de décrire l’évolution au cours du temps d’un système 
quantique de N particules dont la fonction d’onde est connue au temps t. 
Soit U (t, t’) l'opérateur d'évolution (4.14) de ce système, qui vérifie l'équation 
différentielle (4.17) 

[ind, — H(t)|U(E,t’) = 0 (12.1) 


et p(r1,72,...,7nit) = (rlo(t)) = (r,t) sa fonction d'onde. On peut l'écrire 
en terme de la fonction d’onde au temps t’, y(7,t’), grace à la relation de 
fermeture f d°r’|7’)(F"| =I 


Fle) = / ar! (FIU (t,t) IF) F" lele) = À ar! (FIU (E, IF (Ft) 
(12.2) 
avec d?r = drid°r2...d’rn. L’équation (12.2) met en évidence le propaga- 
teur K(r,t|r’, t) 


Kirir t) = (FIU (t, tOr oa- t) (12.3) 


La fonction de Heaviside 0(t — +’) (A(t) = 0 si t < 0, A(t) = 1 si t > 0) assure 
que la propagation se fait uniquement vers le futur, alors que l’ordre des temps 
t et t est quelconque dans U(t,t’) : Péquation (12.3) définit le propagateur 
retardé, mais il existe d’autres types de propagateur, qui sont étudiés dans 
Vexercice 12.7.4. La propriété U (t,t) = I implique la condition aux limites 
suivante pour K 

jim, K(r tr’, t) = ô(r- 7") (12.4) 
La définition (12.3) montre que le propagateur est l’amplitude de probabi- 
lité pour trouver le système au point 7 au temps t sachant qu’il était en r” 
au temps t’. Ceci rappelle la définition d’une probabilité conditionnelle (voir 
§ 12.2.1), d'où le choix de la notation K (ele) : le propagateur est une sorte 
d’amplitude de probabilité de présence conditionnelle. Lorsque H est indé- 
pendant du temps, U (t, t') = exp|—iH (t — t')/ħ], et définissant |F, t) et |F", t) 
par 

IF, t) — a Ht/ħ IF) IF’, t’) = eiflt’/h IF’ 
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le propagateur K s’écrit aussi 
K(r, tr’, t) = (r tr, thol t) (12.5) 


Cette notation est fréquemment utilisée de façon conventionnelle même 
lorsque H dépend du temps. 
Compte tenu de la définition (12.3) et de l'identité 


d IN 1 
jot - t') =s- t) 


on peut calculer la dérivée par rapport au temps de K 
ih0,K = HK +ih (7 |U(t,t’)|r’) lt —t’) 


Comme U(t,t) = I, on en déduit que le propagateur K vérifie l’équation 
différentielle inhomogéne 


ho, — H(t) |K(#, tF’, t) = iho(? — F’) Slt — €) (12.6) 


où H(t) est écrit en représentation r. Cette équation ne spécifie pas le propa- 
gateur de façon unique, puisque l’on peut toujours ajouter à une solution de 
(12.6) une solution de l’équation homogène correspondante. Ainsi que nous 
l’avons déjà noté, c’est la fonction 0(t — t’) dans (12.3) qui fixe la solution de 
façon unique et définit le propagateur retardé. 

Utilisant la propriété de groupe (4.15) de l'opérateur d'évolution et la 
relation de fermeture f d?rı|r1)(F1| = I écrite pour un temps t < tı < t, 
on déduit l'équation suivante, qui est l’analogue de l’équation de Chapman- 
Kolmogorov (12.28) valable pour les probabilités conditionnelles des processus 
markoviens 


K(F, tr’, t) = [an K (7, tr, ti) K (r, tir’, t) (12.7) 


12.1.2 Fonctions de Green 


Nous allons maintenant nous restreindre au cas où le hamiltonien est in- 
dépendant du temps et où l'opérateur d’évolution dépend seulement de la 
différence (t — t’) 

U(t,t') = exp [—iH(t—t’)/h] 


Il sera commode de choisir t’ = 0 et de récrire le propagateur sous la forme 
K(r, tr’, t =0) = K (7,75 t) = (rlexpl-iHt/fl]|r") (12.8) 


Soit {Yns(7) = (7 |~ns)} un système complet de fonctions propres du hamil- 
tonien H d’énergie En 
A pns(7) = EnQns (7) (12.9) 
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où s est un indice de dégénerescence éventuelle des niveaux d’énergie. Compte 
tenu de ces définitions, on peut récrire le propagateur en utilisant la relation 
de fermeture des vecteurs propres de H, >, , [@ns)(@ns| = I 


K(F rit) = 0(t) 5 NOC lens) lpnsle pmu) Pml") 


n,s m,u 


= 0) > ee ire re) (12.10) 


ns 


La transformée de Fourier temporelle de (12.10) introduit une fonction inté- 
ressante, la fonction de Green G(r,r'; E). Pour calculer cette transformée de 
Fourier, évaluons l’intégrale 


+oo love) 
I(E) Z J dt eEt/h 0(t) oe iEnt/h — | dt eitÆ-En)t/h 
zoo 0 
L’intégrand oscille à Vinfini, et pour rendre l'intégrale convergente, nous rem- 
placons E par E + in, n — 0*. Ceci équivaut à prendre la transformée de 
Fourier d’une fonction O(t) comme celle d’une distribution. Nous obtenons 
pour I(E) 

ih 
BE, +in 
On vérifie aisément le résultat en calculant la transformée de Fourier inverse à 
l’aide d’une intégration dans le plan complexe en F, ce qui sera fait au § 13.5.1. 
Nous pouvons maintenant écrire la transformée de Fourier du propagateur 


I(E) 


an i i à à Pns (T) Phs (T) 
G(F,F; E) = > | deth KP rit) =X Es (12411 
Gr =; fake) = TEE 2an 
où le facteur —i/f a été introduit par convention. La transformation de Fourier 
inverse est dE 
K{F,F';t) = if so G(F,7"; E) (12.12) 
T 
La fonction G(r, T’; E) est appelée fonction de Green de l'équation de Schrü- 
dinger indépendante du temps, car elle vérifie 


(E — H)G(F,T', E) =ô(r- r") (12.13) 


qui n’est autre que la transformée de Fourier temporelle de (12.6). Pour jus- 
tifier directement (12.13), on utilise (12.11) 


1 1 
> D. = > D 2 
G(r, T : E) = DAF los) By (Puel? ) = (r ——__. 


ce qui montre que G(7r,7’; E) est l'élément de matrice (7|G(E)|7") de l’opé- 
rateur G(E) 
1 


E) = —__ 
om) E-H+in 


(12.14) 
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et à l'évidence (E — H)G(E) = I. Il est parfois commode de considérer des 
valeurs complexes z de l'énergie, et G(z) = (z — H)-! est la résolvante (voir 
(2.46)) de H, la fonction de Green G(E) étant obtenue en choisissant z = 
E + in. La résolvante G(z) a des pôles pour les valeurs propres z = E, du 
spectre discret de H, et le résidu R, du pôle à z = En est relié aux fonctions 
propres de la valeur propre En 


Rn = =2 Yns(T) Png (7 PI (12.15) 


Dans le cas du spectre continu, G(z) est singulier si z appartient au spectre de 
H et G(z) présente une coupure sur l’axe réel. La connaissance de la fonction 
de Green pour un probléme quantique indépendant du temps est équivalente 
à celle des fonctions propres et valeurs propres de H, c’est-à-dire à la solution 
complète du problème quantique. C’est cette observation qui rend la fonction 
de Green particulièrement utile. 


12.1.3 Propagateur libre 


L'exemple le plus simple de propagateur est celui de l’équation de Schrü- 
dinger libre : V = 0. Pour des raisons de simplicité d'écriture, nous allons 
nous limiter au cas d’une particule de masse m se déplaçant dans un espace 
à une dimension, mais la plupart des résultats qui vont suivre se généra- 
lisent sans difficulté à N particules dans un espace à trois dimensions. En 
notant Ko(x,x';t) le propagateur libre, nous obtenons à partir de (12.8), avec 
H = Ho = P? /2m 


, dp 
K gAs —iP?t/(2mñ)|..1 -|2 a&P(2- z')/ħ e —ip?t/(2mh) 
ole, 2';t) = (ale y= | Be 


1 im(x — x’)? i dn’ e itp!” 
Qh P| 2h PP] Omh 


— 00 


où nous avons introduit un système complet d’états de l’opérateur impulsion P 
pour obtenir la seconde équation de la première ligne, et le changement de 
variables p’ = p — m(x — x')/t pour la seconde ligne. L'intégrale de la seconde 
ligne se ramène à l'intégrale gaussienne 


+00 2 
I(a) = / due"? = TT (12.16) 
a 


— OO 


lorsque a est réel et strictement positif. Pour a complexe, a = |a| exp(i0), on 
utilise un prolongement analytique 


/2 ; 
I(a) = AT 10/2 
a 
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ce qui donne l’expression explicite de Ko 


(12.17) 


Comme le propagateur libre ne dépend que de la différence (a — 2’), il sera 
commode de choisir par la suite x’ = 0. La transformée de Fourier temporelle 
Go(x; E) de Ko(x;t) vérifie d’après (12.13) 


d?’ 2ME\ s 2m 
(= + Hii Go(a; E) = 77 9) 


Au lieu de Go, il est plus commode d’utiliser la fonction de Green Go(x; k) = 
(h?/2m)Go(a; E), avec E = h?k?/2m, qui vérifie 


(= + x) Go(z, k) = (x) (12.18) 


Une solution possible de cette équation est 


I, 4 
Go(z;k) = = el (12.19) 


En effet, 
d d ik|x| | _ d f, ; ik|x| 
| e | =. like(æ) e | 
= 2ikd (x) e'*l#! — k? elz] 


où e(x) = 0(x) —0(—x) est la fonction signe de x. La généralisation de (12.18) 
à trois dimensions 


(V? + k?)Go(#:k) = (7) (12.20) 


sera étudiée dans le chapitre suivant. 


12.2 L’intégrale de Feynman-Kac 


12.2.1 Mouvement brownien et diffusion 


Dans la section précédente, nous avons vu apparaitre des intégrands qui 
oscillent à l'infini. Ces oscillations constituent un sérieux handicap pour un 
traitement mathématiquement rigoureux de l’intégrale de chemin que nous 
allons introduire ci-dessous en exploitant une correspondance remarquable 
entre problémes de physique quantique et problémes de physique statistique. 
En plus de son utilité dans la discussion de l’intégrale de chemin, cette cor- 
respondance peut aussi servir 4 la compréhension qualitative et méme 4 la 
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résolution quantitative, en particulier numérique de certains problèmes. Par- 
tons de l’équation de Schrödinger pour la particule libre à une dimension 


o i © 
A + — —— = 12.21 
(no + Fa) ole. =0 (12.21) 
et effectuons la transformation (passage au temps imaginaire ou temps 
euclidien)® t — —ir ee 
o he 0 
(7 7 3m x) Pye 


Cette équation a la forme d’une équation de diffusion (parce que l’on a choisi 
t > —ir et non t > +ir!) 
Op _ Op 
ðr Aa? 
où l’on identifie h/2m à un coefficient de diffusion D. Par une transformation 
de Fourier spatiale, cette équation devient 


(12.22) 


o 
57 PU 7) = —Dk* p(k, 7) (12.23) 

qui a pour solution évidente 
PU, T) = Ce PET (12.24) 


où C est une constante arbitraire. Revenant à l’espace des x, on en déduit par 
une transformée de Fourier de gaussienne 


dk Pk, ik O(r) r? 
= Toike PAT) _ 12.2 
p(x,T) J2 e e o an. (12.25) 


La constante C de (12.24) a été fixée à un, de sorte que 


Jim, plz, T) = d(x) (12.26) 


L'interprétation physique de y(a,7) est la suivante : si une particule (clas- 
sique!) diffuse à partir de l’origine au temps T = 0, elle sera au point x au 
temps T avec une probabilité w(x,T). Plus généralement, on peut définir la 
probabilité conditionnelle 


pins tate) — (Et) non (1227) 
Lb, BLaTa) = SS EX pel cl cl UE T Ta ; 
ii \/4nD| Ty — Tal j 4D|Tm — Tal | 


5. La terminologie “temps euclidien” vient de la théorie quantique des champs. La mé- 
trique de Minkowski T2 = x — F2, avec xo = ct, se transforme au signe prés dans la 
métrique euclidienne xr, = P24 ri avec x4 = cT. Le passage au temps euclidien est aussi 
très utile dans la discussion de l’équation de Fokker-Planck, qui peut se ramener à une 
équation de Schrédinger en temps imaginaire : voir par exemple Parisi [1989], chapitre 19, 
ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 9. On trouvera dans le livre de Parisi [1989], chapitre 13, 
une excellente discussion du prolongement analytique du temps réel au temps imaginaire 
qui est aussi appelé rotation de Wick. 
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C’est la probabilité de trouver la particule en x, au temps 7, sachant qu’elle 
est partie de x, au temps Ta. Le processus de diffusion étant markovien, cette 
probabilité obéit à une équation de Chapman-Kolmogorov 


p(s, nlèa,r)= I D en (12.28) 


Pour prouver directement (12.28), on remarque que la transformée de Fourier 
spatiale de p est donnée par 


p(k, Th = Ta) — e PE? (To—Ta) O(To —= Ta) 


et que le produit dans l’espace des k se transforme en convolution dans l’espace 
des x. Nous allons maintenant itérer léquation (12.28) en divisant l'intervalle 
[Ta, To] en n intervalles de longueur € = (Tp — Ta)/n. Aux temps intermé- 
diaires T; = Ta + je correspondent des positions 2(7;) = xj, j = 1, 2,..., 
n —1, les positions initiale et finale étant £o = x(Ta) = Za, En = X(T) = £o 
(figure 12.1). L’itération de (12.28) donne 

n—1 
P(®p, T|Za, Ta) = | [565.8 ees) Bea, Hale) 

j=l 


p(z, T1|La; i 


1 (vj41—-2;)? 
= wen! te = exp |—75 > E wee 


On peut donner une interprétation intuitive de cette formule rigoureuse a la 
limite € — 0 : dans cette limite, la trajectoire en zig-zag de la figure 12.1 
représente un “chemin” æ(7r) allant de (£a, Ta) à (£b, Tb) en passant par les 
points intermédiaires (r;,x;). Ce chemin est affecté d’un poids statistique 


n—1 2 Ti 2 
£ i= T 1 ‘fd 
exp -E5 Gi =I)" |, exp l-5 3 ar 


si l’on admet avec un certain optimisme (cf. le § 12.3.2) que l’on peut rem- 
placer la somme de Riemann par une intégrale à la limite € — 0. On écrit 
formellement cette somme sur les chemins 


n-1 a(Th)=xp 
dx; 


m/s f =ra 


t (12.29) devient avec cette notation 


lre) =i 1 T /d 2 
P(2v, T|La; Ta) =| Da(r) exp 7 (=) ar (12.31) 


alte =a 


Du(rT) (12.30) 
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Fic. 12.1 — Découpage de l'intervalle d’intégration [72,74] en n intervalles de lon- 
gueur € = (Tp — Ta) /n. 


Ce type d’intégrale est appelé intégrale fonctionnelle ou intégrale de chemin. 
Il faut souligner que l'écriture de (12.31) est purement formelle, et que pour 
toute évaluation concrète, on doit se ramener à (12.29). En réalité, le passage 
d’une somme de Riemann à une intégrale n’est pas justifié parce que da/dr 
n'existe pas pour les chemins qui donnent la contribution principale à (12.31). 
En effet, on déduit de (12.25) l'écart quadratique moyen de la position au 
temps T 
(x°) = 2Dr 


ce qui est la relation classique pour un processus de diffusion. Un chemin 
correspondant à un processus markovien et qui vérifie cette équation pour 
T — 0 sera appelé chemin brownien. En raison du caractère markovien, les 
positions successives x; aux temps 7; vérifient la relation suivante 


((aj+1 — £j)) = 2D(ty41 — Tj) = 2De (12.32) 
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de sorte que [((aj+1 — x;)?)]!/? x VE, ce qui entraîne que le chemin z(r) est 
une fonction continue, mais non dérivable : on ne peut pas définir la vitesse 
d’une particule brownienne. En dépit de cette difficulté, Wiener a pu définir 
rigoureusement une mesure (12.31) sur les chemins browniens. 


12.2.2 Propagateur euclidien et fonction de partition 


Notre objectif est de généraliser (12.31) lorsque l’on transpose au cas eu- 
clidien une équation de Schrödinger avec potentiel V(x) différent de zéro. 
Remarquons tout d’abord que le propagateur libre (12.17) se ramène au pro- 
pagateur en temps imaginaire (12.25) si l’on effectue dans (12.17) les substitu- 
tions t — —ir et h/2m — D, et par conséquent, la probabilité p(xy, T|2a, Ta) 
s'écrit comme un élément de matrice dans la représentation position 


P(T, Tolta, Ta) = (aple or) Re) (12.33) 


Nous avons vu que nous pouvions écrire (12.33) sous la forme de l'intégrale 
de chemin (12.31), et nous voulons généraliser ce résultat lorsque l’on ajoute 
un potentiel V(x) à Ho 


h2 8? 
Ho > H = Ho + V(t) = -57 gz + V(x) 
en évaluant le propagateur euclidien 
K p(T, Toļ£a, Ta) = (xole ECTP] ta) (12.34) 


Comme ci-dessus, nous divisons l'intervalle [m, Ta] en n sous-intervalles de 
longueur €, (7 — Ta) = ne, et nous utilisons la formule de Trotter pour deux 
opérateurs A et B 


cAtB = Jim (e^ Be) (12.35) 


Cette formule est facile à montrer dans le cas où À et B sont des opérateurs 
bornés (exercice 12.7.1). Choisissant 


A = —(7% — Ta)Ho/ñ B=-(n-7)V/h 
nous obtenons 


eH (te—Ta)/h — Jim Cl Ca 


n— 00 


L'étape suivante consiste à écrire (exercice 12.7.1) 


e 7 fHo/h A—EV/R _ e eV/2h o eHo/h o eV/2h Of) 


On introduit aux temps euclidiens 7; = Ta + je, j = 1,2,...,n — 1, 
To = Ta,Tn = T un ensemble complet de vecteurs propres de l’opérateur 
position X 


Jamel =1 
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ce qui conduit à des éléments de matrice 


(x;41|e eV/2h o eHo/h o VAR ay) = eT ELV (e541) FV (@5)]/2 (x41 |e #o/" |e) 


Le second élément de matrice a déjà été évalué, car c’est tout simplement un 
propagateur euclidien libre (12.27) avec D = h/2m 


—eHo/ñ m 
(zje PE) = plej, 7341123, T5) = one 


s _m(zj+ = 25)? 
2ħe 


et l’on trouve pour Kg 


n—1 
et mn uk 
Killis 7T|La; Ta) A = /Il da; | 2rhħe 
j=l 


n—1 


m(xj41 — 25) E 
x exp |— 5 one |e] 5 V(a;) 


j= j=l 


(12.36) 


La présence de x; comme argument de V n’est pas essentielle : ainsi que nous 
le verrons dans le § 12.3.2, £j+1, (wj41 + x;)/2, ou tout point intermédiaire 
entre x;41 et zj feraient aussi bien l'affaire ; voir également l'exercice 12.7.5. 
Comme précédemment, on simplifie l’écriture en passant formellement à une 
intégrale de chemin 


trp) =y 


tite ae a= | 


T(Ta)=Ta 


(12.37) 
L'interprétation intuitive de (12.37) est la suivante : dans le calcul du pro- 
pagateur, chacun des chemins (7) partant de x, au temps euclidien 7, et 
arrivant en x, au temps euclidien 7 est affecté du poids statistique 


exp E f : (era 


et le propagateur s’obtient en sommant sur tous les chemins possibles, compte 
tenu des conditions aux limites. Le point clé pour comprendre (12.37) est le 
suivant : quel que soit V (x) le comportement aux temps courts du mouvement 
de la particule est dominé par la diffusion, ((Ax)?) x Ar pour Ar — 0. La 
mesure d'intégration, celle qui définit les chemins dominants dans le calcul de 
(12.37) est la mesure de Wiener 


Dax(r) exp if (zr (2) )] 
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qui peut être traitée de façon mathématiquement rigoureuse. Il est instructif 
de vérifier directement (exercice 12.7.5) que Kg(x, T|x£o, To) obéit à l'équation 
de Schrédinger en temps euclidien 


Dr 2m Oa? 


2 2 
T ss ( C g v) CR (12.38) 


L’équation (12.37) permet d'obtenir la fonction de partition à la tempé- 
rature T d’une particule quantique de hamiltonien H sous forme d’intégrale 
de chemin. En effet, cette fonction de partition Z(5), 6 = 1/kgT, est donnée 
par une trace 


Z(B) = Tre PA = J aztal la) (12.39) 


d’où l'expression de Z(B) sous forme d’intégrale de chemin? 


ao Loren? ah aE) ver) er 


(12.40) 
L'intégrale porte sur tous les chemins périodiques : x(0) = x(Gh). Comme 
l'opérateur statistique de l’ensemble canonique est p = exp(—8H)/Z(B), le 
propagateur euclidien est un élément de matrice p(x, £a; Gh) de l'opérateur 
statistique dans la représentation x, au facteur Z(B) près 


(ile Fra) = Z(B)o(xv, £a; Bh) (12.41) 


Enfin, on peut donner une interprétation du propagateur euclidien cette 
fois en termes de mécanique statistique classique, en considérant x(T) comme 
un champ aléatoire classique, le poids statistique de Boltzmann de la configu- 
ration x(r) étant donné par (12.37). La limite Ta — —00, Tp — +00 conduit à 
une remarque intéressante. En introduisant l'opérateur X (r) dans la “repré- 
sentation de Heisenberg euclidienne” 


Xu(r) = e "Th X e-AT/h (12.42) 


et en étudiant les éléments de matrice du produit Xy(71)Xp(7T2), on peut 
montrer (exercice 12.7.2) que la longueur de corrélation du système classique 
est directement liée à la différence entre le niveau fondamental Eo et le pre- 
mier niveau excité E du système quantique associé. C’est là un exemple de 
correspondance remarquable entre une propriété d’un problème de mécanique 
statistique et une propriété d’un problème de mécanique quantique associé. 


6. Cette équation est fondamentale en mécanique statistique quantique. Elle est, par 
exemple, à la base de la méthode numérique dite de Monte-Carlo quantique, exposée par 
exemple dans Le Bellac et al. [2004], chapitre 7. 
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12.2.3 Intégrale de chemin de Feynman 


En substituant au temps euclidien 7 le temps ordinaire t, on passe du 
propagateur euclidien (12.34) au propagateur quantique K 


K (£p, tolta, ta) = (ale ta) /P ea) (12.43) 
Compte tenu de 
, d _d 
dr = idt r I 


la représentation de K sous forme d’une intégrale de chemin se déduit immé- 
diatement de (12.37) 


a(ty)=xp 


K (20, ty|@a, ta) = | 


T(ta)=Ta 


où Dx(t) doit se comprendre comme dans (12.30) 


z(tr)=te m 
m | | —— Al 12.45 
[rt ae JT TIN Dinhe ( 2 


La quantité qui apparaît dans l’intégrand de l’exponentielle de (12.44) est le 
lagrangien £ de la particule (on notera le signe moins devant le potentiel !) 


L= Im (=) = V(x(t)) (12.46) 


dont l'intégrale sur le temps est l’action S 


Sfx(t)] = [ É m (2) = viet) dt (12.47) 


On peut donc récrire K sous la forme 


2(ty)=2y 


K (2p, tola, ta) = J Da(t) SF GI/A (12.48) 
(te )=Ga 
où Sfx(t)] est l’action classique’ pour le chemin æ(f) : un chemin 


x(t) est donc affecté d’un poids exp(iS/h) dans l'intégrale de chemin. 
L'action correspondant à un élément de chemin zj — x;,;1 de la 
figure 12.1 est 
1 aa — g:Ÿ2 
AS = Em it ni oY evie 
E 


7. S est une fonctionnelle du chemin. La notation entre crochets S[x(t)] indique que l’on 
a affaire à une fonctionnelle de x(t). 
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Si |xj41 — x;l > (he/m)'/?, le facteur exp(iS/h) oscille un grand nombre 
de fois quand on passe d’un chemin à un chemin voisin : les contributions 
principales viennent des chemins browniens. Il faut souligner que dans (12.45) 
ou (12.48), on intègre sur tous les chemins possibles tels que x(ta) = za et 
x(ty) = xp, et pas seulement sur les trajectoires classiques, celles qui obéissent 
aux équations du mouvement! Le formalisme de l'intégrale de chemin fait 
intervenir uniquement des quantités classiques, des nombres et des fonctions. 
Il offre une formulation alternative de la mécanique quantique, où n’inter- 
viennent ni les espaces de Hilbert, ni les opérateurs. 

Les trajectoires classiques xa(t) (il peut y en avoir plusieurs) sont celles 
qui rendent l’action stationnaire 


ôS 


ore: = 0 12.49 
da(t) a(t)=2<1(t) ( ) 


Considérons un chemin 2(t), soit S l’action correspondante et supposons 
S > h. Si |S — Sal > À, alors le facteur exp(iS/ñ) oscille un grand nombre 
de fois quand on passe de x(t) à z(t), et un tel chemin va contribuer de 
façon négligeable au propagateur K. Lorsque l’action classique est grande par 
rapport à A, l'intégrale de chemin est dominée par les trajectoires proches des 
trajectoires classiques, et on pourra envisager un développement en puissances 
de À autour de ces trajectoires. En physique statistique, l’approximation cor- 
respondante est l’approximation de Landau. 

Une application importante des intégrales de chemin est l’écriture des pro- 
duits ordonnés dans le temps d’opérateurs, aussi appelés produits-T' d’opéra- 
teurs. Considérons |’élément de matrice suivant pour t > t’ 


F (2p, to;t, t'; Ga, ta):= (aple ZOA X HER y eH (Eta) Bl) > 4 

(12.50) 
où X est Vopérateur position, et choisissons le chemin en zig-zag de la 
figure 12.1 pour évaluer cet élément de matrice. Comme x; est la position 
de la particule au temps tj, x; = x(t;), nous obtenons en introduisant un 
système complet d’états propres de X 


J dz; Xtas)te = fas; zjlæj) (x5 = far, z(ti)|æz) zy] 


Mais nous pouvons exprimer F en terme de l'opérateur position dans la re- 
présentation de Heisenberg 


ae X eith (12.51) 


en définissant |x, t) par | 
|v, t) = t/h je) (12.52) 


Lorsque t > t’, F s'écrit 


F = (z, to| Xu (t) Ka lags ta) 
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tandis que pour t < t 
F = (Xb, tol Xut’) Xuy(t)|£a, ta) 


Nous allons tenir compte des deux ordres possibles de t et t’ en définissant le 
produit-T' d’opérateurs position X dans la représentation de Heisenberg par 


T (Xu (t)Xu(t’)) = Xu(t)Xu(t’) t>t (12 53) 
= Xy(t')Xu(t) dle | 
Nous obtenons la représentation de l’élément de matrice du produit-T sous 
forme d’intégrale de chemin de F, valable quel que soit l’ordre des temps t 
et t 


x(ty)=xy 
(xp, toT (Xu(t)Xu(t’)) |ta, ta) = [, z Da(t) x(t)x(t') 
x exp È L (fo (=) — veo) a 


(12.54) 


Cette équation se généralise facilement à la fonctionnelle génératrice des 
produits-T, Z|j(t)] (cf. la note 7), où j(t) est appelé source (exercice 12.7.3) 


Bi daha hy = re Duty ap È Siet) +i f iosta 


Elta =a a 
(12.55) 
qui permet de calculer les éléments de matrice de produits-T par différentia- 
tion fonctionnelle, par exemple 


(Xb, ty|T (Xu(t) Xu (t’)) ae ta) = 
(—i)? 0? Z([j]; £o, to; La, ta) 


ZU = Oito tsitata) G ljo (259) 


où la valeur moyenne du produit-T a été normalisée en divisant par 
AU E 0]; £o, tb; Za, ta). 


12.3 Applications de l’intégrale de chemin 


12.3.1 Oscillateur harmonique 


Le cas de l’oscillateur harmonique est instructif car on peut mener jusqu’au 
bout des calculs analytiques. Afin de simplifier les formules, nous utiliserons 
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(uniquement dans cette sous-section) un système d’unités où À = m = 1. En 
présence d’une source j(t), le lagrangien est 


1 1 
Ls a? — 507 + j(t)a(t) (12.57) 


l'équation du mouvement correspondante étant 
ë +uw°?x = j(t) (12.58) 


L'expression explicite de la fonctionnelle génératrice est 


x(ty)=xp ty 1 1 
Alhanteitete=[“Da(tvex|i f a (Sauter + (tete) 
ta 


tlta) = ta 2 
(12.59) 
En procédant de façon un peu cavalière, on effectue une intégration par parties 
dans l'intégrale sur t 


x(ty)=xp 


Zi]; 20, tos La, ta) +) Da(t) 


T(ta)=Ta 


x exp if dt (-5« = + 2 +020) | 


| (12.60) 


L'intégrale dans (12.60) est une intégrale gaussienne que l’on calcule explici- 
tement? 


Zli 2o»tvi Zesta) =Z(j=0]; anto; tasta)exp F5 f atar iODE-r 


ta 
(12.61) 
où D(t) est une fonction de Green de l’oscillateur harmonique (à un facteur —i 
près) 


($ + u?) D(t) = -i6(t) (12.62) 


D(t) est “l’inverse” de l'opérateur i(d?/dt? + w?). Toutefois, comme nous 
Vavons déjà remarqué, l’équation (12.62) ne définit pas D(t) de façon unique, 
et cette équation doit étre complétée par des conditions aux limites choisies 
en fonction du probléme posé (exercice 12.7.4). Le calcul explicite de Z est 


8. L’exercice 2.5.7, eq. (2.69), montre que pour calculer une intégrale gaussienne, il faut 
inverser la matrice A qui intervient dans l’exposant de (12.61). Cet inverse est donné par 
la solution de (12.62). 
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possible (exercice 12.7.6), et l’on trouve 


w 1/2 iw Bo 8 
Z([J]; To, to; La, ta) = (==) X exp Isinut (x2 +24) cos wt — 2£axo] 
: ty 
+ J sin|w(ty — t’)]j(t’)de" 
sinwt Ji, 
r ta 
IT : , PART 
+ t —t,)lj(é )dt 12.63 
sag [sine — tlie) (12.63) 


= a f Jason — t") 


x snl ty — 1 )}sinfo(e” = toC) } 


12.3.2 Intégrale de chemin en présence d’un champ 
magnétique 


Le lagrangien d’une particule chargée de charge q dans un champ magné- 
tique B, supposé indépendant du temps pour simplifier, s’écrit en fonction du 
potentiel vecteur A (exercice 7.5.8) 


1 ary’ > dr 
c=5m(F) — V(F(t)) +q4-= (12.64) 


Suivant (12.44), le propagateur prend la forme d’une intégrale de chemin 


= i ffi (ary? 
K (Fp, tolfasta) = Di(t 2 <m( Z 
Ji D fe ro |? Gr (9) 
= V(F(6)) +qA- =) a (12.65) 


Nous allons examiner l’action d’une transformation de jauge sur cette expres- 
sion, ce qui va nous permettre de découvrir une subtilité du découpage de la 
figure 12.1 que nous avions passée sous silence jusqu’à présent. Effectuons une 
transformation de jauge (10.58) sur À 


> A SA 9K 


Dans ces conditions, on obtient une contribution supplémentaire à l’intégrale 
de l’exponentielle dans (12.65) 


: t > r F, z 
—1q b dr =f —iq b 7 —iq , 7 
— —)-VA=— A-dr=—IA EN i 12. 

ñh (F) Me a 1 VA: dr = == [A(7) — A(Fa)] (12.66) 


Ainsi que nous allons le voir bientôt, le passage de la seconde à la troisième 
expression de (12.66) qui semble pourtant évident, est en fait purement formel. 


504 Physique quantique : Exercices et applications 


En admettant pour l'instant la validité de cette manipulation formelle, la 
transformation de jauge agit donc de la façon suivante sur le propagateur 


K (7, tela,t2) — KF, too, to) =e 4K (A, tala, ta etn Teh 
(12.67) 
Vérifions que cette loi de transformation du propagateur est bien compatible 
avec la transformation de jauge (10.58). En effet, d’aprés (12.10) 


K (rh, tolra, ta) = > Pns (Fo) Ps (Faje En (te-ta)/h 
n,s 


et l’action de la transformation de jauge (10.55) est 
Yns(7) > Pns(F) = el Pns(r) 


Rappelons que si y obéit à une équation de Schrödinger où figure le potentiel 
À, alors y’ obéit à une équation de Schrödinger où À est remplacé par le 
potentiel vecteur transformé de jauge A’, et la loi de transformation (12.67) 
de K est bien celle que l’on déduit de la transformation des fonctions d'onde. 
La conclusion de cette étude de l’invariance de jauge est que la manipulation 
formelle (12.66) doit être correcte, ce que nous allons justifier. 

Venons-en donc à la justification de (12.66). Afin de simplifier l'argument, 
revenons provisoirement au cas unidimensionnel et à la version euclidienne de 
l'intégrale de chemin. Nous avons à évaluer une intégrale du type 


Th d 
/ =. ay 
za dz 
le long de chemins browniens. Le résultat remarquable observé pour la pre- 
mière fois par Itô est que, en règle générale, 


zo q 
f EX +e- elea) 


Ce résultat surprenant vient de ce que pour un chemin brownien (Ax)? x Ar 
si AT — 0. Choisissons un chemin en zig-zag de la figure 12.1 avec des points 


£o = Ta, £1,- --, Zn—1, Zn = Lp et partons de l’identité 
n—1 
plz) — pra) = D [p(z;u) — v(x;)] (12.68) 
j=0 


Supposant la fonction vy suffisamment régulière, effectuons un développement 
de Taylor en puissances de (x,41 —x;) de [p(x;+1) — w(x;)] autour du point 


Uxÿ = Tj + M2541 = tj) 
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avec 0 < À < 1. Ce développement permet de récrire la somme dans (12.68) 
à l’ordre (x;41 — tj)? 


plate) = gle) = © [esm — ay)! us) + Sara — 23) 0 = 20)" (us) 
j=0 


+O ((aj41 — 23)") 
Mais nous avons vu que pour un chemin brownien 
((aj41 — £j)?) = 2D(t)41 — Tj) = 2De 
et par conséquent, en prenant la somme sur les chemins browniens 
n—1 
plz) — pra) = X [j — 25) 9! (uaz) + D(A — 2A) (Tj — 7) 0" (uary)] 
j=0 
+0 ((x341 — 23)°) 
Nous pouvons maintenant prendre la limite (x;41 — £j) — 0, car les termes 
O((xj41 —2;)?) sont d'ordre (7; 41 —7;)3/? x e*/2 et ne contribuent pas dans 
cette limite. On obtient alors le résultat d’Itô 


Lp T 42 
(av) — Plza) = J U ee Det = 2a) f TOM) a, aeo) 
a, ae Fa da? 
Pour éliminer le second terme du membre de droite de (12.69), il faut choisir 
À = 1/2, ou, en d’autres termes, il faut choisir dans le découpage de l’inté- 
grale de chemin l’argument de ¢ au point (x;41 +x;)/2, au milieu de l'inter- 
valle [x,,x,41]. L’argument exposé ci-dessus permet également de comprendre 
pourquoi le calcul de l'intégrale de V(x(r)) dans l’exponentielle de (12.40) ne 
dépend pas du choix de À : on peut choisir V(x;), V(x;41 ou V [(x; +2541)/2]) 


e > V(ux) = e$ V(x;) + EÀ DC — z;)V'(x;) Hs 


Comme ¢X(aj41 — xj) x €3/?, le deuxième terme de la somme ne contribue 
pas à la limite € — 0. Les ambiguïtés ne peuvent se produire que pour des 
potentiels dépendant de la vitesse. 

Revenant au propagateur en présence d’un champ magnétique, nous 
voyons que l’invariance de jauge ne sera satisfaite que si l’on peut écrire 
(12.66), c’est-à-dire si on choisit comme argument de À le vecteur (Fj41 +7;)/2 


sûr z (Ti+ ti Pit. — T} 


Une démonstration plus directe de ce résultat s'inspire de de la méthode 
utilisée dans l'exercice 12.7.5 : comme l’algèbre est un peu fastidieuse, nous 
renvoyons le lecteur au livre de Schulman [1981], chapitre 4, où l’on montre 
que le choix effectué dans (12.70) est nécessaire si l’on veut que y obéisse à 
V’équation de Schrödinger en présence d’un potentiel vecteur. 
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12.3.3 L’effet Aharonov-Bohm 


En physique classique, on considére que les potentiels scalaire V et vec- 
teur A sont des intermédiaires de calcul, certes extrémement utiles, mais qu’en 
derniére analyse seuls les champs E et B ont une signification physique car 
l’action sur les particules chargées décrite par la loi de Lorentz (1.11) ne dé- 
pend que de E et B. Comme dans la section précédente, nous nous limitons 
pour simplifier 4 un champ magnétique indépendant du temps. Si une parti- 
cule chargée traverse une région d’espace où B= 0, elle ne subit aucun effet 
puisque la force de Lorentz est nulle. Comme nous allons le voir sur l’exemple 
de l'effet Aharonov-Bohm (A-B), la situation est plus subtile en physique 
quantique. Reprenons la discussion de l'expérience des fentes d’Young en la 
réalisant avec des particules chargées, et en disposant derrière les fentes un 
solénoïde très fin tel que B s’annule dans toute région de l’espace où la pro- 
babilité de présence des particules est non nulle (figure 12.2). Cette région est 
fixée par le diagramme de diffraction des deux fentes. On pourrait s’attendre 
à ce que la présence du solénoïde n’ait aucun effet observable, en particulier 
il ne devrait pas affecter le diagramme d’interférences sur l’écran E. Nous 
allons montrer qu’il n’en est rien. Soit 1 (7p, tè) et w2(re, ty) les amplitudes de 
probabilité de trouver au temps ty la particule au point r, de l’écran quand 
elle est passée par la fente 1 (1) ou par la fente 2 (y2). En l'absence de 
champ magnétique, les amplitudes w1(75,t») et w2(7%,t#) peuvent être calcu- 
lées à partir de (12.2) par une intégrale de chemin en fonction de amplitude 
de probabilité à la source (Fa, ta) 


b 
PilTh, to) = fe Ta Dir Oep | [ L(r cor (Fasta) (12.71) 
a(i) 


où le chemin i, à = 1,2, passe par la fente (i). En présence du solénoïde, 
l’exponentielle dans (12.71) devient 


ap [+ [ L(F! (atl exp | [a Ta 


et l’exponentielle originale est donc multipliée par le facteur dépendant du 


chemin (1 ou 2) 
: fe 
exp H A-dr 
LAC 


Ce facteur est indépendant du temps, et par la suite nous supprimons la 
dépendance par rapport à t, qui ne joue aucun rôle ici, en supposant un flux 
continu de particules. L’amplitude de probabilité pour trouver la particule en 


(12.72) 
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(1) 


(2 


FIG. 12.2 — L'effet Aharonov-Bohm. La probabilité de présence des électrons est 
négligeable au voisinage du solénoïde S. Le champ magnétique B est perpendiculaire 
au plan de la figure. 


r sur l'écran au temps ty est 


Š Fy 
aj Avdr 
A Fa(2) 


(eum) + p2(T) exp FE £ d ar) 


Le premier facteur de la seconde ligne est un facteur de phase global qui 
n’affecte pas le diagramme d’interférences. Le second facteur de phase est 
donné par une intégrale sur le contour fermé C formé par le chemin passant 
par la fente 1 et celui passant par la fente 2 (figure 12.2) 


fro - faro = fare) 


L’argument de l’exponentielle en facteur de 42 est 


iq > 2 ig > ə iq® 
— A-dr=— B -dS = — 12.73 
Ap el 2 | | ñ a) 


Tall) 


- iq [ 2 4. > 
wi(rr) exp É A-dr|+w(r)exp 


7 Fo 
=exp| 4] Aa 
h Talt) 


où ® est le flux du champ magnétique à travers le chemin fermé C, c’est-à-dire 
le flux du solénoïde, puisque B est supposé négligeable le long des trajectoires 
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suivies par les particules. Le diagramme d’interférences est donc déterminé 
par 


. 2 
g(r) + bt?!" po (7) 


En un point fixé r}, le diagramme d’interférences varie sinusoïdalement avec 
®, avec une période 
Po = ET =I pis 1071 Wb (12.74) 
q q 

Si, par exemple, ® = h/2q, un maximum d’interférences en l’absence de champ 
est transformé en un minimum lorsque le solénoïde est présent. Cet effet du 
solénoïde sur le diagramme d’interférences est appelé effet Aharonov-Bohm. 

Le passage de particules chargées dans une région où B = 0, mais où À #0 
produit donc des effets observables. Toutefois, l’effet est invariant de jauge, 
puisque la modification du diagramme d’interférences ne dépend que du flux 
du champ magnétique à travers C, et donc de B. Si un des deux chemins 
pouvait être déformé dans l’autre sans rencontrer de région où B # 0, aucun 
effet ne serait observable, méme avec A Æ 0 le long des trajectoires. Le facteur 
exp(ig®/h) est un exemple de facteur de phase topologique, lié au fait que la 
topologie de l’espace n’est pas simplement connexe. 

On peut donner deux interprétations de l'effet A-B. 

(i) Le potentiel vecteur agit localement sur les particules chargées : lar- 
gument de À est la position r de la particule, et on doit accorder une 
signification physique au potentiel vecteur. 

(ii) Comme l'effet est invariant de jauge et peut se calculer en fonction du 
seul champ B , le potentiel est un intermédiaire commode, mais non 
indispensable si l’on admet que l’on peut écrire des interactions non 
locales entre les particules et le champ. 

Le point de vue (i) a le mérite de la simplicité : les interactions sont écrites 
de façon locale. Mais dans le cadre strict de l’électromagnétisme, il n’y a pas 
d’argument décisif pour choisir le point de vue (i) plutôt que (ii). En revanche, 
le point de vue (i) s'impose dans le cas des théories de jauge non abéliennes 
(exercice 10.4.7), car dans ce cas méme les champs ne sont pas invariants de 
jauge, et il n’y a aucune raison de se compliquer la vie avec des interactions 


non locales”. 


12.4 L’approximation BKW 


12.4.1 Forme asymptotique de la fonction d’onde 


Dans cette section, nous allons exposer une méthode d’approximation qui 
s’applique lorsque l’on a affaire à une équation différentielle ordinaire, par 


9. Il existe aussi un effet A-B scalaire : voir par exemple Rauch et Werner [2000], 
chapitre 6. 
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exemple l’équation de Schrödinger à une dimension ou bien l’équation radiale 
obtenue aprés séparation des variables. La généralisation sera décrite trés 
brièvement à la fin du § 12.4.4. L’équation de Schrödinger (8.67) indépendante 
du temps pour une particule d’énergie E dans un espace à une dimension et 
soumise à un potentiel V(x) peut s’écrire 
de + k?(x)p(x) = 0 (12.75) 
dx? i 
si Pon définit k? (x) par 


2 (: 2m|E — 
Pija a mE VE) (12.76) 
k(x) est un vecteur d’onde local et p(x) une impulsion locale. Ainsi que nous 
l’avons déjà remarqué (cf. (8.68) et (8.69)), k(x) et p(x) sont réels dans une 
région où E > V(x), qui est la région classiquement permise, et imaginaires 
purs dans une région où E < V(x). Ecrivons y(x) sous la forme y(x) = 
exp[i®(x)]. L’équation de Schrödinger (12.75) devient 


_ (2) bg (3) +(x) =0 (12.77) 


Examinons tout d’abord une région d’espace où E > V(x), k?(x) > 0. Si le 
potentiel V(x) était indépendant de x, V(x) = V, nous aurions comme solu- 
tion P(x) = tka, k = \/2m(E —V)/h2 et d’&/dr? = 0. Si V(x) n’est pas 
constant, mais varie peu sur une distance de l’ordre de la longueur d’onde 
locale A(x) = 27 /k(x), nous nous attendons à ce que d?®/dz? soit petit com- 
parativement aux deux autres termes de (12.77). L’approximation reposant 
sur cette variation lente est appelée approximation BKW (Brillouin-Kramers- 
Wentzel). En première approximation, on néglige d?@/dx? dans (12.77), et 
notant ® = ®, cette approximation 


— = k(x) olx) = a k(u)du (12.78) 
La condition de validité de cette approximation est |®”| < (®’)?, soit 
dk(: 
eS < k? (a) 
daz 
ce qui s’écrit, compte tenu de l’expression (12.76) de k 


|S 
d 


m 


a Le. 
dr | k(x)  2rh2 


@) =? A(z) “| < k’ (x) 


La condition de validité de l’approximation peut aussi se mettre sous la forme 


d 2rh?k? 2rp? 
Z] a ae (12.79) 
T 


m m 


(x) 
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En d’autres termes, la variation du potentiel sur une longueur d’onde doit 
être petite par rapport à l’énergie cinétique locale. 
Pour obtenir l’approximation suivante, dont nous nous contenterons, on 


reporte 
Vd dbo dk 


da? ~ da? “dz 
dans (12.77), avec pour résultat 


©’ (x) = 24/ k? (ax) + i” (a) SEA) k2(x) aE ik’ (a) 


et en développant la racine carrée 


B(x) © + l k(u) du + T = du = + T k(u) du + Lime) 


Le résultat pour y(x) qui sera à la base de toute la discussion qui va suivre 
est finalement 


(12.80) 


La probabilité de présence de la particule est proportionnelle à 1/k(x), ce qui 
se comprend ainsi : dans un mouvement classique entre deux points x, et xp, la 
probabilité de présence dans un intervalle Ax est inversement proportionnelle 
à la vitesse de la particule, et donc à 1/k(x). 

Lorsque E < V(x), la formule (12.80) est encore valable à condition de 
faire la substitution 


2m[V (x) — E] 


k(x) — ik(x) K?(x) = F2 


La déduction donnée ci-dessus de (12.80) perd toute validité lorsque E = 
V(x), et il nous faut examiner ce qui se passe près d’un point ot E = V(x), 
appelé point de rebroussement!®, car c’est en un tel point que la particule 
classique rebrousse chemin : ce sont par exemple les points xı et x2 de la 
figure 1.15. Supposons donc que E = V(x) au point x = 0, et qu’en ce point 
la pente de V(x) soit négative, de sorte que k(x) est imaginaire pour x < 0 et 
réel pour x > 0 : la région permise classiquement correspond à x > 0. Pour 
x < 0, et suffisamment loin de x = 0, on peut écrire y(x) sous forme d’une 
combinaison linéraire des solutions indépendantes approchées de (12.75), avec 
des coefficients Bı et B2! 


ie eee To (Bep | f kea ÉD | [ rtwau)) 
(12.81) 


10. En anglais : turning point. 
11. Il faut prendre garde au fait que l’argument de la première exponentielle dans (12.81) 
est négatif : le terme dominant est Bz! 
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Pour x > 0, et suffisamment loin de x = 0, la solution devient 


ee ve aa (ai ai hf ro du Ah [=i f keal) 
(12.82) 


Les solutions approchées de (12.81)-(12.82) de l’équation originale (12.75) ne 
sont pas valables au voisinage de x = 0, ot l’approximation (12.79) n’est 
pas vérifiée. Ces solutions sont singuliéres en ce point, car elles présentent un 
point de branchement à x = 0, dû à la racine carrée et à l’exponentielle. Ces 
singularités sont des artefacts de l’approximation, car la solutions exacte y(x) 
n’est pas singulière en ce point. Il doit être possible de raccorder les solutions 
approchées (12.81) et (12.82), et c’est ce raccordement qui va fixer les relations 
entre les coefficients (A1, A2) et (B1, B2). Cependant, ce raccordement n’est 
pas évident en raison du phénomène de Stokes, que nous étudierons au § 12.4.3. 


12.4.2 Formules de raccordement 


En supposant que [E — V(x)] s’annule linéairement en x = 0, nous allons 
utiliser une approximation linéaire au voisinage de ce point 


E-V(x)=Kx (12.83) 


Le potentiel correspond à un champ de forces constant. L’équation de Schrô- 
dinger (12.75) devient au voisinage de x = 0 


ep 2mK 


Introduisons la variable sans dimension t 


1/3 
t= (=) x (12.85) 


L’équation (12.84) devient avec cette variable 


2 x 173 
W(t) + ty(t) = 0 wo =e (z) | (12.86) 


A ce point nous devons distinguer les régions x > 0 et x < 0. Nous allons nous 
limiter au cas K > 0, car les formules du cas K < 0 s’en déduisent facilement 
(exercice 12.7.7). Un théoréme sur les équations différentielles nous assure que 
les solutions de (12.86) sont des fonctions analytiques de t. Plus généralement, 
on montre que si le potentiel V (x) peut être prolongé à des valeurs complexes 
z, et si V (z) est analytique, les solutions (z) de l’équation de Schrödinger sont 
aussi des fonctions analytiques de z. Les solutions de (12.86) sont les fonctions 
d’Airy Ai(—t) et Bi(—t), dont on trouvera les propriétés dans Abramowitz et 
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Stegun [1964], p. 446, ou dans Landau et Lifschitz [1966], appendice; voir 
également Ballentine [1998], chapitre 5'*. Elles peuvent s’exprimer en terme 
des fonctions de Bessel J,/3(z) et J_1/3(z), ce qui est utile pour déterminer 
leur comportement asymptotique. Le point important est l’expression de leur 
développement asymptotique pour t — +00 (x > 0) 


471/4 
Ai(—t) = T cos (2 — 7) (12.87) 
471/4 
Bi(—t) ~ -y sin (z = =) (12.88) 
et pour t + —oo (x < 0) 
1e 
Ai(—t) = ai e (12.89) 
TEN er 
Bi(—t) = e (12.90) 


La variable z est définie par 


x>O(t>0) : 2= 50 = 3 ( is ) @) f kau (12.91) 
0 


3 2mK 
| _ 2 3/2 _ 2 h? ain — fs 
x<O(t<0) : z= lt =F (ax ea) sles 


(12.92) 


La solution générale de (12.86) est une combinaison linéaire de Ai(—t) et 
de Bi(—t) 
p(t) = CaAi(—t) + CeBi(—t) (12.93) 


Il est essentiel d’observer que cette solution est valable 4 la fois dans la région 
t < 0 et dans la région t > 0: le point t = 0 n’est pas un point singulier 
de (12.93) car les fonctions Ai(—t)et Bi(—t) sont des fonctions analytiques 
de t. Un examen superficiel des équations (12.81), (12.82) et (12.93) semble 
montrer que l’on peut relier (A1, A2) à (B1, B2) en exprimant ces coefficients 
en fonction de C4 et Cg, compte tenu du développement asymptotique des 
fonctions d’Airy. En fait, il n’en est rien, car si Cg 4 0, le comportement 
asymptotique de la fonction Ai pour x < 0 est complètement noyé dans le 
bruit de fond des corrections en z~” exp z au comportement asymptotique de 
Bi. Le seul cas où une identification est possible est celui où Cp = 0. Les 
équations (12.87) et (12.89) conduisent alors à la formule de raccordement 


= exp lo du = 7 cos lio du — A (12.94) 


12. Les fonctions d’Airy sont définies de façon conventionnelle comme les solutions de 
l'équation %” (t) — t(t) = 0, d'où le signe moins de l’argument de ces fonctions dans 
(12.87)-(12.90). 
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Il faut souligner que la fléche dans (12.94) ne fonctionne que dans le sens 
indiqué. Il est facile de montrer une formule analogue lorsque K < 0 (exer- 
cice 12.7.7) 


= exp |- [w du = RS cos f k(u) du + z (12.95) 


12.4.3 Phénomène de Stokes 


Le comportement asymptotique (12.87)-(12.90) des fonctions Ai et Bi est 
une conséquence du phénomène de Stokes que l’on met en évidence en pro- 
longeant la formule (12.82) dans le plan complexe z = r exp(i0). Concentrons- 
nous en premier lieu sur les exposants : le premier exposant devient 


3 
= r3/2 | cos gee + isin SR 
“3 2 2 2 2 


Le deuxième exposant s'obtient en changeant 7/2 en —7/2 dans la seconde 
ligne de (12.96). Les deux exposants sont réels pour 0 = 7/3, 0 = 7 et 
0 = 57/3. Les trois demi-droites correspondantes tracées à partir de l’origine 
dans le plan complexe sont appelées lignes de Stokes (figure 12.3). Les deux 
exposants sont imaginaires purs pour 6 = 0, 0 = 27/3 et 0 = 47/3, et les trois 
demi-droites correspondantes sont appelées lignes anti-Stokes. Sur les lignes de 
Stokes, une des deux exponentielles est dominante, car lun des exposants est 
positif et l’autre négatif; rappelons que nous nous intéressons à une situation 
où A — 0 où les exposants sont grands en valeur absolue. 

Le deuxième facteur à prendre en compte dans l’expression asymptotique 
de la fonction d’onde est 


(12.96) 


k-1/2(z) = 71/4 = piti 


Ce facteur impose une coupure dans le plan complexe. La position de cette 
coupure est arbitraire, et nous la choisirons entre les deux lignes de Stokes à 
0 = T et 0 = 57/3 (figure 12.3). Si nous récrivons (12.82) sous la forme 


p(z) = A++ (z) + A-4-(z) 
p(z) = k71? (z) exp E | k(u) du (12.97) 


nous voyons que #_ domine sur la ligne de Stokes 0 = 7/3 et w+ sur les deux 
autres lignes. La détermination du terme dominant dépend de la position de 
la coupure : si celle-ci était placée entre 6 = 57/3 et 0 = 0, c’est w_ qui 
dominerait sur la ligne de Stokes 6 = 57/3. Lorsque l’on encercle le point 


514 Physique quantique : Exercices et applications 


\ S73 


\ T/3 


4 T/3 


/ S5n/3 


Fic. 12.3 — Lignes de Stokes S,/,3, Sx et S5,/3 (trait plein), anti-Stokes (tirets) et 
coupure (trait gras). 


z = 0 par un contour décrit dans le sens trigonométrique, z acquiert un 
facteur exp(—2ir) au passage de la coupure et par conséquent 


kT! (z) — ik 1/2(2) 


D’autre part, en ce qui concerne l’exponentielle 


f * h(u)du > e73" f Nose f “kajde 


Ces deux résultats impliquent qu’aprés traversée de la coupure, les fonctions 
Y, et w_ s’échangent 


b+(z) > ip_(z) p_(z) iby (2) 


Il faut donc que les coefficients A; et A_ de (12.97) subissent un changement 
compensateur pour assurer la continuité de y 


Ay > -iA_ As id (12.98) 


Sur chaque ligne de Stokes, le coefficient de l’exponentielle sous-dominante 
est indéterminé, et il subit un changement proportionnel à celui du terme 
dominant. Par exemple, au voisinage de la ligne de Stokes 6 = 7/3, et dans 
un intervalle 7/3 — € SK 0 S T/3 +£, A1 et A2 (12.82) changent suivant 


A, — Ai + aA Ag — Ag 


12. Méthodes semi-classiques 515 


où le coefficient a reste à déterminer. Sur la ligne de Stokes 6 = 7, le premier 
terme de (12.82) est dominant et 


A, + aA — À; + «A2 Ao — Ao + B(A: + aA) 


Sur la ligne de Stokes 0 = 57/3, le premier terme de (12.82) est à nouveau 
dominant. Mais comme la coupure a été traversée, il faut prendre en compte 
(12.98) et 


A1 + aA > —i[ A + B(A1 + aA)] 
Az + B(Ay +aA2) il A1 + a A2 + y(A2 + B[A1 + aAə])] (12.99) 


L’analyticité de y(z) implique que les coefficients A; et Ag s’identifient res- 
pectivement à la première et à la seconde ligne de (12.99), ce qui permet de 
déterminer les coefficients a, B et y 


a=B= 7=i (12.100) 


On en déduit immédiatement la formule de raccordement (12.94). En effet, si 
l’on veut que y(z) soit exponentiellement décroissante dans la région x < 0 
(sur la ligne de Stokes 6 = r), le coefficient de w+ doit s’annuler : Ay +iA2 = 0, 
soit 
1 : 1 : 
Aj = 2 Bı e in/4 A2 = 2 Bı eit/4 (12.101) 


où Bı est défini en (12.81). 


12.4.4 États liés 


Fic. 12.4 — États liés d’un puits de potentiel. 


Cherchons les états liés d’un puits de potentiel avec un minimum unique 
(figure 12.4) à l'approximation BKW, en appelant a et b les abscisses des 
points de rebroussement. Nous distinguons trois régions de l’axe des x : I: 
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a<a;Il:a<a<6;Ul:a> 0. Pour x — —c, la fonction d’onde doit être 
de la forme 


Ce f rlu) du (12.102) 


K(x) 
tandis que dans la région III 


Ba) = = exp |- 1 e du (12.103) 


Dans la région intermédiaire IT, la fonction d’onde est d’après (12.94) (raccor- 


dement à x = a) 
an cos / k(u) du — z| 
k(x) 0 A 


mais d’aprés (12.95) elle prend aussi la forme (raccordement à x = b) 


AT cos [f eau 3 


Ecrivons la première forme de y(x) en utilisant 


[ k(u)du = f k(u)du + a k(u)du = Y + I(x) 


où nous avons défini Ÿ par 
b 
v= J k(u)du (12.104) 


Les deux formes de y(x) dans la région IT ne sont compatibles que si 
er a1 B = -i4eiŸ (12.105) 


La première de ces équations donne la règle de quantification de Bohr- 
Sommerfeld 


v= [ro T (n+ 5) à (12.106) 


et la seconde A = (—1)” B. On reconnaît dans AY l’action classique du mou- 
vement sur une demi-période dans le puits. L’équation (12.103) donne les ni- 
veaux d'énergie du puits de potentiel à approximation BKW. Le facteur 1/2 
ne devrait pas a priori être pertinent, car la règle de Bohr-Sommerfeld n’est 
en principe valable que pour des actions grandes par rapport à A, c’est-à-dire 
pour n > 1: il faut donc que le puits ait un nombre d'états liés suffisamment 
grand. Toutefois, on observe (1) que cette règle devient de plus en plus pré- 
cise quand Sa/fi — co et que le facteur 1/2 est crucial pour l’accord avec les 
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données expérimentales ou numériques, (2) qu’appliquée à Voscillateur har- 
monique, elle donne exactement les niveaux d’énergie (mais c’est un accident). 
En effet, le potentiel est V(x) = mw?x?/2 et les points de rebroussement sont 


Sc JOE md, ce qui donne pour l’angle Y 


T+ E 
= | y 2m — m?2w2x2 dx = al 


d’où les niveaux d’énergie En = (n + 1/2)hw 
La procédure de quantification semi-classique obtenue en (12.106) s’ex- 
prime en fonction de l’action classique Sa correspondant à un aller-retour de 


la particule 
1 1 V 
Ra % f rae = 27 (n +?) 


où v est l'indice de Maslov, et v = 2 dans (12.106). Cette procédure de quan- 
tification peut se généraliser aux systèmes intégrables : pour un tel système, 
si le nombre de degrés de liberté est d, les trajectoires sont situées sur un tore 
à d dimensions dans l’espace de phase à 2d dimensions {x;,p;}, i=1,..., d. 
Chaque boucle fermée tracée sur le tore donne lieu à une condition de quan- 
tification individualisée avec des indices de Maslov 1; 


1 i 
i f pidas = 27 (n + =) 


et les niveaux d’énergie sont caractérisés par les entiers n1,..., na et sont 
donnés par H(n1,...,n4), où H est le hamiltonien. 

Pour des systèmes non intégrables, la quantification à la Bohr-Sommerfeld 
n’est plus possible en l’absence de tores invariants. Néanmoins, grâce en par- 
ticulier aux travaux de Gutzwiller, on a pu généraliser l’approximation BKW 
aux systémes non intégrables en partant d’une approximation semi-classique 
pour l'intégrale de chemin. Ainsi que nous l’avons déjà noté en introduction à 
ce chapitre, ces travaux sont techniquement trés complexes et nous renvoyons 
le lecteur aux livres cités en bibliographie, en nous contentant d’écrire la for- 
mule d’approximation semi-classique du propagateur dans la région permise 
classiquement 


g 3 i le 1/2 i iV, 
Ksa(Tb, Tait) = Inh ln.) exp 7 Sr (xo, Ta) — 9 


où D, est le déterminant de van Vleck 


5, (ts; —] 


D, (£b, £a) = det (- OLai x 


et S,(x», £a) est l’action classique pour aller du point x, au point x, en un 
temps t; la somme sur r porte sur toutes les trajectoires possibles, et les vy 
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sont les indices de Maslov provenant des points de rebroussement en dimension 
un et plus généralement des caustiques. Un des résultats fondamentaux de ce 
type d’approche est la formule de trace de Gutzwiller [1990], chapitre 17, qui 
donne la densité de niveaux en fonction des propriétés des orbites périodiques ; 
voir aussi Stückman [1999], chapitre 7. 


12.4.5 Effet tunnel 


FIG. 12.5 — Barrière de potentiel. 


Considérons maintenant un potentiel V (x) s’annulant pour x — +00, pos- 
sédant un maximum unique en zo, V(xo) = Vo (figure 12.5), et une particule 
dénergie 0 < E < Vo. La trajectoire classique posséde deux points de re- 
broussement a et b. Supposons que la particule arrive de la région z — —oo 
en se propageant vers la droite. Une particule classique serait renvoyée en 
x = a par la barrière de potentiel, mais une particule quantique possède une 
probabilité non nulle de franchir la barrière. En effet, la fonction d’onde ne 
s’annule pas dans la région a < x < b, et il est possible de la raccorder à 
une onde progressive dans la région x > b. Le phénomène est analogue à celui 
d’une onde évanescente en optique : lorsqu’une onde lumineuse arrive d’un 
milieu d’indice nı dans un milieu d’indice n2, avec no < nı, il y a réflexion 
totale pour des angles d’incidence plus grands que l’angle critique to, donné 
par sin io = n2/n1. Si le milieu d'indice ng est une lame suffisamment mince, 
la réflexion n’est pas totale, et il existe une petite probabilité de transmission 
car l’onde lumineuse ne s’annule pas complètement dans la lame : elle décroit 
exponentiellement, et elle peut donc se raccorder à une onde progressive dans 
le milieu d'indice n1. 

Les régions classiquement permises sont x < a et x > b. Dans la région 
x > b, la fonction d’onde est donnée par (12.82) 


ob) = TS (a as hi fx) du bip ji f ro du) 
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et dans la région x < a par 


(x) = = (c: exp i f "RG au! + Cz exp E f "x du) 


Dans cette équation, le premier terme C1 représente une onde incidente se 
propageant vers la droite et arrivant sur la barriére, et le deuxiéme terme 
C2 une onde réfléchie. Pour relier le couple (A1, 42) au couple (C1, C2), on 
procède comme au § 12.4.3. Il existe trois lignes de Stokes partant du point 
x = a et trois lignes de Stokes partant de x = b; le segment de droite qui 
joint x = a à x = b est une ligne de Stokes commune aux deux points. 
Deux coupures partent de ces deux points. On trace un contour encerclant 
l’ensemble des deux points en écrivant la loi de transformation des coefficients 
chaque fois que l’on traverse une ligne de Stokes. Les différents coefficients 
analogues de a, 3,y du § 12.4.3 sont déterminés en exigeant la continuité de 
la fonction d’onde aprés un tour complet. Le calcul est fastidieux, et le lecteur 
intéressé pourra consulter Child [1991], appendice A. Le résultat peut s’écrire 
sous forme matricielle!* 


A _ ((1+e2")1/2ei# iet c 
(a) 7 ( —ie Ÿ (1+ e2%)1/2¢-i¢ } Lo, (12.107) 


v= 1 K(u) du = —rô (12.108) 


avec 


La phase ¢ qui intervient dans (12.107) vaut 


1 
6= er (5 5) ôn|6| +ô 
où T est la fonction factorielle. Pour appliquer (12.107) à l’effet tunnel où il 
existe seulement une onde se propageant vers la droite dans la région x > b, 
on choisit Az = 0. Comme la normalisation de l’onde incidente dans la région 
x < a est arbitraire, on peut prendre C1 = 1, ce qui donne alors 


C = se Fer ae gj 
et 
Ai = ei? (1 here 
Ces équations donnent le coefficient de réflexion R 


1 


R=|C = —— 
l = qe 
13. En fait, la phase ¢ n’est pas fixée par la procédure, et il est nécessaire de recourir à 
un argument indépendant. Cependant, les coefficients de réflexion et de transmission sont 
indépendants de ¢. 
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et le coefficient de transmission T à travers la barrière 


(12.109) 
On remarque que la somme du coefficient de transmission et du coefficient de 
réflexion est égale à l’unité, T+ R= 1. 

L’effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous 
nous contenterons d’en examiner deux : la radioactivité a et le microscope à 
effet tunnel. La radioactivité a est la désintégration d’un noyau avec émis- 
sion d’une particule a, c’est-à-dire un noyau d’4He. En appelant Z et N, les 
nombres de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en 
général Z Z 80), la réaction nucléaire de désintégration a s’écrit 


(Z, N) = (Z= 2,N — 2) + He 
Un exemple est la désintégration du polonium en plomb 
214Pog4 — 210Pbg2 + “Hes + 7.8 MeV 


Dans une théorie approchée de la radioactivité a, on admet que la particule 
a préexiste dans le noyau initial et on se ramène pour simplifier au cas à une 
dimension. Si R ~ 1.2 x A!/3 ~ 7fm est le rayon du noyau, la particule a 
sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel coulombien répulsif entre 
le noyau d’*He de charge 2 (en unités de la charge du proton) et le noyau final 
de charge (Z — 2) en supposant la distribution de charge à symétrie sphérique. 
Si r est la distance entre le noyau d’hélium et le noyau final, nous aurons pour 
r>R 

2(Z — 2)e? 


Vo (r) = 3 


r 
Lorsque r < R, les forces nucléaires attractives l’emportent largement sur les 
forces coulombiennes que l’on peut alors négliger. On aboutit ainsi à un poten- 
tiel représenté schématiquement sur la figure 12.6. Il existe donc une barrière 
de potentiel qui empêcherait la particule œ de sortir du noyau si son mouve- 
ment était régi par la physique classique. C’est l’effet tunnel qui permet à la 
particule a de sortir du noyau. Le raisonnement précédent permet en théorie 
d'estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations que nous 
avons faites sont très grossières et l’effet tunnel très sensible aux détails : bien 
que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne faut pas s’at- 
tendre à des résultats en accord quantitatif avec l’expérience. Le phénomène 
inverse de la désintégration radioactive intervient dans les réactions de fusion, 
par exemple la réaction déjà mentionnée au § 1.1.2 


2H + 39H — He +n + 17.6 MeV 
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4 
V(r) 


R ~7fm r 


FIG. 12.6 — Barrière de potentiel de la radioactivité a. 


<< 


pointe 


l 
ı passage tunnel 
l 


cristal 


FIG. 12.7 — Principe du microscope à effet tunnel. On déplace une pointe au voisi- 
nage de la surface d’un cristal et on ajuste la distance de façon que le courant soit 
constant. Ceci donne une cartographie de la distribution électronique sur la surface. 


qui fait également appel à l'effet tunnel et est examinée à l'exercice 13.6.1, où 
l’on donne un exemple d’évaluation de (12.109). 

Une application très importante de l’effet tunnel est le microscope à effet 
tunnel. Dans un microscope à effet tunnel, on déplace une pointe très fine 
près de la surface d’un échantillon conducteur (figure 12.7). Les électrons 
peuvent passer par effet tunnel de la pointe à l'échantillon, ce qui produit un 
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Fic. 12.8 — Dépôt d’atomes par microscope à effet tunnel. Des atomes de fer (les 
pics) sont disposés en cercle sur un substrat de cuivre et forment des états résonants 
électroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D’aprés un cliché IBM. 


courant macroscopique, dépendant de façon très sensible de la distance entre 
la pointe et l'échantillon, en raison de la dépendance exponentielle (12.109) 
par rapport a la distance. Cela permet de réaliser une cartographie trés précise 
de la surface de l’échantillon, avec une résolution de ~ 0.01 nm. Une extension 
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molécules déposées 
sur un substrat (figure 12.8). 


12.5 Mécanique quantique dans l’espace de 
phase 


12.5.1 Conditions pour une représentation dans l’espace 
de phase 


En physique statistique, étant donné un système classique décrit par ses 
coordonnées canoniques (q1, . . - , qn; P1,- --, Pn) = (q, p), on définit une densité 
de probabilité p«a(q,p;t) qui donne la probabilité p«a(q,p;t)dgdp de trouver 
au temps t le système dans un volume infinitésimal dqdp de l’espace de 
phase autour du point (q, p). Cette densité de probabilité doit être positive : 


palq, p; t) > 0 et normalisée à l’unité 


J palant) dqdp= 1 (12.110) 


Les intégrales sur p et q donnent les densités de probabilité p.1(q; t) et palp; t) 


pei(q; t) = f palapit) dp 
(12.111) 


pale) = fear t) dq 
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Il ne suffit évidemment pas de connaître pa(g;t) et palq; t), car c’est la distri- 
bution jointe p«a(q, p; t) qui décrit les corrélations entre q et p. Un exemple de 
densité pe est donné par la distribution canonique d’équilibre (indépendante 
du temps) 


pala, p) = Le PHa(a) Z = J dape staan 
| Z 


où Ha est le hamiltonien classique, H = K + V, et la distribution de proba- 
bilité se factorise dans ce cas particulier 


pala, p) = Pa(q)Pa(p) 


Si une propriété physique A4 est fonction des coordonnées q et p, la valeur 
moyenne de A4 est 


(Aa) (t) = fa dp palq, p; t) Aala, p) (12.112) 


On peut se demander s’il existe pour un système quantique décrit par un opé- 
rateur statistique p(t) l’analogue d’une distribution de probabilité dans les- 
pace de phase, po (q, p; t). En fait, il existe une infinité de solutions po (q, pit) 
obéissant à (12.110) et (12.111), mais elles dépendent de la préparation de 
lopérateur statistique (§ 11.1.4), et pas uniquement de p(t), sauf bien en- 
tendu si p(t) représente un cas pur, puisque dans ce cas cette préparation 
de p(t) est unique. Il n’existe pas de densité de probabilité po (q, p; t) ayant 
toutes les propriétés souhaitées, et la fonction la plus utile en pratique est la 
distribution de Wigner pw(q, pit) = w(q, p; t), aussi appelée représentation de 
Wigner (de V’opérateur statistique) qui obéit à (12.110) et (12.111), mais n’est 
pas en général uniformément positive : à strictement parler, on ne peut pas 
l’interpréter comme une distribution de probabilité. Une autre distribution 
utile est la distribution de Husimi py (q, p; t), qui est positive mais n’obéit pas 
à (12.111). Nous traiterons uniquement le cas de la distribution de Wigner et 
renvoyons le lecteur aux références pour celle de Husimi. 


12.5.2 La distribution de Wigner 


Revenons au cas simple d’une particule quantique se déplaçant sur 
laxe Oz, q — x,p — p, la généralisation à un ensemble de coordonnées 
(q, p) étant évidente. Soit p(t), l'opérateur statistique de la particule 


p(t) = $ Palva(t))(Pa(t)| (12.113) 


où les vecteurs |A) sont normalisés, (gala) = 1, mais pas nécessairement 
orthogonaux. Les éléments diagonaux dans la représentation æ, (x|p(t)|x) 


524 Physique quantique : Exercices et applications 


donnent la densité de probabilité de présence en position (ya(a;t) = 
(2|Pa(t))) 
(x|p(t) = Li Palpal x; t)| (12.114) 


étant donné que |yq(; t)|? est la probabilité de présence dans l’état |pa(t)). La 


distribution de probabilité en impulsion est bien sûr donnée par les éléments 
de matrice diagonaux de p(t) dans la représentation p, (p|p(t)|p) 


(plot) > PalBa (pi t (12.115) 


Où Pa(p:t) est la transformée de Fourier de w,(x;t). Ces éléments de matrice 
diagonaux sont manifestement positifs 


(x|p(t)|x) 2 0 (plp(t)|p) 2 0 


et peuvent étre interprétés comme des densités de probabilité de position ou 
d’impulsion, ce qui généralise les résultats de la section 8.1. 
La distribution de Wigner w(x, p; t) est définie par 


(12.116) 


Sous cette forme, la symétrie entre x et p ne saute pas aux yeux, mais il est 
facile de la retrouver en écrivant (noter que dans les équations qui suivent, 
k est une impulsion) 


+00 
y e ik /2)/ħ 
g-=)= dk |k kla — 2) = Y k 
2) 5 1 (I 2) V2 m 


et une formule analogue pour (x+y/2|. La distribution w(x, p; t) se transforme 
en 


dkdk'dy ir he i 
w(x pt) = f| ZEY Te k'(ety/2)/8 e=ik(æ—y/2)/R e—ipy/P (ke! o(t) |) 


L'intégrale sur y donne un facteur 27hd[p—(k+k’)/2], ce qui permet d’intégrer 
sur k’ 


+oo 
wert) = ams | dae” Map- kloto) 


Un changement de variable p—k = z/2 donne la forme symétrique de (12.116) 
dans l’échange (x © p) 


EN A _ a 
w(x, p;t) = af. (p + 5le(t)|p 5)dz (12.117) 
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Il est immédiat de vérifier la validité de (12.111), par exemple 
y y 
faute = f wiet EO- 4) = alo a218) 


L’hermiticité de p, p = pt, assure que w est réel, mais ne garantit en rien sa 
positivité, tandis que Trp = 1 assure la normalisation 


[evap w(e.p: t)=1 


On définit la représentation de Wigner d’une propriété physique A (sup- 
posée indépendante du temps pour simplifier) par analogie avec (12.116) 


+00 
A= l eu!" (e + Bala — Bay (12.119) 


— CO 


Cette expression permet d’évaluer la valeur moyenne de A, (A) (t) dans l’état 
p(t), en partant de 


(46) = Tr [p(t) A] = J dedz"(æ|p(t)12")(x"|Alx) 


On exprime (x|p(t)|x’) grâce à la transformée de Fourier inverse de (12.116) 


(x + žlte- $) = J aveit ue, t) 
et on procède de même pour (2’|A|x). On obtient finalement 


(A) (t) = f avd w(e.p t)A(x, p) (12.120) 


Cette formule rappelle bien évidemment celle de l’espace de phase classique 
(12.112), et c’est cette expression qui donne 4 la représentation de Wigner 
son intérêt particulier. Toutefois, il ne faut pas pousser l’analogie trop loin et 
garder à l’esprit le fait que w n’est pas uniformément positif. Le carré de w 
vérifie une inégalité intéressante (exercice 12.7.8) 


1 
— 12.121 
27h ( ) 
qui montre que w ne peut pas être trop piquée. 

A partir de l'équation d’évolution (11.33) de l'opérateur statistique, on 
peut obtenir l’évolution temporelle de la distribution de Wigner. Celle-ci prend 
la forme peu intuitive (exercice 12.7.9) 


fa w(x, pit) < 


ðw(x, p; t) = — = dŒuw(x, p; t) 


tse [ave e+ Bt le—¥) [v(e-8)-v(e+8)] 
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Le résultat se simplifie dans le cas de l’oscillateur harmonique 
V (x 2) V (x H 2 = —mw*ay 


et l’on trouve dans ce cas l'équation de Liouville exprimant la conservation 
de la probabilité 


— = —— — + mwr — (12.123) 


12.5.3 Distribution de Wigner pour les états purs 


Lorsque p représente un état pur (x,t), la distribution de Wigner est 


1 | 
Wpur(2, p; t) = + (z + sit) p“ (z = Z) e-iPs/À dy (12.124) 


et l'inégalité (12.121) se transforme en légalité 
1 
2 DEN = 
[Avan whale. pd DF: (12.125) 


que l’on montre à partir de Tr p? = 1 (exercice 12.7.8). 
Donnons enfin deux exemples de distribution de Wigner pour des états 
purs. Le premier exemple est celui du paquet d’ondes gaussien 


p(z) = (=) | exp (-=) (12.126) 


Un calcul classique de transformée de Fourier de gaussienne donne 


1 Ag 2,5 
w(x, p) = TE XP (-5) exp Ge ) (12.127) 


Dans ce cas, la distribution de Wigner est partout positive, et on peut montrer 
que la distribution de Wigner est uniformément positive si et seulement si c’est 
celle d’un paquet d’ondes gaussien. Un exemple plus intéressant est celui de 
la superposition de deux paquets d’onde gaussiens 


plz) ~ 7 (4)" (sf op LT) . (12.198) 


avec a > a, de sorte que le recouvrement des deux paquets est négligeable, et 
le facteur 1/V2 assure la normalisation approchée de la fonction d'onde. On 
trouve pour la distribution de Wigner 


: 2 
+2exp (-3) cos (=) | (12.129) 
o 
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Le dernier terme est oscillant, et on voit que la distribution w peut devenir 
négative. Le terme oscillant subsiste même si a > a, ce qui montre le caractère 
non classique de la distribution. Comme nous le verrons au chapitre 18, ce 
terme décroît rapidement en fonction du temps en raison de la décohérence si 
la fonction d’onde (12.129) est celle d’une particule mésoscopique interagissant 
avec un milieu extérieur. 


12.6 Théorème adiabatique et phases 
géométriques 
12.6.1 Un exemple 


Reprenons l'étude du spin 1/2 dans un champ magnétique (section 5.2), 
en choisissant la même forme du champ 


B = Boi + Bi(&coswt — ÿsinwt) (12.130) 
La fréquence de Larmor est wo = Bo, celle de Rabi wi = yB1, et le hamilto- 
nien s'écrit 


1 1 
H(t) = = hwooz — z lui (ox cos wt — oy sin wt) (12.131) 


Soit |u(t)), le vecteur d’état du spin dans le référentiel du laboratoire et |Ÿ(#)), 
le vecteur d’état dans le référentiel tournant (cf. (5.28)) 


ib) = et? p(t) 


Nous avons montré dans la section 5.2 que le hamiltonien H qui régit lévo- 
lution dans le référentiel tournant était indépendant du temps (cf. (5.34)) 


À = 5 hia. = 5 hwo. (12.132) 
où ô = w — wo est le désaccord. L’évolution temporelle de |7)(t)) est donc 
o(e)) = eivio/2 eiA ly) (12.133) 
si l’on identifie |#(#)) et |(t)) au temps t = 0 : |#(0)) = |#(0)). 
A un instant t, le champ magnétique est dirigé suivant une direction (t) 


repérée par un angle polaire 0 et un angle azimutal qui dépend du temps, 
g(t) = —wt. La valeur absolue de B est indépendante de t 


avec 
D = 4/wÿ +w? (12.134) 
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L’angle polaire 0 vérifie donc 
wo = W cos 0 wi = Wsin (12.135) 


À un instant donné, les vecteurs propres du hamiltonien H (t) sont ceux (3.56) 
de & - f(t), et ils dépendent donc de ¢(t) 


cos 9 


woa) = ( z ) wo =( sing ) a2.136 


sin £ eig(t) — COS g eid(t) 


Les vecteurs propres |¢)+((t))) = |#4(t)) correspondent aux valeurs propres 
de l'énergie E4(@(t)) = +hw/2 d’un spin 1/2 dans un champ magnétique 


> 


B orienté suivant la direction À et tel que yB = W. Ces valeurs propres 
sont indépendantes du temps (mais pas les vecteurs propres correspondants !). 
Supposons qu’au temps t = 0, le spin soit dans l’état |a_) : |w(0)) = |~_(0)). 
On obtient |w(t)) dans la base |+) des états propres de o, en combinant (5.42) 
et (12.133). Exprimant |+) en fonction de |w+(t)) 


I+) = cos Sj (9) + sin É y- (0) 


rae HE (12.137) 
|=) = sin se #0 J (t)) — cos 5 e™™®® lp- (6) 
on écrit |y(t)) en fonction de |+ (t)) grâce à (5.42) 
c02) = AS sin DE sind lys (D) 
+ cos St + 4 (w cos 0 — W) sin Z |p_(t)) (12.138) 


avec Q = yw? + 62. Lorsque w/Q ~ 1, le spin oscillel{ entre les états | (t)) 
et |w_(t)), mais lorsque w/Q < 1, la probabilité de le trouver dans l’état 
|+(t)) est x (w/Q)?. Ceci donne un exemple du théorème adiabatique, exa- 
miné dans la sous-section suivante : si le hamiltonien varie lentement en fonc- 
tion du temps, le spin reste dans l’état propre instantané |w_(t)) de H(t). 
En d’autres termes, le spin suit adiabatiquement le mouvement du champ 
B : le vecteur de Bloch reste orienté en permanence dans la direction —ñ 
antiparalléle a B. 

Examinons de plus près le cas intéressant w < Q, qui corrrespond à une 
précession de Larmor trés rapide par rapport au temps caractéristique d’évo- 
lution de B , en écrivant 


Q = 4/w? + 82 = VO? + w? — Qu cosh ~ DW — wos 


14. Il faut éviter toute confusion avec la situation de la section 5.2 : dans cette section, 
nous nous intéressions aux oscillations (de Rabi) entre les états |+) et |—), alors que nous 
étudions ici les oscillations entre les états |w+(t)) et |Y- (t)). 
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Dans ces conditions, 
l(t) ~ e7i9t/2 gta ij (t)) L eit /2 geste). (t)) (12.139) 


Le facteur exp(—iwt/2) est un facteur trivial qui correspond tout simplement 
à l’évolution temporelle régie par la valeur E_ = fiw/2 de l'énergie de |w_), 
et le second facteur de phase est exp|i7(#)], avec 


T(t) = À (1 +0088) (12.140) 


Après un tour complet, t = 27r /w, ce facteur de phase est exp(iy), où y est la 
phase de Berry 


y =7(1 + cos 8) (12.141) 


Le point remarquable est que la phase y ne dépend pas de w, pourvu que la 
condition de validité de ’approximation adiabatique, w/Q < 1, soit satisfaite. 
Pour cette raison, la phase de Berry est aussi appelée phase géométrique. On 
peut généraliser ce résultat et montrer que (12.141) reste valable même si w 
dépend du temps, pourvu que w/w? < 1, c’est-à-dire si w(t) ne varie pas trop 
vite. Cependant, on ne peut plus écrire dans ce cas de solution exacte, car 
le hamiltonien H (12.132) dépend alors du temps par l'intermédiaire de 6(t). 
Une autre observation est que y dans (12.141) est le demi-angle solide sous 
lequel est vu le circuit tracé par l'extrémité de B : voir l'exercice 12.7.11. 
Aharonov et Anandan (Anandan [1992]) ont donné une interprétation in- 
trinsèque de cet effet : au lieu de relier la phase de Berry au fait que le spin 
suit adiabatiquement le champ, ils interprètent cette phase comme provenant 
du transport parallèle du vecteur d’état de spin le long d’un trajet tracé sur 
la sphère de Poincaré-Bloch, c’est-à-dire dans l’espace de Hilbert projectif du 
spin. Ce transport parallèle définit une connexion, et la phase de Berry est 
reliée à l'intégrale de cette connexion le long du trajet fermé (contour) suivi 
par l'extrémité du vecteur de Bloch. Cette intégrale est donnée par la moitié 
de l’aire sur la sphère limitée par le contour, ou, ce qui revient au même, par 
la moitié de l’angle solide d’où le contour est vu depuis l’origine. Dans cette 
interpétation, il n’est pas nécessaire de faire appel à l’adiabadicité. 


12.6.2 Théorème adiabatique 


Nous allons généraliser les résultats de la sous-section précédente en mon- 
trant d’abord le théorème adiabatique. Soit un hamiltonien dépendant du 
temps H(t), ou plus précisément un hamiltonien fonction de paramètres R;(t) 
dépendant du temps, notés collectivement R(t). Nous allons montrer que si 
l’évolution temporelle de R(t) est suffisamment lente, et si le système est ini- 
tialement dans l’état propre |~m(t = 0)) de H(t = 0) 


A(t = 0)|om(t = 0)) = Em(t = 0) [pm (t = 0)) (12.142) 
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alors, il se trouve au temps t dans l’état |ym(t)) vecteur propre instantané de 
H(t) 

ET (t)|Pm(t)) = Em (t)|\Pm (t)) (12.143) 
qui se déduit contintiment de |Ym(t = 0)). Afin de simplifier la démonstration, 
nous supposons que le spectre de H(t) est discret et non dégénéré, de sorte 
que l’ensemble {|pm(t))} forme une base de l’espace de Hilbert des états, 
et qu'il wy a aucun croisement de niveaux quand t varie!. Les fréquences 
caractéristiques sont les fréquences de Bohr wym(t) = [Ex(t) — Em(t)]/h, et 
ces fréquences ne sont jamais nulles d’aprés nos hypothéses : elles sont toutes 
plus grandes que win. Si le temps caractéristique d’évolution de R(t) est tear, 
nous verrons que la condition de validité du théoréme adiabatique est 


R 
boar ~ R K Wmin (12.144) 


Dans le § 12.6.1, R/R = w et wmin = &. Les solutions |y(t)) de l'équation de 
Schrédinger dépendant du temps (8.55) vérifient 


aad 
ih lel) = Hle) (12.145) 
et nous pouvons décomposer |y(t)) dans la base {yp (t)) } 


let) = D en(t) exp[-ian (t)] lon (t) (12.146) 


Le facteur de phase exp[—ia,,(t)] est appelé facteur de phase dynamique : il gé- 
néralise le facteur exp[—-iE,t/h] du cas indépendant du temps et exp(—iwt/2) 
du § 12.6.1 


1 t 
aie =| E, (t) at! (12.147) 
0 
La substitution de (12.146)-(12.147) dans l’équation de Schrédinger (12.145), 
jointe à (12.143), conduit à 


Y (én exp[ian] lnl) + en expl-ian] lé (#))) = 0 


n 


Multiplions cette équation à gauche par le bra (y,(t)|; compte tenu de 
(yx (t)|\Gn(t)) = nk, nous obtenons 


Ch = — 5 Cn exp[—i(an — @y)] (prlýn) (12.148) 


Utilisons ensuite la dérivée par rapport au temps de (12.143) 


H|pn) + H|ýn) = En|Pn) + En|Pn) 


15. Voir Messiah [1959], chapitre XVII, pour une discussion générale des conditions de 
validité du théoréme adiabatique. 
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soit 
(pen) (En — Ex) = (prl F lpn) 


pour en déduire un résultat exact donnant ¢, sous la forme 


tk = —ce (paler) + X cn exp[—ilan — ar)] FE 
k— En 


Nous supposons maintenant que le système est au temps t = 0 dans l’état 


|Ym(t = 0)). Si ’approximation adiabatique est valable, nous devons avoir 
lem(t)| = 1 et |cn(t)| & 1 pour n 4 m. De (12.149), on déduit alors (k 4 m) 


(ex (IA (E) em (t)) (12.150) 
Wkm(t) 


Afin d'étudier la limite à grand temps de c4(t), nous posons t = sT,0<s < 1, 
ce qui permet de transformer (12.150) en 


< cr(s) = F(s) exp [ir [ ds’ 70] = F(s)exp [iTQm(s)] (12.151) 
o" em(s) (eulEE(s)Ien) ee 
“he  Wem(s) — OQkm(s) = f ds Wkm (S ) 


Intégrons l’équation différentielle (12.151) avec la condition initiale c(0) = 0, 
kAm 


F(s)= 


ck(s) = in ds’ F(s’) exp [iT Qum(s’)] (12.152) 


Compte tenu de la condition de non croisement des niveaux, Qgm(s) est une 
fonction monotone de s et la phase dans (12.152) n’est jamais stationnaire. 
Comme F(s) est une fonction continue, l'intégrale tend vers zéro pour T — oo. 
Pour le voir explicitement, intégrons (12.152) par parties 


1 | F(s') - f "a liT Mm (s’)] L (22) 


E iT Wkm(s’) 
Comme d[F(s)/wym(s)] est une fonction continue de s, le terme en facteur de 
1/iT reste fini pour T — oo et c,(s) tend vers zéro comme 1/T. 

Pour évaluer les corrections à l’approximation adiabatique, on calcule 
perturbativement la probabilité pour que le système passe de l’état initial 
\~m) à un autre état |px). La probabilité de transition est donnée par (exer- 
cice 12.7.10) 


cls) 


t 2 
Pm—k (t) = | | Akm (t’) elim (#7) dt’ (12.153) 
0 


rm (t) = (Pr (t) mt) (12.154) 
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Akm (t) est une quantité caractéristique de la “vitesse de rotation” des vecteurs 
propres de H(t) dans l’espace de Hilbert : c’est la composante suivant |x (t)) 
de la vitesse du vecteur [ym(t)). Cette vitesse est de l’ordre de R/R et nous 
en déduisons l'estimation 


Pm lt) ~ (5) L (12.155) 


12.6.3 La phase géométrique 


Si approximation adiabatique est valable, l’équation (12.148) se réduit à 
une équation différentielle pour cm (t) 


Ċm(t) = —Cm(t) (PmlPm) (12.156) 


Il est facile de montrer que (@wm|@m) est un nombre imaginaire pur : en effet, 
de (PmlPm) = 1 on tire 


0 = (PmlPm) + (Pml@m) = (Ym|Pm)* + (PmlPm) (12.157) 


et on peut poser, avec 4A(t) réel 


Ym (t) = i Pm(R(E)) [Pm (R(E))) = =m (pm(R(E))|Pm(R@))) (12.158) 


où nous avons fait intervenir de façon explicite les paramètres R(t) ; Ym(t) est 
à l’origine de la phase de Berry!®, et nous allons montrer que cette phase ne 
peut pas être éliminée par une redéfinition |~m) — exp(ixv)|~m) du vecteur 
d’état.1”. Le vecteur d'état au temps t s'écrit alors 


cfm e-em |, (R(E))) (12.159) 


A première vue, cette équation est surprenante, car la phase de |p,(R(t))) 
est a priori arbitraire, et en extraire le facteur exp(iy,,(t) ne semble pas phy- 
siquement pertinent. Cependant, nous allons voir que cette phase donne lieu 
à des effets physiques si on fait varier les paramètres le long d’un contour 


16. Cette phase n’est pas prise en compte par Messiah [1959] : en effet l'équation 
XVII(113’) de cette référence implique (@m|ÿm) = 0, voir l'exercice 12.7.10. 
17. Dans le cas particulier étudié au § 12.6.1, on déduit immédiatement de (12.136) 


: iw 
(wpb) = -ŽC 40056) 
et plus généralement, pour $(t) quelconque 
id 


(|b) = £A + 0050) 


ce qui redonne bien (12.140). 
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fermé C dans l’espace des paramètres. En premier lieu, nous pouvons récrire 
(12.158) sous la forme 


dR 


Fm(t) = (om (R(E)IV Rom (R(E)) RW) = Am(t) + (12.160) 
où Vp est le gradient dans l’espace des paramètres et (12.160) définit le vec- 
teur A,,. Pour fixer les idées, on peut prendre le cas particulier où R(t) est 
un vecteur R(t) de R3 : le gradient est alors le gradient ordinaire V. Si R(t) 


décrit un contour fermé C, R(T) = R(0), la variation de la phase sera 


Cette phase est la phase géométrique, ou phase de Berry : elle dépend seule- 
ment du contour C, c’est-à-dire du chemin suivi dans l’espace des paramètres, 
et non de la vitesse à laquelle il est parcouru. Elle est aussi indépendante du 
choix de phase fait pour |y,,). Pour le voir, limitons-nous au cas où R est un 
vecteur À de R3; d’après le théorème de Stokes!8, avec Vp = V 


Pen Son (D) a= ff [Eten (Sen (a 


=f (V x Am) -dS (12.162) 
S(C) 


où S(C) est une surface s’appuyant sur le contour C. Si l’on effectue un 
changement de phase sur [w(R)) 


lpm (B)) > XP [om (R)) 


alors 7 7 
(Pm|V Ym) > (Ym|Vem) + iVx 


Comme V x (Vx) = 0, la phase y ne contribue pas au résultat (12.161). 
L’exercice 12.7.11 montre comment retrouver le résultat particulier (12.141) 
à partir du cas général (12.161). 

Il existe une relation remarquable entre la phase de Berry et celle de l'effet 
A-B. Considérons la situation où une particule chargée de charge q est confinée 
dans une boîte centrée en À, qui ne rencontre pas le solénoïde (figure 12.9). 
On montre alors (exercice 12.7.12) que si l’on fait faire à la boîte de façon 
adiabatique un tour complet autour du solénoïde, la fonction d’onde acquiert 
une phase —q®/h, où ® est le flux du champ magnétique à travers le circuit 
effectué par la boîte. La phase de l'effet A-B est donc retrouvée comme une 

18. Dans le cas général, on utilise la version du théoréme de Stokes montrée en géométrie 


différentielle. Le gradient est remplacé par une 1-forme, le rotationnel par la différentielle 
extérieure, et la phase s’écrit comme le flux d’une 2-forme. 
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solénoide 


Fic. 12.9 — Phase de Berry et effet A-B : rotation d’une particule chargée autour 
d’un solénoïde très fin. 


phase géométrique. Comme nous l’avons vu sur l’exemple du spin 1/2, la phase 
géométrique peut être interprétée comme l’analogue du transport parallèle 
d’un vecteur en géométrie différentielle. Ici le vecteur transporté parallèlement 
est le vecteur d'état ; le potentiel vecteur joue le rôle de la connexion et le 
champ celui de la courbure (voir par exemple Le Bellac [1988], chapitre 13). 
L'intégrale de contour de la connexion (potentiel vecteur) donne le flux du 
champ magnétique (courbure). 


12.7 Exercices 


12.7.1 Formule de Trotter 
1. En effectuant un développement de Taylor à l’ordre £? inclus, montrer 
que 
e (€/2)A €B e(€/2)A = e£(4+B) ee O(e?) 


2. Soit A et B, deux opérateurs bornés. On se propose de montrer la 
formule de Trotter 


Suggestions : montrer d’abord Videntité 
Cc” — D" =(C — DD"? + C(C =DD +:.4 CC - D) 
et en déduire pour deux opérateurs bornés ČC et D 
IC" — D” < n(este)"|C — DI 
Pour terminer, faire lidentification 


C — e(AtB)/n De /reB/n 
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-o 


12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité 


et montrer 
n 
lear? _ (e4/" eB/n) | 


1. Introduisons par analogie avec (12.50) la fonction (T > 7’) 


F(2,7637;7 jZa,Ta) = (gle ETA re Here re, à 
= (le ER Xu(r)Xa(r')e E/P ta) 


où Xy(7) est défini par (12.42). En introduisant une double somme sur les 
états propres |n) de H, H|n) = E,,|n), montrer que 


lim lim F = £o(#v) pg (£a) (O|X eo A(r-1')/h x19) 
Ta ——00 Tp +00 
où |0) est l’état fondamental de H, H|0) = 0, on a choisi Eo = 0 et po(x) est 
la fonction d’onde de cet état fondamental. 
2. En s'inspirant du § 12.2.3, montrer que la valeur moyenne dans l’état 
fondamental du produit ordonné dans le temps (euclidien) de Xy(T) et Xx(r’) 


est 
Fax. Th: le a Ta 
OIT(Xa(r)Xu(r))0) = lim lim Et HTT Bay Ta) 


Ta——00 Te >+  F(xp,Tb[Ta, Ta) 
Écrire ce résultat sous la forme d’une intégrale de chemin. Soit 
(OT(Xa(r)Xn(r))l0)e 
la partie connexe de la valeur moyenne 
OIT (Xa(r)Xn(r))0)e = (OT (XH(r)Xa(r))10) — (0| Xn (7)10) (0| Xn (7)|0) 
Montrer que 


(OJT (Xu(7)Xu(1!))|0)e = D KOX |n) [277 
nZ£0 


Quel est le terme dominant quand |r — 7/| — co? 

3. Considérons maintenant «(7) comme un champ aléatoire classique, où 
T varie de —oo à +00. Par définition, la fonction de corrélation (x(r)x(r’)) 
est donnée par 


Cre) =F [Peze E [ Gr (E sve) dr 


Z= [ee si ET (zr (2) 4 viet) ar 
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On définit la fonction de corrélation connexe (x(r)x(r'))< par analogie avec 
la question 2 et la longueur de corrrélation € par 


{x(r}x(r'))e x elt l/s 


lorsque |r — r’| — oo. Montrer que la longueur de corrrélation € est reliée à 
Vénergie E1(= E1 — Eo) du premier état excité. 


i 


12.7.3 Fonctionnelle génératrice 
Prendre la premiére, puis la seconde dérivée fonctionnelle de (12.55) 


ô 8? 


JE) dj(t)dj(t') 
et vérifier (12.56). 


12.7.4 Propagateur de Feynman et propagateur 
euclidien 


1. Vérifier qu’une solution particuliére de (12.62) est 


Oe 


~ 2w 


(a(t) ev iwt 4 6(—t) ei] 
Cette solution particulière est appelée propagateur de Feynman. La solution 
générale de (12.62) s'obtient en ajoutant la solution générale (dépendant de 


deux constantes arbitraires) de l’équation homogène associée à (12.62). 
2. La transformée de Fourier de (12.62) s’écrit 


(k3 — w?)D(ko) =i 


+ dk —ikot 
: 0 € 
D(ko) =i — = 
(ko) / 27 kè —w? 
L’ambiguité de la fonction de Green se reflète dans l’apparition de pôles à 
ko = +w, ce qui fait que l'intégrale n’est pas définie. Montrer que si l’on traite 
les pôles en utilisant la prescription w? — w? — in,n — 0+, alors on trouve 


que le propagateur Dr(t) de la question 1 est précisément 


+00 dko ea ikot 
Dr(t) =i — = 
F(t) if Qn k2 —w? +in 


soit 


— OO 


— OO 


3. Montrer que si l’on passe au problème euclidien, alors la fonction de Green 
D(T) est donnée par 


(a to) Deen) = 40 
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dont la solution est 


1 
DT) = se +Ae*T+Be “7 


12.7.5 Equation de Schrédinger et intégrale de chemin 


On se propose de montrer que la fonction Kg(x,T|xo, To) définie par 
l'intégrale de chemin (12.37) (A = 1 pour simplifier les équations) 


Ke(z, rlto, 70) = an Dax(r) exp - f É m ar + vec) arl 


obéit à l'équation de Schrödinger en temps euclidien (12.38). On part de 
l’équation de Chapman-Kolmogorov (12.28) 


Kpg(x,T +Elto, To) = fæ Kg(x,r +elx',r)Kg(x',7|x0, 70) 


où Kp(x,T +e|x’,7) est donné pour € — 0 par 


1/2 
Kg(x,Tr+elx',T) = (=) exp Se — x)? — eV (x) 


On posera u = x’ — x. Montrer que l'intégrale sur u (ou x’) est dominée par la 
région u? S e. Montrer que l’on doit développer l’intégrand jusqu’à l’ordre £? 
inclus et que l’on peut remplacer exp[—-eV (x + u)] par 1 — eV (x). En déduire 
e€ 8 


K£(x,T +€|X0, To) = (1 = EV (x) + Zm a K£(x,T|to, 70) 


et écrire l’équation aux dérivées partielles vérifiée par Kg. 


12.7.6 Calcul de la fonctionnelles génératrice pour 
l’oscillateur harmonique 


On se propose de démontrer l'équation (12.63). Afin de simplifier les for- 
mules, on posera À = m = 1. On montrera dans un premier temps la version 
euclidienne de (12.63). Il suffira ensuite d’effectuer un prolongement analy- 
tique. L'expression à évaluer est 


X(T) )=£p Tb 
Ze mice ra) | Dax(r) exp -/ dr (Frie) | 


T(Ta)=Ta 
«(Th)=2p 
= i Du(T) exp[—S'z (2p, Tb; TaTa; J)| 
Et, )=fe 


où Sp est l’action euclidienne nous allons écrire la trajectoire x(r) sous la 
forme 


z(T) = y(r) + h(r) 
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où y(T) est une solution des équations du mouvement avec source (j Æ 0) 
—ÿ + wy = j 


obéissant à y(Ta) = Ta, Y(T) = £p et h(T) une solution des équations du 
mouvement libre (j = 0) vérifiant h(7.) = A(T) = 0. 
1. Montrer que 


Y(T) = yo(r + f a G(T, T )j(r dr 


où Yo(r) est solution des équations du mouvement libre vérifiant yo(Ta) = Za, 
yo(T) = Xp, et la fonction de Green G(r, 7’) est 


G(r, 7’) = O(r — r'ju(r)u(r') + O(7' — rhu(rju(r') 


Les fonctions u et v sont les solutions suivantes des équations du mouvement 
libre 
u(r) = Asinhw(t} — T) u(r) = X sinhw(T — Ta) 


Montrer que l’on doit choisir 


1 
AN = — T'= To — Ta 
w sinh wT Ha 


Suggestion : montrer que 


2. Calculer l’action euclidienne Sp et la mettre sous la forme 


= 5 f ariwo) + Sp, 


(Lb, Th; LaTai J) + Sh 


1 
Seti, Th, aTa ]) = = zY 
= Sp 


On pourra remarquer que Sg[y + h] = Sly] + Selh] : pourquoi? 
3. Évaluer Sp (xp, Th; TaTa; j) 


S'p(@b, To; TaTai J) = (x2 + x) coshwT — 2x29] 


2 Sah wT [ 


Ta Le . 
— ser / sinfw(r, —T)|j(r)dr 


Xb 
sinh wT 


— ! j — 
cr | [orio (7 — 7’) sinh[w(Ts — T )] 


x sinh[w(T" — Ta lj (T’) 


k sinh{w(r — Ta)|j(7)dr 
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4. Il existe plusieurs méthodes pour évaluer la contribution de Sp à lin- 
tégrale de chemin (Ta = 0,7) = T) 


La méthode la plus directe, et sans doute la plus instructive (mais non la 
plus rapide), consiste à revenir à la définition de l’intégrale de chemin en la 
discrétisant. On divise l’intervalle [0,7] en n intervalles de longueur € = T/n, 


et 
1 n/2 n—-1 1 n—1l 
I = lim (=) JE dh; exp T3 5 hiAijhj 


e—0 = 
i,j=1 


où A est une matrice (n — 1) x (n — 1) de la forme 


1 —a 0 ...0 
—a 1 —a 
a=2(1- Feu) 0 —a 1 —a 
et 
Oiii —a 1 


avec 


En déduire 


1 n/2 (re 
2re (det A)72 


Pour calculer det À, on remarque que le déterminant D, de la matrice n x n 
vérifie la relation de récurrence 


2 
Dh = Da-i —a Dh-2 


Montrer (ou vérifier) que la solution de cette relation de récurrence est 


n+1 . ntl 
= —— cos" T1 9 — sin” tt 0 
"cos @ — sind [ | 


avec a = sin? 0 cos? 0, 0 < 7/4. En déduire le résultat final pour I 


i W 1/2 
E p nr) 


5. On s'intéresse au cas où la source j(7) est non nulle uniquement dans 
un intervalle [0,7]. On part de la forme opératorielle de Z(5) 


Z(j) = (aile FD U;(T, 0) e% za) 
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où U; est l’opérateur d’évolution en temps euclidien qui vérifie 


dU; (T, Ta) 


dr = —HU;(r, Ta) ITU ate) U; (Ta; Ta) =I 


On prend la limite Ta — —00,7, — oo. Montrer que cette limite est contrôlée 
uniquement par l’état fondamental |0) de H, que l’on prendra d’énergie nulle : 
Eo = 0. En déduire que la valeur moyenne sur l’état fondamental (en général 
appelée valeur moyenne sur le vide) de U; est 


lim lim (0|U;(7», Ta)|0) = Z(j) | dred polza) Yo (La) 


Ta — — 00 Ty +00 


où wo(x) = (x|0) est la fonction d’onde de l’état fondamental de l’oscillateur 


harmonique 
w\1/4 1 
po(x) = (=) exp pur] 


Effectuer l'intégration sur £a et x, et montrer que 


lim lim (O[U;(7%,Ta)|0) = exp [5 f'arar inpetr — r/)j(r!) 


Ta —+—00 Th +00 


est le propagateur euclidien 

6. Effectuer le prolongement analytique T — it pour obtenir les résultats 
en temps réel, en particulier (12.63). Montrer que le prolongement du résultat 
de la question 5 devient 


lim lim (0|U; (tp, ta)|0) = exp [5 var Det tit) 


La ——00 ta —+00 


où Dp est le propagateur de Feynman (exercice 12.7.4). En fait, il est né- 
cessaire de donner une partie imaginaire? à t : ta = |talexp[i(a — 0)], 
ty = |tp| exp[—id], avec 0 < 0 < 7/2. Les résultats de cet exercice sont d’une 
importance fondamentale en théorie quantique des champs. 


12.7.7 Formules de raccordement pour K < 0 


On suppose que la région x > 0 au voisinage du point de rebroussement à 
x = 0 est la région interdite classiquement 


E-V(«)=-|K\« 


19. Voir par exemple Parisi [1989], chapitre 13. 
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La fonction d’onde BKW s’écrit dans la région x < 0 comme 


wae a (a a -i | ET du Järpen i | u du) 


et dans la région x > 0 


re = G ap TEJ joe |- f saul) 


Montrer que si Cg = 0 (voir (12.93)), on peut obtenir les relations 


A; = Bə eit/4 Ag = Bə gr 


En déduire (12.95). 


12.7.8 Propriétés de la distribution de Wigner 
1. Démontrer l’inégalité suivante pour deux opérateurs statistiques p et p’ 
0 < Tr(pp') <1 


Suggestion : écrire 
p= 5 Prlin) (in| p= 5 Palan)(an| 
n n 


Montrer que cette égalité est saturée si et seulement si p = p’ = |p} (p| (cas 
pur). 
2. Déduire la relation (12.121) de Vinégalité précédente. En prenant 


p = |p) lel p = lY) (plo) =0 


montrer que w doit nécessairement prendre des valeurs négatives. Enfin, en 
prenant p = p' = |y)(y|, déduire (12.125). 


12.7.9 Évolution temporelle de la distribution 
de Wigner 


On part de l'équation d’évolution (11.33) dont on déduit celle des éléments 
de matrice (pļølp’) (ou (xlplx')) de p 


2 (plolp') = + (pile, mi’) 


L’équation d’évolution de w(x, p; t) s'obtient à partir de (12.117) avec p > 
p+ z/2, p + p—z/2. 
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1. Terme d’énergie cinétique. Soit H = K + V, la décomposition de H en 
énergie cinétique K et énergie potentielle V. Montrer que la contribution de 
K à l’évolution de w est 


ð p o 
z D| =—-H — | 
avtpt), = uw(x, pt) 

2. Terme d'énergie potentielle. On se sert cette fois de la représentation 
(12.116) de w, en partant de (x|p|x’) avec x > «+ y/2, x’ — x—y/2. Montrer 
que la contribution de V à l’évolution de w est le deuxième terme de (12.122). 
En utilisant un développement de Taylor, montrer 


a 1 AN" d'V(x) ar 
5ue,pit)| = 5 (=) dat ape PE) 


nimpair 


Cette équation semble conduire à un développement en puissances de fi, mais 
c’est une illusion, sauf cas particulier : il est clair sur (12.129) que 0/0p in- 
troduit des puissances de 1/ñ. 


12.7.10 Probabilités de transition à l’approximation 
adiabatique 


1. Suivant Messiah [1959], chapitre XVII, on définit l’opérateur unitaire 
A(t) permettant de “passer aux axes tournants”, c’est-à-dire de suivre les vec- 
teurs propres de H(t) que l’on suppose non dégénérés, par 


ly) = A(t)lp,(0)) 


où |,(0)) et |w;(t)) sont vecteurs propres de H(0) et H(t) (cf. (12.142) et 
(12.143)). On pose À = 1 pour simplifier les notations. L'opérateur hermitien 
K(t) est défini par l’évolution de A(t) 


Les opérateurs A(t) et K(t) ne sont pas uniques. Montrer qu’un choix possible 


est 
| dP; . dP; 
KA=) EP = POT 
j | j 


où P;(t) est le projecteur sur |y;(t)) 
PiE) = ONH = AOP (0) ATE) 


Suggestion : montrer que 
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2. On introduit lopérateur unitaire ®(t) par 
aa) =e P;(0) 
j 
où a,(t) est défini en (12.147). On note que ®(t) obéit à 


= HM WE) HVA = SE, (DP;(0) 


A l'approximation adiabatique, l'opérateur d'évolution est U,(t,0) = 
A(t)®(t), car 
Ua(t, 0)|p;(0)) = e' |p; (€)) 


Pour étudier les déviations à l’approximation adiabatique, on écrit 


Expliquer pourquoi U (t,0) est l’opérateur d’évolution dans les axes tournants. 
Montrer que 


du P 
n =WU W = -ọt AK AÐ 


3. Au premier ordre en théorie des perturbations, on peut écrire 
: t 
U(t,0) = r-i f W(t')dt' 
0 


Si on part au temps t = 0 de l’état |pm(0)), la probabilité de transition m — k 
est donnée au temps t par 


Pme lt) = Hor HU (t, 0) lm (0)? 


En déduire 


Pmr lt) © [yx (0)|F E Pm (0)) |? 


F(t)= | D(A E)K EAE) dt! 
0 


d’où 
y : / Í 2 
Pole | f EE a antea 
0 


ce qui montre (12.153). 
4. Montrer que les résultats de la question 1 impliquent 


dP 


lm (t)) = dt lYm(t)) 
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Suggestion : examiner d(Pm|pm(t)))/dt et utiliser |ym(t)) = A(t)|y(0)). En 


déduire 
Pm (t)|Pm (t)) =0 


et donc (Ym|Ym) = 0. Le choix de phase implicite fait dans la question 1 
interdit d’obtenir la phase de Berry. 
5. Construire l’opérateur K dans le cas étudié au § 12.6.1 et montrer que 


où À est le vecteur unitaire d’angles polaires (0, d(t)). Vérifier que l’on a bien 
{b_|#_) = 0 pour t infinitésimal, contrairement au traitement donné dans le 
§ 12.6.1. 


12.7.11 Spin 1/2 dans un champ magnétique : 
relation avec l’étude générale 


1. L’équation (12.160) définit un vecteur A,,, dans l’espace des paramètres. 
Afin de simplifier les notations, on suppose que VR a les propriétés d’un 
gradient dans R°. En introduisant un système complet d'états >, (Yn) (Yn| = 
I, montrer que 


(V x Am )i = —Im 5 X eijk (0; Pm|Pn) (Pn|Ok Pm) 


jk n 


2. En partant de H(R)|y,(R)) = En(R)lpn(R)), déduire 


(Pml Hen) (En |OnH|Pm 
x ne mn (55 net) 


3. On revient à l’exemple du § 12.6.1 où le hamiltonien est 
Les 
H= =5 JAB- 


Le paramètre est B et ô; est la dérivée par rapport à B;. Montrer que (Vx Am) 
se met sous la forme 


J [sow x Am) dS = -59 


où Q est l'angle solide sous lequel le contour C est vu depuis l’origine. 


et que 
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12.7.12 Phase de Berry et effet Aharonov-Bohm 


1. Considérons une particule chargée de charge q confinée dans une boite 
centrée en À qui ne rencontre pas le solénoide (figure 12.9). En l’absence de 
tout champ magnétique (pas de courant dans le solénoide), la fonction d’onde 
de la particule est Y (7 — À). On suppose maintenant que le courant passe 
dans le solénoïde ; le champ magnétique reste nul à l’intérieur de la boîte. Bien 
que B = 0, on doit cependant choisir À # 0. Montrer que la fonction d’onde 


devient 
D, (F À) = so (if fr Ar e) ent À) 


2. On fait décrire à la boîte de façon adiabatique un tour complet autour 
du solénoïde. Montrer que dans les notations de (12.160) 


Am(R,t) = (Un (Fi À) IV 3 Dm (Fi À) 
et calculer Am 
d HA: tie. Bee — 
Am = = A(R) + ifar Ent — À) VRPm(T- R) 
3. Montrer que si l’on fait un tour complet autour du solénoïde 


oe ® 
$ Aad = -Z 
A ñ 


où ® est le flux du champ magnétique à travers le contour C. 
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de Hillery et al. [1984]. Les articles essentiels sur les phases géométriques sont 
rassemblés dans Shapere et Wilczek [1989]. 


Chapitre 13 


Théorie de la diffusion 


Jusqu’a présent, nous avons étudié principalement les états liés, et les états 
de diffusion n’ont été examinés que dans le cas à une dimension (§ 8.3.4). 
Cependant, des informations essentielles sur les interactions entre particules, 
atomes, molécules, etc., ainsi que sur la structure des objets composés, peuvent 
étre obtenues par des expériences de diffusion! (ou de collision). Les états liés 
ne donnent que des informations partielles sur ces interactions — et parfois 
ils n’existent méme pas —, tandis qu’il est pratiquement toujours possible 
de réaliser des expériences de collision. Dans un premier temps, nous allons 
examiner la diffusion par un potentiel, qui permet de décrire les collisions 
élastiques de deux particules incidentes de masses mı et mə. En effet, en 
se placant dans le référentiel du centre de masse”, on se raméne au cas d’une 
particule de masse m = (mim2)/(m:1+m2) dans un potentiel (exercice 7.5.6). 
Nous généraliserons ensuite le formalisme aux collisions inélastiques. 

Les sections 13.1 et 13.2 développent le formalisme élémentaire de la théo- 
rie de la diffusion élastique, en mettant l’accent sur la limite de basse énergie, 
qui joue un rôle très important en pratique. La section 13.3 généralise le for- 
malisme au cas inélastique, ou plus exactement décrit la répercussion des voies 
inélastiques sur la diffusion élastique. La section 13.4 est consacrée à des dé- 
veloppements plus formels et la section 13.5 traite de approche opératorielle 
de la diffusion. 


1. La terminologie française prête à confusion : diffusion a deux significations, soit col- 
lision d’une particule sur une autre, soit mouvement régi par une équation de diffusion, 
souvent relié à une marche aléatoire. Cette ambiguïté n’existe pas en anglais : collision est 
traduit par “scattering” et diffusion par “diffusion”. 

2. Dans les anneaux de collision comme le LHC (Large Hadron Collider), anneau de 
collision proton-proton mis en service au CERN en 2009, le référentiel du centre de masse 
est identique à celui du laboratoire. 
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13.1 Section efficace et amplitude de diffusion 


13.1.1 Sections efficaces différentielle et totale 


détecteur 


k 


i . Zz 
faisceau cible 


Fic. 13.1 — Schéma d’une expérience de diffusion. 


Le schéma d’une expérience de diffusion est donné sur la figure 13.1. Un 
faisceau de particules de masse m et d’impulsion bien définie dirigée suivant 
l’axe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse m2. Pour 
simplifier la discussion, on supposera mı < mg, et on négligera le recul de 
la cible dans la collision. Dans le cas général, il faut passer du référentiel du 
laboratoire au référentiel du centre de masse par une transformation cinéma- 
tique simple (exercice 7.5.6). Une fraction des particules incidentes est déviée 
par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision sont en- 
registrées par des détecteurs placés dans une direction d’angles polaires (0, 6), 
appelés angles de diffusion, notés collectivement Q. Soit AS la surface d’un 
détecteur placé à une distance r de la cible. Ce détecteur est vu de la cible 
sous un angle solide AQ ~ AS/r?. On suppose que la densité ne de particules 
cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples puissent être 
négligées. Dans ces conditions, le nombre AN (Q) de particules ayant subi une 
collision et enregistrées par le détecteur est proportionnel, par unité de temps 
et par unité de volume de la cible, 

e au flux F de particules incidentes, c’est-à-dire au nombre de particules 

traversant une surface unité perpendiculaire à Oz par unité de temps : 
F = niv, où n; est la densité de particules incidentes et v leur vitesse ; 

e à la densité ne de particules cibles ; 

e pour AQ suffisamment petit, à l’angle solide AQ sous lequel est vu le 
détecteur depuis la cible (figure 13.1). Par la suite, nous supposerons 
cet angle solide infinitésimal : AQ — dQ. 

Nous avons donc 


do 
0) = es dQ 13.1 
dW(Q) = Fn qa (13.1) 
Le facteur de proportionnalité, do/dQ, est appelé section efficace différentielle 
de diffusion, ou section efficace différentielle de collision. L’analyse dimen- 


sionnelle montre que da/dQ a les dimensions d’une surface et se mesure en 
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m?/stéradian. En intégrant sur Q, on obtient la section efficace totale Crot 


Otot = fa Z (13.2) 
Le produit Fneotot est égal au nombre de collisions enregistrées par seconde 
dans l'expérience pour une cible de volume unité. La section efficace totale 
est a priori une fonction de la vitesse v de la particule incidente, ou de façon 
équivalente, de son énergie. La section efficace différentielle est une fonction 
de l'énergie et des angles 0 et ¢. Lorsque le problème physique est invariant 
par rotation® autour de l’axe Oz, la section efficace différentielle ne dépend 
que de 6. 

Donnons une illustration intuitive de la notion de section efficace en exa- 
minant en mécanique classique la collision de deux boules de billard de rayons 
R1 et Rg. Supposons d’abord que les particules incidentes (ici les boules de 
billard) ont un rayon R et que les particules cibles sont ponctuelles. En une se- 
conde, une particule incidente balaie un volume 7R?v, et elle rencontre donc 
nerR?v particules cibles. Le nombre de collisions enregistrées par seconde 
dans l'expérience est ninetR?u = FnenkR?, d'où la section efficace totale 
Otot = T R?. C’est géométriquement la surface d’un disque de rayon R. Cette 
section efficace est aussi celle de la diffusion de particules ponctuelles par des 
cibles de rayon R, et dans ce cas l’origine géométrique de mR? est claire : 
c’est l’aire que présente la cible à une particule incidente. La section efficace 
totale lorsque les particules incidentes ont un rayon À, et les particules cibles 
un rayon Rə se déduit du résultat précédent : le nombre de collisions est le 
même que si les particules incidentes étaient ponctuelles et les particules cibles 
avaient un rayon (R1 + R2). La section efficace totale est donc 


Trot = T(R1 + Ro)? (13.3) 


La section efficace différentielle s'obtient aisément dans le cas de particules 
incidentes ponctuelles (figure 13.2) arrivant sur des cibles de rayon R. Le pa- 
ramètre d'impact b de la collision est la plus petite distance entre la trajectoire 
incidente en l’absence de collision et le centre de la cible. La figure 13.2 montre 
que le paramètre d'impact et l’angle de diffusion 0 sont reliés par 


0 
b = Rcos = 
cos 5 
tandis que 
>. 0 8 ihe 
do = 2rbdb = 7 R“ sin a} dé = 5 mR*d(cos 0) 


3. Cette invariance n’est pas valable, par exemple, si le potentiel n’est pas invariant par 
rotation ou si les particules cibles ont un spin polarisé suivant un axe perpendiculaire à Oz 
avec une diffusion dépendant du spin. 
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FIG. 13.2 — Collision classique d’une particule ponctuelle sur une sphère de rayon R. 


d’où la section efficace différentielle 


do 1 do 1 
PE = 2 Seep 13.4 
dQ 2x dcos 17 3:4) 


car l'intégration sur œ donne un facteur 27. Cette section efficace, appelée 
section efficace de diffusion par une sphére dure, est donc indépendante de 
langle de diffusion, ou isotrope. On vérifie que l’intégration sur Q redonne 
bien 7R?. 


13.1.2 Amplitude de diffusion 


Venons-en maintenant a la description quantique de la diffusion par un po- 
tentiel V que nous supposons a symétrie sphérique : V(r). Nous reviendrons 
à un potentiel général V(r) à partir du § 13.3.2. Nous ignorons les éventuels 
degrés de liberté de spin, sauf au § 13.2.4. La diffusion est un processus dépen- 
dant du temps : une particule incidente décrite par un paquet d’ondes y(r, t) 
part de z = —, se propage le long de l’axe Oz et rencontre le potentiel à un 
temps t ~ 0. Ce paquet d’ondes a une certaine probabilité d’être diffusé dans 
la direction 6, et le détecteur placé dans cette direction une certaine proba- 
bilité d’enregistrer la particule. La description quantique correcte ne peut se 
faire qu’en utilisant des paquets d’ondes. Toutefois, cette description est un 
peu délicate et nous allons dans un premier temps la simplifier en considé- 
rant un processus stationnaire ; nous reviendrons ultérieurement (§ 13.4.3) sur 
l’utilisation des paquets d’ondes. Nous partirons d’une onde plane incidente 
de vecteur d’onde k = (0,0, k) parallèle à Oz 


p(T) = Ae” P= IE (13.5) 
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où m est la masse des particules incidentes, Æ leur énergie et |A|? = n; leur 
densité. Le courant 7 associé à l’onde plane (13.5) est donné par (8.123) 


a Pa = a, hk r 
= (eve (Verte) = |AP= = Apa (13.6) 
mı m 


Le flux de particules incidentes F = |7| = | A|?v. L’onde plane y(F') est solution 
de l'équation de Schrödinger indépendante du temps en l’absence de potentiel 
(V(r) = 0) 

F2 27.2 


p(T) = Ev(r) (13.7) 


2m 


Lorsque V(r) #0, pour une même valeur de l'énergie E, nous montrerons au 
§ 13.4.1 qu'il existe des solutions de l’équation de Schrödinger yO (T) indicées 


par le vecteur d’onde k 


(vo) oP = m6 (13.8) 


2m 


se comportant pour r — oo comme 


(13.9) 


où f est une fonction complexe de Q — dans notre cas uniquement de 0 en 
raison de l’invariance par rotation autour de Oz —, appelée amplitude de 
diffusion et A une constante de normalisation que nous choisirons en géné- 
ral égale à 1, A = 1. Le premier terme de (13.9) est l’onde plane incidente 
exp(ik - F) = exp(ikz), et le deuxième représente une onde sphérique sortante, 
ce que nous allons montrer dans un instant. Il est essentiel de remarquer que 
ce sont les valeurs absolues k et r qui figurent dans ce deuxième terme. L’ex- 
pression (13.9) est valable pourvu que le potentiel V(r) décroisse suffisamment 
vite pour r — oo. Elle n’est pas valable pour un potentiel coulombien, dont 
la décroissance en 1/r est trop lente. Il existe aussi des solutions de l’équation 
de Schrödinger avec un terme d’onde sphérique entrante 


(jee ae e —ikr 
pOM=A (c + f(Q) ) (13.10) 


E 


solutions sur lesquelles nous reviendrons ultérieurement. 

Calculons le courant total pour la fonction d’onde asymptotique (13.9). Ce 
courant se compose du courant de l’onde plane, de celui de l’onde sphérique et 
d’un terme d’interférences. C’est ici que nous devons faire appel à un argument 
physique, car l’extension transverse de l’onde plane est en fait limitée, et non 
infinie (figure 13.3), et sauf dans la région de recouvrement du paquet d’ondes 
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Fic. 13.3 — Limitation de l’onde plane incidente. 


incident et de l’onde sphérique, le terme d’interférences s’annule*. Dans une 
direction 6 # 0, c’est-à-dire en dehors de la direction de londe incidente 
0 = 0, il est toujours possible de placer le détecteur suffisamment loin de 
la cible pour que le terme d’interférences soit négligeable, et il suffit donc 
de calculer le courant de l’onde sphérique. En utilisant Vg(r) = fg/(r), on 


obtient | 
m eikr a eikr 1 
V F(Q) | = ik? F&Q) +0| 5 
r r r 
En effet, 
Fa] oc ay et IF) x > 
rl ® ae 
et l’expression finale de 7 est 
_ |Althk ‘a 2 
J= = OQ = = IAP FQ)? > (13.11) 
m r r 


Si lon trace autour de la cible une sphère de rayon r très grand, le courant 
associé au deuxième terme de (13.9) sur la surface de cette sphère est dirigé 
suivant 7 et vers l'extérieur, et ce terme représente bien une onde sortante. Le 
courant associé à un terme en exp(—ikr)/r est dirigé vers l’intérieur et cor- 
respond au contraire à une onde sphérique entrante. Le nombre de particules 
AN (Q) enregistrées par le détecteur par unité de temps est égal à l'intégrale 
du courant sur la surface du détecteur AS ~ r? AQ 


ania) = f jas=r | j-fdn 
AS AQ 


le détecteur étant placé à une distance r de la cible, ce qui donne pour AQ 
infinitésimal 
W(Q) = |Al?v |F (9)? dO = F |F (9)? aa 


4. Ce terme d’interférences est essentiel pour comprendre le théorème optique (13.54) : 
cf. Lévy-Leblond et Balibar [1984]. 
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C’est bien sûr le comportement en 1/r du terme d’onde sphérique sortante 
qui assure que le flux dans un angle solide donné AQ est indépendant de r. 
La définition (13.1) de la section efficace différentielle permet l'identification 
pour ne = 1 

do 


= (OP (13.12) 


13.2 Ondes partielles et déphasages 


13.2.1 Développement en ondes partielles 


Nous avons exposé au § 9.4.1 une méthode de résolution de l’équation de 
Schrédinger lorsque le potentiel V(r) est à symétrie sphérique. La méthode 
utilisée consiste à développer la fonction d’onde en harmoniques sphériques 
suivant (9.77) 

ulr) 
v(r,0,¢) = X —— Y; (0,4) 


r 
l,m 


La symétrie cylindrique autour de Oz du présent probléme permet de se li- 
miter aux termes indépendants de ¢ : my = 0, et compte tenu de la propor- 
tionnalité (9.62) entre les harmonique sphériques m; = 0 et les polynômes de 
Legendre, nous pouvons nous contenter de? 


dr, 0) = 3 ulr) P; (cos 0) (13.13) 


où u(r) est solution de l'équation radiale (9.78) 


eg (+1) 


2m dr? 2mr? 


+ vin] u(r) = Eyui(r) (13.14) 


avec la condition aux limites u;(0) = 0, ou de façon plus précise suivant (9.82) 
r—0 : u(r) «rit (13.15) 


Commme les polynômes de Legendre forment une base pour les fonctions 
définies sur l’intervalle [—1,+1], on peut écrire le développement suivant de 


f(O) | 


_2+1 fh 


FO) =X APs) = |. 


l=0 


f(0)P;(cos@)dcos@ (13.16) 


Le développement (13.16) est appelé développement en ondes partielles de 
l’amplitude de diffusion. 


5. Nous avons modifié la normalisation de u(r) d’un facteur sans importance 


/47/(2l + 1) en passant d’une équation à l’autre. 
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Si V(r) tend vers zéro suffisamment vite pour r — oo, on peut négli- 
ger dans (13.14) V(r) et le terme de barrière centrifuge. Le comportement 
asymptotique de u(r) sera alors 


r—=oo : u(r) «sin(kr + ô) 


Comparons ce comportement avec celui d’une onde plane. Une onde plane 
exp(ikz) = exp(ikr cos @) est une solution à symétrie cylindrique de l'équation 
de Schrödinger lorsque V(r) = 0. On peut donc écrire pour exp(ikz) un déve- 
loppement en polynômes de Legendre du type (13.13). Les coefficients de ce 
développement sont calculés à partir de (13.16) et sont appelés fonctions de 
Bessel sphériques jilkr) 


OO 
ett? = S (21 + 1)i'ju(kr) Pi (cos 0) (13.17) 
1=0 
Les fonctions de Bessel sphériques s’expriment en fonction de sinus et de 
cosinus et on montre qu’elles sont données par 


ine) = (Ya (F a RE (a (2 D ae) (13.18) 


a dx x x dx 


Lorsque r — 0, rji(kr) x (kr)'*1, ce qui est un cas particulier du comporte- 
ment (13.15) puisque rjı(kr) est solution de l’équation de Schrödinger radiale 
avec V(r) = 0, tandis que si r — oo, on montre que? 


r— 00 : jkr) © = sin G — sin) (13.19) 
La comparaison avec le comportement de u(r) conduit à définir 
6 = à — sin 
ce qui permet d’écrire le comportement asymptotique de u(r) 
r— 00 : u(r) a sin G — sin + à) (13.20) 


Le nombre 6; est le déphasage dans l’onde partielle l, et c’est une fonction 
de k : 6,(k). Afin d'exprimer f(@) en fonction des déphasages, il suffit de 


6. Cette qualification du potentiel mériterait d’être précisée. Tous les résultats de ce 
chapitre sont valides si V(r) est de portée finie (V(r) = 0 sir > R) ou décroit à l'infini plus 
vite que tout puissance. Si V(r) décroit à l'infini comme r~“, certains des résultats ne sont 
valides que si a > ag. La discussion de ce probléme est assez technique, et nous renvoyons 
le lecteur aux ouvrages cités en référence. 

7. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Arr. 
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comparer les développements asymptotiques r — co de (13.9) et de (13.13) 
en choisissant A = 1. Compte tenu de (13.17), le développement (13.9) s'écrit 


eikr 
eikz i f(@ 


=D x ) P(cos 8) 


ikr 
Xi(r) = (21 + 1)ilji(kr) + fi 


La forme asymptotique (13.19) de jı donne 


ilji(kr) ~ [(—1) e-i" + elt] 


2ikr 
et on en déduit 


24i di. it 
X, = —1)+1¢ —ikr 1 13.21 
De K rte ++ Ale | (13.21) 


La fonction X; (r) doit être asymptotiquement égale à u;(r)/r qui vaut, d’après 


(13.20) 


u(r) oo ld (ae + eið g ihr] (13.22) 
r 2ir 
L'égalité de (13.21) et (13.22) n’est possible que si 
; 2ik 
216, —_ il 
È Tarif 


soit 


+, à +1 , 
f= (e%% -1) = - eið sin ô (13.23) 


Cette équation donne l'expression recherchée de f (0) en fonction des dépha- 
sages 


= XO (21 + le sin 6, P(cos 6) (13.24) 
l=0 


“k 


On déduit la section efficace différentielle de (13.12) et la section efficace 
totale par intégration sur les angles, en utilisant la relation d’orthogonalité 
des polynômes de Legendre déduite de (9.62) et de l’orthogonalité (9.55) des 
harmoniques sphériques. 


4 
[22 Pi(cos0) Py (cos 0) = 1 Ti J Ou 


Le résultat pour ot s'écrit 


An © ; 
Otot = 77 >X (2 + 1) sin? 6, (13.25) 


1=0 
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La fonction 
Si(k) = e715) (13.26) 


où nous avons explicité la dépendance en k, est appelée élément de matrice S 
dans londe partielle l, et joue un rôle important, que l’on peut comprendre 
en comparant les comportements (13.21) et (13.22) de l’onde sphérique libre 
ji(kr) et de la fonction d’onde en présence d’un potentiel 


julkr) x [(—-1) te vif" EA elk] 


u(r) x [(—1) ttet" a ee ikr] 


L'effet du potentiel est de multiplier la partie onde sphérique sortante par le 
facteur de phase S; = exp(2id,), Ponde entrante n’étant pas affectée, ce qui 
résulte des conditions aux limites imposées. En effet, onde plane incidente 
est composée d’une onde sphérique entrante et d’une onde sphérique sortante. 
La partie sortante est modifiée par la diffusion, car les particules sont diffusées 
par la cible et divergent à partir de celle-ci, mais ce n’est pas le cas de l’onde 
entrante qui n’est pas modifiée par l’interaction avec la cible. Nous montrerons 
au § 13.3.1 que la condition |S;| = 1 rend compte du fait que le nombre de 
particules entrantes dans une sphère de grand rayon tracée autour de la cible 
est égal à celui des particules sortantes lorsque la diffusion est élastique. 
Chaque terme de (13.25) correspond à la section efficace de diffusion dans 
Ponde partielle |. Évidemment, l'identification de la contribution de chaque 
onde partielle n’est possible que pour la section efficace totale, car les diverses 
ondes partielles interfèrent dans la section efficace différentielle. On remarque 
que la contribution à la section efficace totale de chaque onde partielle est 


bornée 
At 


+ max Ar 
= 75 l+ 1) sin? ô < oP" = gz (2+1) (13.27) 


O1 


Donnons une interprétation semi-classique de ce résultat. Classiquement, le 
moment angulaire Al et le paramètre d’impact sont reliés par | = kb et par 


conséquent 
l I+1 
_~<b< Ee 
| nn 
La section efficace classique maximale est l’aire comprise entre les cercles de 


rayons l et {+1 
1 
a< (+1) -P] = (+10 = fo" 


La section efficace classique est au maximum le quart de la section maximale 
quantique. Supposons que le potentiel ait une portée limitée : V(r) = 0 si 
r > R. Alors, d’un point de vue classique, une particule incidente ne pourra 
interagir que si son paramètre d’impact est inférieur à R : b < R, et seules 
les ondes partielles telles que 1 < kR vont contribuer. On voit que la méthode 
des déphasages sera performante si l'énergie est faible, car dans ce cas seul un 


13. Théorie de la diffusion 557 


nombre limité d'ondes partielles vont contribuer. En particulier, seule l’onde s 
(l = 0) va donner une contribution appréciable lorsque k — 0. Une version plus 
précise de cet argument consiste à remarquer que la probabilité de présence 
dans la couronne sphérique [r,r + dr] œ r?j? (kr) d’une onde sphérique libre 
est négligeable pour kr < [I(l + 1)]!/? et cette onde ne pénètre pas dans les 
régions où le potentiel est important pour les petites valeurs de k, sauf sil = 0, 
auquel cas j(kr) ocste si r — 0. On montre rigoureusement® que pour un 
potentiel de portée limitée R, le déphasage ô; se comporte comme 


61(k) x (kR}?F1 (13.28) 


lorsque k — 0, ou l — oo. 


13.2.2 Diffusion à basse énergie 


Lorsque le potentiel est de portée limitée, l’onde s sera la seule a contri- 
buer de façon appréciable à la section efficace de basse énergie, et celle-ci sera 
par conséquent isotrope. Jusqu'à la fin de cette section, nous prendrons en 
compte uniquement londe l = 0 et nous utiliserons les notations 420 = ô(k), 
Si=o(k) = S(k), fizo(k) = f(k), w=o(r) = u(r). Compte tenu du compor- 
tement (13.28) pour | = 0, 6(k) x k, on définit la longueur de diffusion a 
par 

ô(k) 


= — lim == 13.29 
i 0 k 


Le signe (—) est conventionnel et cette convention sera justifiée ci-dessous. 


Vir) 
Ona ee > 
r 
R 
=V 


FIG. 13.4 — Puits sphérique. 


Comme exemple de calcul de déphasage et de longueur de diffusion, nous 
allons traiter le cas du puits sphérique (figure 13.4) 


V(r) = -V O<r<R 
V(r) =0 r>R 


8. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre X. 
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Ce puits sphérique décrit approximativement la diffusion neutron-proton avec 
les paramétres suivants (exercices 9.7.8 et 13.5.3) 


R ~ 2 fm Vo = 26 MeV 


L’équation de Schrödinger radiale s’écrit 


(5 +5 vn) u(r) = 22 Eu(r) (13.30) 


ce qui donne 


avec k? = 2mE/h? et k? = 2m(E + Vo)/h?, d’où, en tenant compte de la 
condition u(r = 0) =0 


r>R : u(r) = Csin(kr +0) 
r<R 2 ur) =Desnk'r 


La continuité de la dérivée logarithmique de u(r) à r = R impose 


k' cot k'R = kcot(kR + ô) (13.31) 
L’équation 
cot ee + 
T=i—— 
e 2ix = 1 


permet de déterminer lélément de matrice S, S(k); après un calcul sans 
difficulté, on trouve 


k 
| = cosk' R+ ie sink’R 
S(k) = e 20) — 9 2ikR - (13.32) 
cos k’ R — iz; sin ER 


L'expression donnant S(k) est bien de module unité. Évidemment, le dépha- 
sage n’est déterminé qu’à m près : pour avoir la “vraie” valeur du déphasage, 
il faudrait faire croître le potentiel de 0 à Vo et suivre l’évolution de 6 entre 
zéro et sa valeur finale. 

Comme dans le cas unidimensionnel (cf. § 8.3.4), il existe une relation 
remarquable entre la matrice S et les états liés. Posons en effet k = ik (on 
verra dans un instant qu'il faut choisir k = ik,« > 0, et non k = —ix). La 


fonction S(k) a des pôles pour 


cosk' R+ À sink’R = 0 13.33 
k! 


13. Théorie de la diffusion 559 


mais cette équation est précisément celle qui détermine les états liés. En effet, 
la fonction d’onde d’un état lié d'énergie E = —B < 0 est donnée par 


r>R : u(r)=Ce 
r<R + u(r)= Dsink'r 


avec «k = (2mB/h?)'/?, k! = [2m(Vo + B)|!/?/ħ, et la continuité de la dérivée 
logarithmique à r = R s’écrit 


—K = k' cot k'R (13.34) 


ce qui est exactement l'équation donnant les pôles de S(k). Le résultat est 
général pour les potentiels décroissant suffisamment vite à linfini et il est 
valable pour toute onde partielle : les pôles de S;(k) pour k = ik donnent la 
position des états liés dans l’onde partielle 1. 

Il est facile de déduire la longueur de diffusion de (13.31) ; cette équation 
s'écrit aussi 


k 
tan(kR + ô) = r tan k'R 


Dans la limite k — 0, kR — 0, 6 — 0 et k’ — ko = (2mVo/h?)!/2, d'où 


k 
kR+ô(k) = = tan koR 
0 


soit 


tan koR 
a=R(1- = =) (13.35) 


Un autre cas particulier intéressant est celui de la diffusion par une sphère 
dure: V(r) =0 si r > Ret V(r) = +oo sir < R. La fonction d’onde radiale 
u(r) doit s’annuler à r = R 

r>R : u(r) =Csin(kR +56) 

r<R : u(r) =0 


et donc kR + ô = nz et pour k suffisamment petit 
ô= —kR a=R (13.36) 


Le signe (—) dans la définition (13.29) a été choisi de sorte que la longueur 
de diffusion d’une sphére dure soit +R et non —R. L’étude qualitative du 
comportement de u(r) sur la figure 13.5 montre que a > 0 pour tout potentiel 
répulsif. La situation est plus complexe pour un potentiel attractif. Lorsqu’il 
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F~ Ve) 
T ré 7 a 
a ! VE 
ae VO 
@ a>0 (b) a<0 =" (as 0 


Fic. 13.5 — Comportement de la fonction d’onde et de la longueur de diffusion 
pour différents potentiels. (a) Potentiel répulsif. (b) Potentiel attractif sans état lié. 
(c) Potentiel attractif avec un seul état lié. 


n'existe pas d'état lié, un potentiel attractif donne une longueur de diffusion 
négative. L'apparition d’un état lié change le signe de a, qui devient positif. 
Le signe change à nouveau avec l’apparition d’un second état lié, etc. Ceci 
est confirmé par (13.35) : la condition d'apparition d’un premier état lié est 
koR = 7/2 et la longueur de diffusion est négative pour 0 < koR < 7/2. 
Elle devient infinie lorsque koR = 7/2, positive lorsque koR > 7/2 et le 
reste pour 7/2 < koR < 37/2. L'apparition d’un second état lié correspond à 
koR = 37/2, et la longueur de diffusion devient à nouveau négative au-delà de 
cette valeur après être passée à nouveau par une valeur infinie. Une longueur 
de diffusion grande et positive signale la présence d’un état lié de faible énergie 
et si elle est grande et négative, elle signale la proximité de l’apparition d’un 
état lié : on dit parfois qu’il existe un état anti-lié ou virtuel. 
La section efficace de basse énergie est isotrope d’après (13.12), et la section 
efficace totale est 
Tiot = 40a? (13.37) 


Il est intéressant de remarquer que la section efficace quantique d’une sphère 
dure (a = R) est quatre fois la section efficace classique 7R?. La mesure de 
la section efficace totale ne donne que la valeur absolue de a. Or le signe de 
la longueur de diffusion est une donnée importante : par exemple, le potentiel 
effectif que nous allons définir au paragraphe suivant est attractif pour a < 0 
et répulsif pour a > 0, ce qui a des conséquences directes par exemple sur 
la possibilité de former des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux 
(section 14.4). Un autre cas important est celui de la diffusion neutron-proton 
(§ 13.2.4). 

La forme de basse énergie 6(k) ~ —ka est, en fait, le premier terme d’un 
développement du déphasage en fonction de k?. L’exercice 13.6.3 montre que 
la fonction k cot 6(k) est une fonction analytique” de k? dont on peut écrire 


9. Si V(r) décroit au moins aussi vite que exp(—ur). L’équation (13.38) est valable 
pourvu que V(r) décroisse au moins comme r~°. 
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le développement de Taylor pour k? — 0 
T.. 1 
kcotô(k) = —— + > rok? + O(k*) (13.38) 
a 
La longeur ro est appelée portée effective. On utilise souvent la forme de basse 
énergie de amplitude de diffusion 


e 2i6(k) =] 1 
fk) = = oa 
2ik k [cot 6(k) — i] 
soit, en exprimant cot 6(k) en fonction de a si rok < 1 
_ —& 
~ 1+ika 


f(k) (13.39) 


Cette forme peut être rendue plus précise si l’on utilise l'approximation de 
portée effective (13.38) 


—a 
| 1+ika— à roak? 


f(k) (13.40) 


13.2.3 Potentiel effectif 


La longueur de diffusion permet d’introduire la notion très utile de poten- 
tiel effectif. Lorsque l’on considère un sytème de particules de basse énergie, 
il est souvent commode de pouvoir remplacer le potentiel réel V(r) par un 
potentiel Veg (r) plus simple, appelé potentiel effectif, ou pseudo-potentiel, qui 
donne les mêmes résultats pour la diffusion de basse énergie. Ce potentiel ef- 
fectif est utilisé, par exemple, dans le traitement théorique de la diffusion de 
neutrons de basse énergie ou des condensats de Bose-Einstein atomiques ga- 
zeux (section 14.4). Nous allons montrer que la diffusion de basse énergie est 
reproduite en choisissant un potentiel effectif proportionnel à une fonction 6 


Venlo) = gö) È (r) (13.41) 


où g est une constante à déterminer. Pour justifier ce potentiel et déterminer g, 
examinons l'équation de Schrödinger pour une fonction d’onde y(r) = u(r)/r. 
L’expression du laplacien appliqué à une fonction de r 


Vre = EE (rf(r)) (13.42) 


n’est valable que pour une fonction f(r) régulière à r = 0, tandis que pour 
f(r) x 1/r, on utilise léquation familière en électrostatique 


yl- —ATô(F) (13.43) 


r 
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Examinons l'équation de Schrödinger en prenant comme potentiel (13.41) 


LR? Spur) Vets u(r) _ RK? u(r) 


2m r p 2m r 


et écrivons le terme d’énergie cinétique 


-> M E 


r dr? 


= =- —-r 
r dr? 


— 4rru(0)6(F) 


où nous avons remarqué que [u(r) — u(0)]/r est une fonction régulière à r = 0 
pour calculer le laplacien. En outre, si l’on écrit 


u(r) = a + br + cr? +... 


alors 
1 d'u 2c 
rda? r 
et l'intégrale de ce terme dans une sphère de rayon R autour de l’origine tend 
vers zéro avec R. Nous avons donc 
2 42 27.2 2 
=} EW) L AP (0) — gu/(0)] 6(F) 


2mr dr? 2m r 2m 


Les deux membres de l’équation précédente doivent s’annuler séparément, ce 
qui implique, pour le membre de gauche 


u(r) = C'sin(kr + 6(k)) r>0 
et donc u’(0)/u(0) = k cot 6(k). L’annulation du coefficient de (7) impose 


Ih? 


= gk cot 0(k) 


et la limite k — 0 de cette équation permet de relier! g et a 


(13.44) 


Le potentiel effectif dépend d’un seul paramètre, la longueur de diffusion a, que 
l’on prend bien stir égale à celle d’un potentiel plus réaliste ou tout simplement 


10. Il faut se rappeler que si l’on considère la diffusion de particules identiques de masse 
M, la masse réduite m = M/2 et 


Arh? 
= a 
M 
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de l’expérience. Examinons aussi les états liés du potentiel effectif. La fonction 
d’onde radiale de cet état lié doit être de la forme 


u(r) = Ce 


et par conséquent w/(0)/u(0) = —K. On en déduit une relation entre l'énergie 
de liaison B et la longueur de diffusion 


2mB Arh?g 1 
k= = aaa (13.45) 


L’état lié du potentiel effectif est unique, et on retrouve le fait que a > 0 si 
l’on veut un état lié et un seul. En résumé, un potentiel effectif tel que a > 0 
correspond aussi bien à une sphère dure qu’à un potentiel attractif possédant 
un seul état lié. Ces deux potentiels donneront le même comportement pour 
un ensemble de particules de basse énergie, alors que le comportement sera 
différent si a < 0: c’est le signe de la longueur de diffusion qui est crucial. La 
fonction k cot ô(k) est une constante 


k cot d(k) = — = —- 
mg a 
et l’amplitude de diffusion du potentiel effectif est donnée exactement par 
(13.39) 
— a 


fer(k) = 7 + ika 


13.2.4 Diffusion neutron-proton à basse énergie 


La diffusion neutron-proton à basse énergie fournit une illustration d’une 
grande importance pratique du formalisme que nous venons de développer, 
l’autre application importante étant celle aux condensats de Bose-Einstein. 
Le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2, et comme la diffusion 
dépend du spin, nous devons généraliser les résultats précédents pour en tenir 
compte. Dans la diffusion à basse énergie, le spin total Stot est conservé. En 
effet, le moment angulaire orbital est nul, puisque la diffusion se fait dans 
londe s, et la conservation du moment angulaire total est équivalente à celle 
du spin total. L’amplitude de diffusion peut s’écrire comme un opérateur f 
agissant dans l’espace H à quatre dimensions, produit tensoriel des espaces 
des états des deux spins 1/2, en fonction des projecteurs Ps = Po et Py = Pi 
sur les états singulet (spin total zéro) et triplets (spin total un) donnés en 
(9.128) 


f(k) = fs(k)Ps F fi(k)Pt 


Cette écriture de f assure que le spin total est inchangé dans la diffusion : un 
état singulet reste singulet et un état triplet reste triplet. Nous allons nous 
limiter au cas ka < 1, et d’aprés (13.39) 


fs(k) = —Qs fi(k) = —at 
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où as et a; sont les longueurs de diffusion dans l’état singulet et l’état triplet. 
Lorsque la condition ka < 1 n’est pas satisfaite, il est possible d’utiliser 
des expressions analogues à (13.39), ou mieux (13.40), pour fs(k) et f(k), en 
faisant intervenir les portées effectives ros et ro. En résumé, à approximation 
où ka & 1 : 

f = —dsPs = aP (13.46) 


ou encore, en introduisant les matrices de Pauli p et d, agissant dans l’espace 
des états de spin du proton et du neutron 


à 1 1 
—f — ii — 7 (4s À 3a I t = (at as )Fp s Cx, (13.47) 


La section efficace différentielle est isotrope et la section efficace totale pour 
un état de spin initial |7) et un état final |f} est 


afi = 4r|(f ali)? (13.48) 


Si on ne mesure pas les spins finaux et si l’état initial est un mélange où l’on 
connaît seulement la probabilité p; de trouver les spins initiaux dans l’état 
lé), il faut sommer sur les états |f} et les probabilités p; 


a =4r D p; > (ilàlf)(Flâli) 
i f 
= LD» ptilà?|i) = 4r Tr (pinit 4?) 


où nous avons utilisé la relation de fermeture dans H, 5, |f)(f| = J, et la 
définition de l’opérateur statistique de l’état initial 


Pinit = 5 p;li) (il 
4 


Le cas le plus fréquent est celui où l’état initial est non polarisé : les états 
|++),|+—),|—+) et |——) ont la même probabilité. Dans ce cas, pinit = 1/4 
et 


aJ 2 2 
Onon pol = T Tra” = n Tr (as Ps + a$ Pr) 


= 4r € a? + Fu) = 70 + Lo (13.49) 
L'interprétation physique est immédiate : si l’état initial est non polarisé, la 
probabilité d’avoir un état singulet est de 1/4 et celle d’avoir un état triplet 
de 3/4, ce qui donne les poids 1/4 et 3/4 aux sections efficaces singulet et 
triplet dans (13.49). 

La section efficace non polarisée ne donne accès qu’à la combinaison 
a? + 3a? des longueurs de diffusion. Une information supplémentaire vient 
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de Vexistence d’un état lié dans l’état triplet, le deutéron, ce qui permet de 
déterminer approximativement a. Une relation précise entre les paramètres 
du deutéron et ceux de la diffusion à basse énergie dans l’état triplet est établie 
dans V’exercice 13.6.3, à l’approximation de la portée effective. Une relation 
approchée est obtenue en remarquant que la fonction d’onde du deutéron 
s'étend très au-delà de la portée du potentiel, K7! >> R, ce qui permet d’utili- 
ser un potentiel effectif et la relation (13.45). Compte tenu de B ~ 2.22 MeV, 
on trouve K7! ~ 4.2 fm, alors que la valeur exacte de a; est de 5.4 fm, mais 
Vargument suffit pour déterminer le signe de a; : a; > 0. 

La connaissance de a; à partir des paramètres du deutéron et la mesure de 
la section efficace non polarisée permettent de déterminer le module |as| de 
la longueur de diffusion dans l’état singulet, mais pas son signe. Une méthode 
possible pour déterminer le signe de a, est la diffusion de neutrons sur une 
molécule d’hydrogéne, étudiée à l’exercice 13.6.2, qui montre que la longueur 
de diffusion a, est négative, en accord avec le fait qu’il n’existe pas d'état lié 
singulet. Les valeurs expérimentales des longueurs de diffusion et des portées 
effectives sont 


a, = 5.40 fm rot = 1.73 fm as = —23.7fm Tos = 2.5 fm 


On constate que a, est grande et négative, et le système neutron-proton dans 
l’état singulet est très proche de la formation d’un état lié : il existe un état 
virtuel. 


13.3 Diffusion inélastique 


13.3.1 Théorème optique 


En régle générale, dans une collision, les particules peuvent non seulement 
étre diffusées élastiquement, mais aussi inélastiquement ; par exemple, la dif- 
fusion d’un photon sur un atome A dans son état fondamental Eo peut laisser 
l'atome dans un niveau excité A* d'énergie Ei 


7 + À — y + A* 


le photon final ayant perdu une énergie (E1 — Eo) par rapport au photon initial 
(si l’on néglige le recul de l’atome). Il est même possible que les particules 
finales soient différentes des particules initiales, comme dans 


a Ep RER 
ou 
nm +p—r +7 +p 


Dans le cas de la diffusion élastique, nous avons vu que |.$;(k)| = 1. Nous 
allons montrer qu’il est possible de généraliser l’expression de l’amplitude 
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diffusion f(Q) au cas inélastique à condition d’admettre que |S;(k)| < 1. 
Cette condition découle de ce que le module de l’amplitude de l’onde sortante 
doit être plus petit que celui de l’onde entrante : le nombre de particules Nin 
entrant dans une sphère de grand rayon r tracée autour de la cible doit être 
supérieur à celui Nout qui en sort, puisque les particules incidentes peuvent 
seulement disparaître dans la diffusion inélastique. Comme mone le montrons 
ultérieurement, cette inégalité vaut pour toute onde partielle : NU, < Ni, ca 
Vintégration sur la surface de la sphére élimine les interférences entre oe 
partielles. Si la diffusion est purement élastique dans londe 1, N}, = Ni, et 
|Si(k)| = 1. Evaluons N}, et Nl., en revenant à Psion asymptotique 
r — oo (13.22) de la fonction d'onde. Comme dans la diffusion élastique, seul 
le terme d’onde sortante peut être modifié 
eikr eikr 


= Si(k) 


d’où le comportement asymptotique de y(r’) 


iA © 


2kr 
1=0 


ye (21 + 1)P;(cos 0) [(-1)/e = S, eikr] 


ce qui donne pour f(6) 


1 CO 
=y S "(21 + 1)P;(cos0)(Sı — 1) 
1=0 


La section efficace élastique totale vaut 


on = farO 


et le résultat de l'intégration sur Q généralise (13.25) 


(21 + 1)|1 — 8? (13.50) 


Calculons le nombre de particules entrantes dans l’onde partielle 1, N}, 
intégrant le courant entrant sur la surface d’une sphère de rayon r — oo 
autour de la cible. Comme les polynômes de Legendre sont orthogonaux, il 
n’y a pas de termes d’interférences entre les différentes ondes partielles. On 
trouve 


en 


yi- ke | 2 4 om) = PEH DMAP 


ih 4k2 A+1| |m mk 


Le premier terme vient de la normalisation de |#|?, le second de la relation 
d’orthogonalité des polynômes de Legendre, le troisième de l'expression du 
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courant de londe entrante et le dernier de l’intégration sur langle azimutal 
$. Un calcul analogue donne Ntt 


ñ(21 + 1) Al? 
N! _ TR( + )| | (Sil? 


out — mk 


La condition Nl,, < N implique que |S1| < 1. La section efficace inélastique 
dans londe partielle { n’est autre, au facteur de flux F = hk|A|?/m près, 
que la différence entre le nombre de particules entrantes et celui de particules 
sortantes 

rh(21 + 1)|Al? b 
la) = AEA 1) 


(13.51) 


Si N}, = Nl,,, le nombre de particules sortantes est égal au nombre de parti- 
cules entrantes, la diffusion est élastique dans londe partielle / et |.S;(k)| = 1, 
Si(k) = exp[2i6;(k)]. La condition |S;| < 1 entraîne comme il se doit ote} > 0. 
La somme des sections efficaces élastique et inélastique est la section efficace 


totale 


2 co 
tos = Ty J (21+ 1)(1 — Re S1) (13.52) 


i=0 


La présence de voies inélastiques implique que (1 — Sı) 4 0, et on ne peut 
donc pas avoir en physique quantique de diffusion purement inélastique, alors 
qu’en physique classique des particules peuvent étre envoyées sur des cibles 
parfaitement absorbantes, sans diffusion élastique. Si l’absorption est totale 
dans une onde partielle /, ce qui correspond à Np" = 0 et donc à S; = 0, alors 


l T 
Oel = ©; =. 


inel — k2 (21 ag 1) (13.53) 


Par comparaison, la section efficace élastique maximale est 


Ar 
l 
Tel,max — 72 EI + 1) 
Une conséquence importante de l’imbrication entre diffusions élastique et 
inélastique est le théorème optique. Calculons la partie imaginaire de l’am- 


plitude de diffusion vers l’avantll, Imf(@ = 0) en utilisant P,(1) = 1 
1 co 
Imf (9 = 0) = = D(21+1)(1- Res) 
1=0 
11. Cette quantité ne peut pas être mesurée directement, car vers lavant on trouve 
principalement les particules incidentes qui n’ont pas subi de collision. Il faut prendre la 
limite 6 — 0 de f(@). Voir aussi la note 4. 
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et si l’on compare avec l'expression (13.52) de otot 


AT 


Otot = Fa Im f (0 = 0) (13.54) 


Cete relation est le théoréme optique, qui relie la section efficace totale a la 
partie imaginaire de la diffusion vers l’avant. La démonstration du théoréme 
met en évidence qu’il découle de la conservation de la probabilité. 


13.3.2 Potentiel optique 


On peut rendre compte de la diffusion inélastique en introduisant un po- 
tentiel complexe dans l’équation de Schrödinger. En effet, si l’on reprend la 
démonstration du § 8.2.2 de l’équation de continuité du courant v. j= 0 dans 
le cas d’une onde stationnaire g(r), on s’apergoit que cette équation n’est 
pas satisfaite si le potentiel est complexe 


> 


Vi Z Im V (7) ogr)? (13.55) 


On retrouve naturellement le résultat V - J = 0 dans le cas du potentiel réel 
utilisé au § 8.2.2. Le nombre de particules absorbées par unité de temps est 
égal au flux incident multiplié par la section efficace inélastique. Pour calculer 
le nombre de particules absorbées, entourons la cible par une sphère de grand 
rayon et calculons le flux de 7 à travers la surface S de cette sphère 


5 = 2 
- a=- [¥-7ar=—-% [inv ar 
S y h y 


où V est le volume de la sphère et le signe (—) correspond au fait que dS est 
orienté vers l’extérieur. On a donc 


2m 


= Im V (F)lyg(F)|? d?r (13.56) 


Oin = 
où nous avons intégré sur tout l’espace car le potentiel est supposé de portée 
finie ou s’annulant suffisamment vite à l'infini. Jusqu’a la fin de cette section, 
le potentiel V(r) est quelconque : il n’est pas nécessairement invariant par 
rotation. L’équation (13.56) implique que la partie imaginaire de V(r) doit 
être négative : ImV(r) < 0. Le potentiel complexe V(r) de partie imaginaire 
négative est appelé potentiel optique. Ce potentiel est utile lorsque l’on ne 
s'intéresse pas aux détails des processus inélastiques, mais seulement à leur 
répercussion sur les processus élastiques. Il est en particulier très largement 
utilisé dans la diffusion neutron-noyau. À basse énergie, on pourra représen- 
ter ce potentiel complexe par un potentiel effectif du type (13.41) avec une 
longueur de diffusion complexe a = a; + idg, a2 < 0. Dans ces conditions, 
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Im f = —az et la section efficace totale est très grande par rapport à la section 
efficace élastique 


RO ni. ro 4r =4 2 
Trot © Jin ¥ T la] > Cea = Arai 


La proportionalité de oj, à 1/k, ou bien à 1/v, où v est la vitesse des neutrons 
incidents, est un résultat d’une très grande importance : la section efficace 
d'absorption des neutrons lents croît en 1/v quand v — 0. Ceci entraîne, 
par exemple, que l’on doit ralentir les neutrons pour obtenir des section effi- 
caces importantes de fission de l’uranium dans un réacteur nucléaire. Un autre 
exemple est l’utilisation du cadmium pour absorber les neutrons : la longueur 
de diffusion est complexe, avec a; = —3.8 fm et ag = —1.2 fm. 
Récrivons le théorème optique en utilisant (13.56) 


may D= fro )/P do a five DE (T r)|? der (13.57) 


Cette équation peut être généralisée. Définissons amplitude de diffusion 
f(k?,k) à partir de la solution (13.9) yr) de l’équation de Schrödinger 
ikr 


wR = FT + f(kô, D 


r 


Comme le potentiel n’est pas supposé invariant par rotation, l’amplitude de 
diffusion dépend de 7 et de k, et pas uniquement de k et de langle entre 7 et 
k. Si Pon désigne par k'= ke le vecteur d’onde après diffusion, 


k'= k? f (ke, k) = f(k’,k) 
on montre alors la relation d’unitarité qui généralise (13.57) 


= PED- PEE) = E f POENI an, 


à 
-zp [ave HEP (PvE? (M dŸr (13.58) 


La démonstration de cette égalité suit le canevas de celle donnée au § 13.4.2, 
et les détails sont renvoyés à l’exercice 13.6.8. L’invariance par renversement 
du sens du temps ($ 13.5.5) implique f(k’, k) = f(-k, —k') et celle par parité 
f(k’, k) = f(—k’, —k). Si ces deux invariances sont valides, f(k’,k) = f(k, k’) 
et 


= (ED FRE] = mE’, E) 


dans (13.58). On retrouve alors (13.57) en prenant k’ = k. 
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13.4 Développements formels 


13.4.1 Équation intégrale de la diffusion 


Nous allons reprendre dans cette section quelques points que nous avons 
laissés dans l’ombre jusqu’à présent, afin de clarifier certains des arguments 
précédents. Nous allons d’abord démontrer une équation, l’équation intégrale 
de la diffusion, qui nous permettra de justifier les expressions asymptotiques 
(13.9) et (13.10) et se révèlera également utile dans d’autres développements 
de la théorie de la diffusion. La démonstration repose sur l'expression des 
fonctions de Green Go(r) de l'équation de Schrödinger lorsque V = 0, qui 


vérifient 
2m 


A 
Le facteur 2m/h? assure la cohérence des notations avec celles des sections 
suivantes. De façon générale, les fonctions de Green G d’une équation d’onde 
Lyp = 0 sont définies par LG = ô(r) (section 12.1). La solution de ce type 


d’équation n’est pas unique et la forme précise de la fonction de Green que l’on 
doit utiliser pour un problème donné est fixée par des conditions aux limites. 


(V? + k?)Go(r) = — 8(F) (13.59) 


Nous aurons besoin des fonctions de Green GEE (F) ayant pour r — oo un 


> 


comportement d’onde sphérique sortante dans le cas de GM (7) et entrante 


dans le cas de GS) (F). Ces fonctions de Green sont données par !? 


ikr 


Gy (7) =- = — (13.60) 


La vérification de (13.59) est immédiate 


v2 etikr = y2 etikr _] n v21 
T r 


r 


où nous avons utilisé le fait que la fonction (exp(ikr) — 1)/r est régulière à 
r = 0 et (13.42). 

Examinons le comportement de la fonction GY (r — r’) lorsque r — 00 
tandis que r’ reste fini. Dans cette limite, 


12 
F-Fl=r-s.r + of) 


12. Toute combinaison AGC) + (1 —A)GO) + Gp, où Gp, est solution de l'équation 
d’ondes homogéne, vérifie également (13.59). 
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et nous obtenons, en définissant k' = kf 
F2 7 eik|ř-F'| eikr eik r? 
pe Gf =F") = + of) (13.61) 


2m Arr Arr 


ce qui montre que gy a bien un comportement d’onde sphérique sortante. 
La fonction we? (r) définie de façon implicite par 


DO (7) = eT + / GD) FR FAV FEM (F) Br’ (13.62) 


k 


obéit à l’équation de Schrödinger. En effet, en utilisant (13.59) 


= 2m ead Ss . 2m z . 
PQ = SiE- ENVE WOE = BVH ~ 
L’équation (13.62) est appelée équation intégrale de la diffusion. Le point 
essentiel est que OG) a bien le comportement asymptotique (13.9). En 
effet, en utilisant (13.61) et (13.62) lorsque r — oo 


m eikr 


Hi) D air 
Ve Se y T 


Jr ven? (P'ar (13.63) 


En choisissant G au lieu de oo, on obtiendrait bien évidemment le com- 
portement asymptotique (13.10) de po (T) avec une onde sphérique sortante. 


On identifie immédiatement l'amplitude de diffusion f(Q) à partir de (13.9) 


oY LO aR! (13.64) 


Cette équation est exacte, mais bien sûr il faut connaître po) (F), et on ne 
peut pas se dispenser de la résolution de l’équation de Schridinger ! On peut 
résoudre (13.63) de façon approchée par itération, la première itération étant 


wo? (F) Z eik? 


En reportant dans (13.64), on obtient f(k’,k) à Vapproximation de Born 


(13.65) 


Le vecteur g = k' — K est le transfert de vecteur d’onde, hq le transfert 
d'impulsion et fg est la transformée de Fourier du potentiel par rapport à q. 
On note que 


0 
= 2ksin — 
q sinz 
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et que fg ne dépend que de la combinaison k sin(@/2) de k et de @ si le po- 
tentiel est à symétrie sphérique. Cette particularité est bien sûr spécifique 
de l’approximation de Born. Les critères de validité de l’approximation de 
Born sont délicats à énoncer de façon précise : en gros, il faut que l’énergie 
soit grande ou que le potentiel soit faible. Dans le cas de la diffusion cou- 
lombienne, l’approximation de Born donne le résultat exact pour la section 
efficace (mais non pour l'amplitude!) à toute énergie, très en dehors de son 
domaine théorique de validité (exercice 13.6.4). 


13.4.2 Matrice T 


Revenons à l’équation exacte (13.64) pour l’amplitude de diffusion, et 
écrivons-la avec les notations de Dirac ; nous utiliserons indifféremment |y;) 


ou |k) pour une onde plane de vecteur d’onde k avec la normalisation 
(rk) = exp(ik - 7). L’équation (13.64) peut s’écrire 


(13.66) 


Nous allons maintenant démontrer plusieurs relations importantes en exami- 
nant le comportement asymptotique r — oo des solutions de l’équation de 
Schrédinger. Etablissons un premier résultat préliminaire sur le comporte- 
ment asymptotique des ondes planes 

FF 27 


~ 


r> ikr 


(6(Q% — Agre” — S(r + Ng) #7) +O (=) (13.67) 


où Q; par exemple désigne l'angle solide Qp = (0,0) donnant la direction 
de r. Pour démontrer ce résultat, considérons une fonction ®(Q) de langle 
azimutal 6 et du cosinus de l’angle polaire 0, u = cos 0, qui soit suffisamment 
dérivable, et effectuons une intégration par parties dans 


J = fe" oan = [ete 2(u.8)du de 


ikru +1 PE 
= fa n 1 ekru Panag 


ikr a krja 


La fonction Œ(u,d) est indépendante de ¢ pour u = +1, et d’autre part, le 
second terme de l'équation précédente donne une contribution en 1/(kr)?, 
car l'intégration sur u donne un facteur supplémentaire 1/(kr). Finalement, 


l'intégrale J vaut 
__2T 
ikr 


J 


ce qui justifie (13.67). Le deuxième résultat préliminaire découle du théorème 
de Green. Soit deux solutions 4 et d de l'équation de Schrödinger de même 
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énergie E mais correspondant à des potentiels V et V différents 


(13.68) 


Multiplions la première des équations (13.68) par w*, prenons le complexe 
conjugué de la seconde, multiplions la par w et soustrayons de la première 


DV — WG") = DV — PJ (13.69) 


Intégrons ce résultat à l’intérieur d’une sphère S(R) de rayon R — œ et 
utilisons le théorème de Green pour transformer V’intégrale de volume du 
premier membre en intégrale sur la surface de la sphére S(R) 


la dr (4V4 - pv?) = le (bud - wd") as 


„ð Oÿ* 
-Sia CR arr 
= Wr(Ÿ*,Ÿ) (13.70) 


On pourrait penser que le membre de gauche de (13.70) s’annule car V? est 
a priori un opérateur hermitien. Mais V? n’est en fait pas hermitien (ou 
plus exactement pas auto-adjoint) pour des fonctions 4 et Ÿ de type onde 
plane + onde sphérique qui ne décroissent pas suffisamment vite à l'infini : 
voir l’exercice 13.6.7. Pour prendre en compte l'intégration sur f dans le second 
membre de (13.69), nous utilisons la notation de Dirac avec R — oo 


we a drv -Y| = IV -Ol (13.71) 


Comme les potentiels sont supposés décroître suffisamment rapidement à l’in- 
fini, il est possible de prendre la limite R — oo dans le premier membre de 
(13.71). 

Nous allons choisir pour 4 une solution 4) de type onde plane + onde 
sortante et pour w une solution pO) de type onde plane + onde entrante. 


ikr 
ikr e 
YEP ee. . ‘ + ie (QF) i 


—ik’r 


(13.72) 
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avec k = k’ car la diffusion est élastique. Pour évaluer W(Ÿ*, 4) = 
limp—coo Wr(u*, Y), où We est défini en (13.70), nous devons calculer 4 termes 


ik’r 


W(ÿ*,4) =W (mre) + wR re £ a 


r 


i ik'r 
HP, foa —) w (FOOD, 09) —) 
En revenant au membre de gauche de (13.70), on voit que le premier terme 
s’annule car, par exemple, Ve"? = Fer et k? = k’? pour une diffu- 
sion élastique. En utilisant (13.67), on montre que le deuxiéme terme vaut 
ar[f]* (9z), le troisième vaut —4r f(™)(Qz,) et le quatrième terme s’an- 
nule. Il reste donc 


27h? 


OPIU -OUD = -7 | 6 (Q,) - [FO (0) (13.73) 


Pour faire le lien avec les notations précédentes, on observe que 


POOR) =FMELOH=FE RE fC) SfOCK,R) 
Comme premiére application de (13.73), choisissons V = 0, et donc wo a 
Pg, ce qui redonne (13.64) 

Qh? 
ZT FH (Q;,) (13.74) 


m 


lyg VIE?) = — 


Choisissons ensuite V = V, avec pour résultat 


FO (Og) = OFCA) (13.75) 
Choisissons finalement V = 0, V= V, nous obtenons 
Qh? r 7 
WE Vip p= se à *(-;) (13.76) 


Des équations (13.74) à (13.76), nous déduisons l’importante égalité 


(oD Vee) = (pg lV lve?) (13.77) 
L’expression de la section efficace différentielle s’obtient à partir de (13.12) 


do(k — k’) _ m? GONE 
dQ, = Goapele lbs) (13.78) 


Il est instructif d’écrire la section efficace différentielle en faisant intervenir la 
densité d’états finaux D(E) pour V = 1 (8.136) sous la forme 


mhk 


DES rh} 


(13.79) 
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ce qui permet d’écrire (13.78) en fonction de la vitesse v = hk/m et de D(E) 


do(k — k') 27 


dz,  hv 


(er VIY PD(B) (13.80) 


A l'approximation de Born, ce résultat coincide avec celui que l’on obtiendrait 
à partir de la règle d’or de Fermi (8.152). La combinaison lg VIY) n’est 


pas un élément de matrice de V car yz, et pt) sont des vecteurs appartenant 
à des bases différentes de l’espace de Hilbert. Il est donc utile de définir un 
opérateur T, appelé matrice T, dont les éléments de matrice sont pris entre 
vecteurs d’une même base |) 


2 
TE’, E) = TE> K’) = (eg Teg) = (ve lV WS?) = TE sE’, K) 
(13.81) 
Notons que la matrice T n’est pour le moment définie qu’entre états de méme 
énergie, car k = k’. La relation d’unitarité (13.58) lorsque Im V = 0 s’écrit 
aussi en fonction de la matrice T 


ip > fik Ses 
= [PER = TERY] = -A fay, TR ENTER 


= -r | DE) )dQz,, T*(k”, KOT(k", k) (13.82) 


Cette relation d’unitarité fait intervenir la densité d’états (8.136) pour un 
volume V = 1 


dQ; — ar dQ;z, 
si i a) 


13.4.3 Diffusion d’un paquet d’ondes 


Un deuxième point qu’il est nécessaire de justifier est l’utilisation d’un 
formalisme stationnaire, alors que la diffusion d’une particule est fondamen- 
talement un processus dépendant du temps ; il nous faut donc étudier la diffu- 
sion d’un paquet d’ondes. Nous supposerons le paquet d’ondes centré autour 
d’une impulsion ħko avec une dispersion Ak < ko, et nous supposerons aussi 
que la dimension Ar = 1/Ak du paquet d’ondes est très petite par rapport 
aux distances caractéristiques de l’expérience, par exemple la distance cible- 
détecteur. Le paquet d’ondes libre s’écrit sous une forme qui généralise (8.44) 
à trois dimensions 


(F, t) = J na A(k) exp ik .F— iwn] (13.83) 


avec wp = ħk?/(2m), la fréquence moyenne étant wo = hkg /(2m). Nous avons 
montré au § 8.1.5 que si la condition (Ak)?ht/m « 1 était vérifiée (ce qui est 
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pratiquement toujours le cas), on pouvait alors négliger l’étalement du paquet 
d'ondes et (13.83) sous la forme (8.51) généralisée à trois dimensions (avec les 
changements de notations k — ko, vg — vo) devient 


o(F — dt, t = 0) (13.84) 


où la vitesse de groupe ty = hko/m. Ceci implique que |y(7, t)| est négligeable 
si |r — vot| > Ar, c'est-à-dire si |F — vot| est grand par rapport à l’extension 
Ar du paquet d’ondes. La fonction d’onde dépendant du temps pher, t) en 
présence du potentiel V(r) s’obtient en remplaçant dans l'expression (13.83) 
du paquet d’ondes l’onde plane exp(ik -r) par pt (7). L'expression ainsi obte- 
nue est en effet solution de l'équation de Schrödinger dépendant du temps en 
présence du potentiel V (r), avec un comportement d’onde sphérique sortante. 
Décomposons la fonction d’onde de tr, t) en une partie libre et une partie 
diffusée 


WO (F, t) = p(F,t) + Vaie(7 t) 


Lorsque le paquet d’ondes est loin de la cible, on peut remplacer yO par 
sa forme asymptotique (13.63) 


ikr 
VOR) = FT + f(ke, Re 
F 
et donc 3 " 
d3k E — eikr | 
vaat = | Ge AGE (hr, DE eto 
(27)8 r 
Supposons que f(k?,k) varie suffisamment lentement!? avec k . Dans ces 
conditions, 7 F 
f(k’, k) = f (kof, ko) 
et la partie diffusée est 
koô, k dk > 
Wai (7, t) © P (koô, ko) / Gays A(k) expli(kr — urt)] (13.85) 
T 


Comme le temps caractéristique t ~ r/vo = mr/(hko) 


(Ak)?r _ (Ak)?ht 


~ 1 
m a 


13. En présence d’une résonance, il peut arriver que cette condition ne soit pas vérifiée. 
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et on peut remplacer kr dans (13.85) par rko - k ce qui donne 


f (kor, ko) Atha tee f (kof, ko) 


= — vl(r — vot)ko, 0e 


paia (T, t) © 


Lorsque t est grand et négatif, |(r — vot)| > Ar et comme y(r’,0) est né- 
gligeable pour r’ > Ar, pait — 0 et le paquet d’ondes tend vers un paquet 
d’ondes libre : tant que le paquet d’ondes n’a pas de recouvrement avec le 
potentiel, Yqig est pratiquement nul 


lim (rt) = (r,t) 


t—— oo 
Le paquet d’ondes interagit avec la cible pour t ~ 0 et lorsque t — +00 


f (kof, ko) 


r 


Yai (7, t) © y|(r — vot)ko, 0] eo" 
On retrouve le paquet d’ondes dans une direction différente de la direction 
initiale, modulé par l’amplitude de diffusion f (kof, ko) et se propageant ra- 
dialement avec une vitesse vo. 

Nous pouvons maintenant calculer la probabilité dp de déclenchement d’un 
détecteur de surface dS = r?dQ placé dans la direction F. Comme le courant 
à l'instant t est vol Vaix|?, la probabilité de déclencher le détecteur est 


+oo 
dp = oran f [aie (7, t)|? dt 


+00 F 
=a (koF, Bo)? J lel(r — vot) Bo, 0]|?at 


=00 


Par ailleurs, la probabilité pour que la particule incidente traverse une surface 
unité perpendiculaire au faisceau incident est 


+00 . 
J belle voto, ollar 
et on déduit de la définition (13.1) de la section efficace 
do _ 
dQ 
ce qui complète la justification de (13.12). 


If (koô, Ko)? = |F(Q)? (13.86) 


13.5 Théorie opératorielle de la diffusion 


13.5.1 Equations de Lippman-Schwinger 


Nous avons jusqu’a présent utilisé le formalisme de la mécanique ondula- 
toire pour l'étude de la diffusion, par exemple pour écrire l'équation intégrale 
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Imk 


ar Rek 


FIG. 13.6 — Contour d’intégration dans le plan complexe en k pour le calcul de 
GS) (F; E). 


de la diffusion (13.62) ou pour prouver les équations (13.74) à (13.76). Il est 
souvent commode d’éviter les fonctions d’onde et de déduire les résultats im- 
portants à partir de manipulations d’opérateurs : nous verrons par exemple 
que les équations (13.74) à (13.76) ou la relation d’unitarité (13.58) peuvent 
être démontrées de façon plus simple en manipulant des opérateurs adéquats, 
sans passer par l'intermédiaire du comportement asymptotique des fonctions 
d’onde. Cependant, cette simplicité a un coût : la signification physique des 
ces manipulations n’est pas évidente, et de plus les opérateurs utilisés sont 
singuliers et leur utilisation demande certaines précautions : exercice 13.6.7. 
Un autre avantage du formalisme opératoriel est qu’il se généralise facilement 
au cas des collisions inélastiques : c’est ce que nous verrons au § 13.5.3, mais, 
dans un premier temps, nous nous limitons au cas élastique, afin de faire 
le lien avec les sections précédentes. Pour introduire l’équation de Lippman- 
Schwinger, donnons une seconde façon de déduire la fonction de Green (13.60), 
un peu plus longue mais indispensable pour la suite. Suivant le § 12.1.2, la 
fonction de Green GIP (F; E), avec E = h?k?/2m, s'obtient comme une trans- 
formée de Fourier (7 — 0*) 


7 dk’ eik"? 
Gi A E) = / 3 24.12 | 
(27)? E — h2k’*/2m + in 
2m f dk er” 


EE eink 2 eee oe 13. 
h2 (27)? k? — k2 — in aser) 
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On intègre sur les angles (6, ¢) de k’, ce qui donne 
1 2m [°° k'sink/r dk’ 
Qn2r K Jo kl? — k2 —in 
1 2m f® k'et" dak 
4r?ir R2 J o k? — k2- in 


GOP (F; E) = 


Les pôles du dénominateur sont situés à 


ki = £y k2 + in = +(k +in) 
ce qui permet d’intégrer de —oo à +00 en évitant les pôles (figure 13.6). 
Étant donné que la fonction k’/(k’” — k?) décroît comme 1/k’ à l'infini, on 
peut refermer le contour d’intégration dans le demi-plan complexe supérieur, 
et seul le pôle à k’ = k+in contribue au résultat final, bien entendu identique 
à (13.60) 


1 
RE) = -T ( 


= E = Ex = 
h2 r $ 2m 


= (13.88) 


2r) err h?k? 
La fonction GO) (7; E) complexe conjuguée de GO (F; E) s’obtient par la 
prescription k? — k? — in. 

Dans le cas de la diffusion élastique, le hamiltonien total du sytéme à 
deux corps est H = Ho + V, Ho = —h?V?/2m est la partie cinétique du 
hamiltonien et V le potentiel; m sera toujours la masse réduite des deux 
particules entrant en collision : m = m m2/(m,+mz2) et hk l'impulsion de la 
particule relative. L’énergie cinétique dans le référentiel du centre de masse est 
h?k? /2m. Nous utiliserons systématiquement la notation yz pour une onde 


plane de vecteur d’onde k et pe (be) pour une solution d’énergie Æ de 
Véquation de Schrödinger 


HY = (Ho + Vb? = Ey) (13.89) 


dont le comportement à l’infini est celui d’une onde plane plus une onde sphé- 
rique sortante (entrante). Nous allons éviter autant que possible les notations 


de Dirac |yz) et wo?) afin d’alléger l'écriture. La normalisation est fixée par 


X ee d? k 
(rlz) =e ET et donc J Elene = I (13.90) 


Montrons que l'équation intégrale de la diffusion (13.62) est équivalente à 
l'équation de Lippman-Schwinger, avec Ex = R?k?/2m 


(13.91) 
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Pour montrer cette équivalence, multiplions (13.91) à gauche par le bra (r'| et 
utilisons la relation de fermeture (13.90) 


pO (7 = er J TE ee) | 2 vi 
a Ca = + | — (r D S 
k AE Ep — Hotin F 
es dk der! pep 1 
— eikr DL ik’ (r-r ) dd (+) mI 
i f Br | ea Voie 
er | Br! GEP (FF; Er) VF WO (70) (13.92) 


ce qui est bien l’équation intégrale de la diffusion (13.62). L’équation complé- 
mentaire de (13.91) est celle donnant go? dont le comportement asympto- 
tique est en onde plane + onde entrante 


(—) 1 (—) 
DE = pg + a VME (13.93) 


Une expression équivalente de pe résulte de l’identité 


1 1 1 1 


p = _— (13.94) 
E-H +in E-Hot+in E-H+in E-Ho+in 


que l’on vérifie en multipliant les deux membres à droite par (E — Ho + in) et 
à gauche par (E — H + in). Une autre écriture utile de (13.94) est 


1 1 1 
= = = _ [1 -V => (13.95) 
E-Ho+in E-H+in E — Ho +in 


Cette relation permet de donner une autre version de l’équation de Lippman- 
Schwinger 


(13.96) 


Cette version de l’équation de Lippman-Schwinger permet d’écrire ph en 
fonction de yz en utilisant un développement en puissances de V, c’est-à-dire 
un développement perturbatif. Pour le montrer, le plus simple est d’utiliser 


dans (13.95) les fonctions de Green GW (E) et G+) (BE) 


1 
7 E-Ho+in 


1 


(+) = = 
Go (EF) | E-H+in 


GW) (BE) (13.97) 
et (13.95) devient 


as (E) =e ey + ves? (E)) 
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ce qui se récrit 
eH (ze) = af? (E)U —vef? (By) 


= G(E)+ PE) (E)+ (Eva (Eva (B)+--- 
(13.98) 


On en déduit le développement perturbatif de Oo”, ou développement de 
Born 


pen = PE (13.99) 


I+ SG yyy" 


La convergence des développements (13.98) ou (13.99) n’est évidemment pas 
garantie. Si G(E)V possède une valeur propre Ag de module > 1, le déve- 


loppement de Born ne converge certainement pas car (1 — AGE" (E)V) test 
singulier pour À = Ap j 


AGS? (E)V = Aow = (1 - À5 GP (E)V y = 0 


ce qui implique que (1 — AG Envy est singulier pour À = Àj! < 1, et le 
rayon de convergence de la série est < 1. 

Montrons aussi l’orthogonalité des fonctions yO? et pe? pour k’ Æ k, en 
utilisant la notation (y, Y) = (old) pour le produit scalaire 


Œ a L 1 ce 
(v: 0) = (ar ve) 


— (6. hh a 1 (4) 
p CE Var) 
(+) 1 (+) 
= = - 1 ml 
(onto + Vp wh?) 0300) 
— (+) 1 (+) 
7 (ov Bor) 


= (yz, pg) = (27) 0% (k — k’) 


13.5.2 Matrice T et matrice S 


Nous avons déjà introduit la matrice T au § 13.4.2, et nous en donnons 
maintenant une définition équivalente dans le cadre de la théorie opératorielle 
T(E)=V +V : V=V+V : T(E) (13.101) 
g E-H+in — E — Ho + in f 
Vérifions que cette nouvelle définition obéit bien aux propriétés attendues, en 
particulier 


lop ITER = (ve IVIL) (13.102) 
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En effet, d’après (13.96) l’action de T(E) sur yz est 


T(E) pz =V (1 4 v) pg = VO? (13.103) 


1 
E-H +in 
dont (13.102) découle immédiatement. 

La théorie opératorielle permet de retrouver simplement la condition d’uni- 
tarité (13.82). Écrivons la seconde expression de T(E) dans (13.101) et son 
hermitien conjugé 


1 1 
T(E) = V + V———_T(E Tİ (E) = V + TŻ (E) — 
(E) =V +V Te) = V+T EE — 
(13.104) 
d’où l’on déduit 
1 1 
T=V(Tt-Ti_—_ V | —____ 
E — Ho —in E — Ho +in 
+ 1 1 
Ti = TT ————_ |T — V———_T 
Ue saa ee are ) 
On soustrait ensuite la seconde équation de la premiére 
+ + 1 1 ee 
TT = -T' | —— — —— | T = —-2inT'0(E — Ho)T 
E-— Ho -in E-Ho+in 
(13.105) 


Il faut prendre garde au fait que Ô(E— Ho) ne commute pas avec T. Cependant, 
on peut écrire 


(E — Ho)T = Tô(E' — Ho) (13.106) 
En effet, prenons l'élément de matrice de T entre les ondes planes |¥} et |k’) 


(k'|6(E — Ho)T\k) = ô(E — E)T(k',k 
(k'|\T5(E' — Ho)|k) = ô(E' — E)T(k',k 


RES RUES 


Pour terminer la preuve de la relation d’unitarité, introduisons dans (13.105) 
la relation de fermeture sur les vecteurs |k”) afin d'écrire Ô(E — Ho) sous la 
forme 


3h 
HE Ho) = | IRs — EP" 


et prenons les éléments de matrice de (13.105) entre les ondes planes |k) et 
Ik’). On retrouve alors (13.82) 


il >, > “ir FP rhkm “eee > > > 
Jj [ekk -T (ER) = -p | pT (ek PUR”) (13.107) 


Nous avons défini la matrice T pour une valeur déterminée E de l’énergie car 
E = f?k?/2m = E' = hk’? /2m pour une diffusion élastique. En fait, il est 
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parfaitement possible de prendre des éléments de matrice de (13.101) entre 
ondes planes |k) et |k’) d’énergie différente : h2k2/2m 4 h2k'?/2m. On dit 
alors que la matrice T est hors couche d’énergie. 

Il reste a définir un dernier objet, la matrice S, reliée à la matrice T par 


S = I —2ind(E — Ho)T (13.108) 


La matrice S n’est définie que pour k = k’, c’est-à-dire sur couche d’énergie : 
S(k',k) = (k'|S|k) = 0 si k’ # k. La propriété essentielle de la matrice S est 


son unitarité 
SİS = SS =I (13.109) 


Montrons cette propriété à partir de la définition (13.108) 

S'S = (I + 2inô(E — Ho)T") (I — 2ind(E — Ho)T) 
= I + 2inô(E — Ho)T' — 2inô(E — Ho)T + 4n76(E — Ho)T'5(E — Ho)T 
= I — 2ind(E — Ho)(T — Tt + 2inTt5(E — Ho)T) = I 

où nous avons utilisé (13.105). La démonstration de 9ST = I suit le même 


canevas. Les éléments de matrice S peuvent également s’exprimer en fonction 
des états pe et po) 


S(k', k) = (og. |Sleg) = OO) (13.110) 


Démontrons cette relation 


(a) = (antf) ver) 


1 
Ex: — Ex + in 


= (pre) + (pra) 


D'autre part, 


(+) 1 (+) 
(vg. vf ) = (Pgp) + (ee pees ) 


1 (+) 
he ) 
Er — Ew +in (ve vi 


ce qui donne 


(UPE) = OEE + (ve, V) 


1 1 
= (ar P E — R iról Ey — Ex) CA vue?) 
(13.111) 
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On retrouve la définition (13.102). La forme (13.111) de S donne une démons- 
tration simple de la relation d’unitarité : en effet 

(vg lSt leg) = (gl Slog.)* = OD WP = WOO) 
ce qui implique 


(pg IS Sl yg) = D rls leg.) (Pen lS 


Rv 


= PEP WO OW) 


E" 


Mais dans la somme sur k”, on peut ajouter les états liés |Y p) car T bp) = 


0 et 
DL (pl + D Wa) bp =I 
k" 


de sorte que 
lor 1St Slop) = (WEP YEP) = (2n)85O (k — k’) 


13.5.3 Collisions inélastiques 


Passons maintenant au cas des collisions inélastiques. Dans une collision 
élastique, il n’y a aucun changement de quelque sorte que ce soit dans l’état 
interne des particules incidentes 


A+X>A+X (13.112) 


Il peut arriver que dans l’état final une des deux particules, par exemple A (ou 
les deux), se trouve dans un état orbital excité, ou un état de spin différent 
de l’état de spin initial, ce que nous noterons A* 


AAS AY ae (13.113) 


Il peut aussi y avoir des réarrangements internes, par exemple dans le cas 
d’une collision entre deux noyaux, les nucléons de l’état final peuvent être 
redistribués pour former des noyaux différents des noyaux initiaux 


A+ Xa BAY (13.114) 


Enfin, il arrive que l’on trouve plus de deux particules dans l’état final, par 
exemple 
A+X-—-B+C+Y+Z (13.115) 


Nous ne traiterons pas ce dernier cas de figure, et, pour fixer les idées, nous 
allons considérer que les seules réactions possibles sont (13.112) : élastique 
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et (13.114) : inélastique!*. Ce cas suffira pour comprendre le raisonnement à 
suivre dans le cas général : voir aussi l’exercice 13.6.8. Un ensemble (A, X), 
(B,Y), etc. est appelé ensemble de voies possibles pour la réaction. Toutes les 
voies ne sont pas nécessairement accessibles, car pour qu’une voie soit ouverte, 
il faut une énergie suffisante. Nous appelons (A, X) la voie a et (B,Y) la 
voie 3: Pa et yg désignent les états internes comme l’état de spin, ha et hg 
les hamiltoniens h;x des degrés de liberté internes 


haa = €aPa have = €g/B (13.116) 
Le hamiltonien dans les voies a et p s’écrit 
h2 


2Mo 
2 


Voiea : H=-— 


VE + ha + Va = Ha + Va 
(13.117) 


h 
Voie 5 : H= + 
mg 


V? + hg + Vs = Hs + Va 


Le potentiel V, est celui du système {A,X} et Vg celui du système {B,Y }. 
Les collisions seront toujours décrites dans le référentiel du centre de masse et 
les sections efficaces seront toujours données dans ce référentiel. Les variables 
dynamiques comme l’énergie totale E, le vecteur d’onde k dans une voie don- 
née, etc. seront celles du centre de masse ; les masses Ma et mg seront donc 
les masses réduites 


MAMX mpmy 


Ma = —— mg = —— (13.118) 
MA + MX MB + my 
La conservation de l’énergie s’écrit 
ok, PR 
E = ex c= 13.119 
€a + 2Ma ep + 2mMg ( ) 


À chaque voie, on peut associer une onde plane pexp(ik - 7) et une onde 
sphérique que l’on choisit sortante pour la voie a et entrante pour la voie 6. 
L'indice a désigne l’ensemble (ka, œ) et Vindice b l’ensemble (kg, 3). Le com- 
portement asymptotique!® de WS est en onde plane plus onde sphérique 
sortante dans la voie a et en onde sphérique sortante dans la voie 3 


Bs ri ikar 
Voiea : ut) >, Pa eters FH (A) m 
Ho" 
Voie 8 : „Zo POF Ga (Re) —— (13.120) 


14. Voir Messiah [1959], chapitre XIX pour une étude plus complète. 
15. Nous utilisons des lettres majuscules afin de distinguer a (état interne) de a (onde 
plane). 
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tandis que celui de gi) est en onde plane plus onde sphérique entrante dans 
la voie 5 et en onde sphérique entrante dans la voie a 


= —ikpr 
Voie : vw? „Z $8 eike? +56 ’ (Qs) — 
(13.121) 
| és ev ikar 
Voiea : ~ Lafnp (Qa) 


La section efficace inélastique do(a — b)/dQ, d’émission de la particule B 
dans la direction Q, = Qg se déduit de (13.120) : elle fait intervenir le rapport 
du flux de particules finales B a celui des particules initiales A, et donc le 
rapport des vitesses dans le centre de masse, vp/Ua 


do(a — b) 


= (05) | 13.122 


Comme au § 13.4.2, on introduit les éléments de matrice T entre ondes planes 


27h? (+) 
T(a — b) = (b|T|a) = ere *) (Os) (13.123) 


d’où une expression alternative de la section efficace qui fait intervenir la 
densité d’états finaux D (E) (8.136) pour V = 1 


do(a—b) 2r 


dQ hua 


Ta b)| DE) (13.124) 


Écrivons les équations de Schrödinger pour po) et ÿ avec des hamiltoniens 
respectifs H et H, pour une même valeur F de l'énergie 


HV) = ED HU” = BuO) (13.125) 
Compte tenu de 
h2 
He 2 + hint + V 
2m, 
v=a,3 
À h2 2 % 
=s + hint + 
5 m” t+V (13.126) 
v=a,3 
on déduit 
a | rg) Wo» Sago 
fer ORCS sv) -E Ev 
r<R =a,ß y v=a,ß á 


= (bf (H — Aye) (13.127) 
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où nous avons pris la limite R — oo dans le second membre de (13.127). En 
utilisant la méme stratégie que dans le § 13.4.2, nous obtenons 


h2 E TE ; 
D Ww (HPP WY) = 4PH - Auto) (13.128) 
ae 


avec 


W(f, 9) = im Lf 0Z- SL) Ran, (13.129) 


En raison de (yg|Ya) = ag, le calcul de WT, uw) dépend uniquement 
de deux contributions : (1) celle de londe plane dans gt) associée à l’onde 
sortante dans US") et (2) celle de l’onde plane dans y) 


entrante dans gt), et (13.128) donne 


associée à l’onde 


= Sng Ta (Q) + a m le *(-O4) = (ÔH — AY) (13.130) 


Comme première application de (13.130), choisissons H = H avec comme 
résultat 


= i, Oh) = — LOT (Re) (13.131) 


On peut définir une matrice f correspondant au potentiel V par analogie avec 
(13.123) 


A Qn? at, 
a) = -E [fa I (9a) (13.132) 
L’équation (13.130) s’écrit en fonction des éléments de matrice de T et T 
(b|T|a) — (IÊ a) = (HL H - HIT) (13.133) 


Par convention, (b|T|a) = 0 si la voie a est fermée à londe HO, et inverse- 
ment (b|T|a) = 0 si la voie 8 est fermée à Ponde wv. Si l'on choisit À = Hg, 
H — Hg = Vg, alors $e se réduit à Ponde plane ®,, et (13.123) à 


(lT la) = (Del Val WE) (13.134) 
Une seconde formule pour (b|T |a} se déduit de (13.130), si l’on choisit H = Ha 


et H=H 
(b|T a) = (Wf Valda) (13.135) 
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L’approximation de Born consiste 4 remplacer ut) et go par des ondes 


planes 
Tp(a — b) = (®p|V3|®a) = (PoVal Pa) (13.136) 


Comme application de (13.133), nous allons généraliser aux collisions inélas- 
tiques la relation d’unitarité (13.105). De l’équation (13.134) et de 


1 
wth) = (1 T ey aes Va) Pa 

o i ee (13.137) 
yO) = (1 o oaao )o 

è E-A- ha 


on déduit une expression opératorielle pour les éléments de matrice T 


1 


b|T a) = (®5|Vg|®q) + (Pal V ——_ 
(Tla) = Vale) + (Po Ee 


Val$a) 
(13.138) 


1 
b|T a) = (®5|Va|®a) + (Dol Vo =——— Vala 
OT" la) = (Bil Va Ba) + (Bal Vs =—_— ValBa) 


in 


En soustrayant membre à membre ces égalités et en tenant compte de (13.136), 
on obtient la relation d’unitarité 


(ICT — Tt)]a) = —2in(®p|Vg6(E — H)Va|®q) (13.139) 


Pour transformer cette équation, on introduit un systéme complet d’états 
oS?) et joy, en y ajoutant éventuellement des états liés |W g) 


(27) ° SWE) WO] = (27)? SEP) GOP] = 7 
ce qui donne pour le second membre de (13.139) 


= @I(T —T")|a) = =r X D, (E) J'ér'man (ire) (13.140) 


où |n) représente une onde plane et nous avons utilisé 


(GiIVal DE) = (IT In) 


13.5.4 Symétries de la matrice T 


La propriété de symétrie la plus importante de la matrice T est celle liée au 
renversement du sens du temps (annexe A2). Soit © l’opérateur antiunitaire 


correspondant et 
Poa = OP, Po, = OP, (13.141) 


13. Théorie de la diffusion 589 
\i 
= O 


(a) T(ks, ka) 


(b) TCka, kp) 


ka 


(c) T (ka, Ko) 


FIG. 13.7 — Les collisions sont décrites dans le référentiel du centre de masse. 
Les vecteurs d’onde de la particule représentée par un cercle sont tk, et thy. 
(a) Réaction directe : ka — kp. (b) Renversement du temps : —k, — —ka. 
(c) Réaction inverse : ke — ka. 


les états qui se déduisent par renversement du temps de ®, et ®,. Pour 
des particules sans spin, le renversement du sens du temps consiste à inverser 
les impulsions et à échanger les états initiaux et finaux. Pour des particules 
de spin non nul, il faut en outre inverser la projection du spin sur un axe fixe. 
Calculons l’élément de matrice T (Pos — Poa) en supposant le hamiltonien 
et les potentiels invariants par renversement du sens du temps 


e'Ve=V 67H68 =H (13.142) 
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L’élément de matrice T s’écrit 


1 
Oo Oa ( oa; | Q Q | o ) 
T(Per — Poa) Poa, | Va +V E-H+i Ve | Pov 


= (o8, e607! [Va +Va vo] 0, ) 


= C2 ofva 4%, Fo vo] d) (13.143) 


où nous avons utilisé l’antiunitarité de © : ©i©7t = —i. Cette antiunita- 
rité implique aussi (Oy, Ow) = (Y, p) de sorte que (13.143) devient grâce à 
(13.138) 


L 
T( Gey > Poa = (®, a Oat 13.144 
(Per — Poa) »» Va + Ve ara (a=b) (18.144) 
On obtient donc la propriété fondamentale 
T(@b > Oa) = T(a > b) (13.145) 


Cette égalité entraîne la propriété de microréversibilité pour les sections effi- 

caces, compte tenu de vw, = vop et Da = Doa 

do(@b — Oa) 
dQ, 


do(a — b) 


v Dy (E) d 


= va Da (E) (13.146) 


Appliquons (13.145) au cas de la diffusion élastique de particules de spin zéro 
T(a > b) = T (ka — ky) = T (kp, ka) 


Dans ce cas, la propriété de symétrie (13.145) devient 


> > 


T (ks, ka) = T(—ka, —ko) (13.147) 
Si, de plus, le potentiel est invariant par parité, on obtient 
T(—kp, —ka) = T (kp, ka) (13.148) 
et en combinant les deux symétries 
T (kp, ka) = T (ka, ko) (13.149) 


Ces résultats sont illustrés sur la figure 13.7. La collision (kp — ka) est ap- 
pelée collision inverse de (ka — kp), et (13.149) montre que les éléments de 
matrice T de la collision directe et de la collision inverse sont égaux. Ce n’est 
pas nécessairement le cas pour des collisions de particules de spin non nul. 
Au premier ordre de la théorie des perturbations, ou de façon équivalente 
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à approximation de Born (13.136), les élements de matrice T sont donnés 
par Tha = (b|V |a) et Tap = (a|V|b) = (b|V|a)*. La section efficace étant pro- 
portionnelle à |T,,|? = |Tya|?, les sections efficaces du processus direct et du 
processus inverse se déduisent l’une de l’autre à cet ordre. Ainsi que nous 
venons de l’observer, cela n’est pas nécessairement vrai à tous les ordres du 
développement de Born. 


13.6 Exercices 


13.6.1 Pic de Gamow 


1. On se propose d'évaluer la section efficace de la réaction 
2H + 3H + He +n (13.150) 


à l’intérieur d’une étoile où règne une température de l’ordre de 107 K. Cette 
réaction particulière a été choisie pour fixer les idées, mais ce qui suit s’ap- 
plique à toute réaction nucléaire dans une étoile. Montrer que l’énergie ciné- 
tique des noyaux incidents 2H et *H est de l’ordre du keV. Pourquoi les atomes 
sont-ils complètement ionisés ? En physique nucléaire, la relation suivante est 
souvent utile : dans un système d’unités où À = c = 1, la relation entre le 
fermi et le MeV s'écrit 
1fm~* ~ 200 MeV 


Vérifier cette relation. Le potentiel V(r) entre les deux noyaux incidents est 
le potentiel coulombien répulsif V(r) = e?/r pour r > R et un potentiel 
nucléaire attractif pour r < R, avec R © 1fm. Montrer que e?/R est très 
grand par rapport à l'énergie cinétique E des noyaux incidents. 

2. Montrer qu’en physique classique les deux noyaux ne peuvent pas s’ap- 
procher à une distance plus faible que ro = e?/E, et la réaction nucléaire 
(13.150) ne peut se produire. En physique quantique, la réaction est possible 
grâce à l'effet tunnel. En utilisant (12.109), montrer que la probabilité d’effet 


tunnel est 
9 To e2 1/2 
pr(E) = exp = I fon (< — )| dr 


où y est la masse réduite : E = pv?/2, v étant la vitesse relative des deux 
noyaux. Montrer que y = (6/5)mp, où la masse du proton mp = 940 MeV/c’. 
Pour calculer pr(E), on pourra faire le changement de variables 
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En déduire 


Pr(£) = exp (- =) Ep = m ue 
Ep 
avec a = e?/(hc) ~ 1/137. Donner la valeur de Eg en MeV. 
3. Justifier la forme approchée de la section efficace de la réaction (13.150) 


AT 
o(B) ~ + Pr(E) 
en admettant que la réaction nucléaire se produit dès que les noyaux entrent 
en contact; k est le vecteur d’onde E = h?k?/(2u). 

4. D’après (13.1), le nombre de réactions nucléaires (13.150) par unité de 
temps est ninevo(v), où n; et ne sont les densités de noyaux incidents et 
de noyaux cibles. Cependant, les vitesses n’ont pas une valeur fixée, et pour 
obtenir le taux de réaction dans l'étoile, il faut moyenner sur la distribution 
de Maxwell des vitesses 


u 3/2 uv? 
Pa(v) = Gi) PAP (- FT) 


La quantité physiquement pertinente est la moyenne (vo). En intégrant sur 
les angles, montrer que 


3/2 poo 2 
u 3 pv 
=4 d — 
(vo) T GE) f vv’a(v) exp ( £7) 


En déduire, en effectuant le changement de variables v — E 


222 3/2 poo 
igre 167“h u dE e- F/(kBT)e- V EB/E (13.151) 
de 3 (2rkgT | 

H TKB 0 


Montrer que l’intégrand dans (13.72) exhibe un pic aigu pour une valeur 
E = Ep de l'énergie, avec 


1 2/3 
Fy = (kn? VEn) 
et que la largeur AE de ce pic est donnée par 
AE x El (kBT)5/6 
Ce pic est appelé pic de Gamow, et il détermine l'énergie Ep pour laquelle la 


réaction (13.150) a une probabilité maximale : le taux de réaction dans l'étoile 
est contrôlé par Eo. Estimer numériquement la position du pic et sa largeur. 
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13.6.2 Diffusion de neutrons de basse énergie par une 
molécule d’hydrogéne 


1. On considére dans un premier temps la diffusion d’une particule par les 
deux noyaux 1 et 2 supposés différents d’une molécule diatomique, sans tenir 
compte du spin. Le centre de la molécule est situé à l’origine des coordonnées, 
et le détecteur à une distance r de la cible. Les noyaux 1 et 2 sont situés aux 
points R/ 2 et =F] 2, avec R < r. Montrer que l’amplitude de diffusion par 
la molécule est 


j=mexp(-53.À) +aep(5.f) 


où K est le vecteur d’onde des particules incidentes, k'= kr, hq = h(k! — k) le 
transfert d'impulsion, tandis que a; et az sont les longueurs de diffusion sur 
les noyaux 1 et 2. Tracer la section efficace en fonction de l'angle 0 entre k' 
et k lorsque qR ~ 1. 

2. On se place dans le cas de la diffusion de neutrons par une molécule 
d’hydrogéne en tenant compte du spin du neutron et des protons. On suppose 
l'énergie suffisamment basse pour que qR < 1. Quelle doit être la valeur de 
l'énergie en eV pour que cette condition soit réalisée ? Si les neutrons sont 
produits dans un réacteur, à quelle température doivent-ils être refroidis (cf. 
§ 1.4.2) ? On définit le spin total $ de la molécule 


| 
nS = 5 h(a + G2) 


şı et G sont les matrices de Pauli décrivant les spins des deux protons. 
Montrer que l’amplitude de diffusion s’écrit dans l’espace des spins en fonction 
des longueurs de diffusion a, et at 


(a as)(Fn È 5) 


z 1 
f= 3 (4s t 3a+)1 H 


3. Si l’on traite l'interaction neutron-proton au moyen d’un potentiel ef- 
fectif (13.41), la constante g est fixée par les caractéristiques du potentiel. En 
déduire qu’en raison d’un effet de masse réduite, on doit utiliser 4a/3 comme 
longueur de diffusion sur les protons liés dans une molécule d'hydrogène, si 
a est la longueur de diffusion d’un neutron sur un proton libre. La section 
efficace est donc à multiplier par un facteur 16/9 : c’est l’effet de liaison chi- 
mique. Cet effet de masse réduite est présent pourvu que l'énergie du neutron 
soit suffisamment faible pour ne pas pouvoir exciter les niveaux de vibration 
de la molécule. 

4. La molécule d'hydrogène peut exister dans deux états de spin : le para- 
hydrogène de spin zéro et l’orthohydrogène de spin un. Quelle est la section 
efficace totale neutron-parahydrogène ? Est-elle sensible au signe de as ? 


594 Physique quantique : Exercices et applications 


5. Calculer la section efficace totale neutron-orthohydrogéne en supposant 
la molécule non polarisée. Suggestion 


Tr(A @ B}? = (Tr A?) (Tr B?) 


13.6.3 Propriétés analytiques de l’amplitude de diffusion 
neutron-proton 


L’objectif de cet exercice est de relier les propriétés des états liés et des 
résonances à l’amplitude de diffusion. On se limitera à l’onde s. On négligera 
la différence de masse neutron-proton et on définira M ~ mp = Mnp : la masse 
réduite est donc M/2. On néglige tout effet lié au spin. 

1. Soit u(r) la fonction d’onde radiale (réelle) d’un état lié, en l’ocurrence 
le deutéron. Elle est caractérisée par son comportement asymptotique et sa 
normalisation N 


r— oo u(r) ~ Ne” avec f u?(r) dr = 1 
0 


Montrer que dans le cas du puits sphérique de la figure 13.4, de portée R et 
de profondeur Vo 
2 2Kk!? e287 


(KR + k?)(1 + «R) 


avec k! = ,/M(Vo—B), kx = VMB, B étant V’énergie de liaison. Tracer 
qualitativement u(r). 

2. Soit g(k,r), une solution de l’équation radiale se comportant asympto- 
tiquement comme 


ME 
k = —— 
avec i 


r> : g(k,r) x er 


Montrer que la fonction d’onde u(k,r) est donnée par 


u(k,r) = g(—k,r)g(k) — g(k, —r)g(—k) g(k) = g(k,r =0) 


et que élément de matrice S, S(k) vaut 


— e?ið(k) — g(k) 
an IH) 


3. On prolonge analytiquement g(k,r) à des valeurs complexes de k. Mon- 
trer que 


g` (k, r) = g(—k*,r) S*(k*) = aay = SK) 


4. Calculer g(k) et S(k) pour le puits sphérique et montrer que g(k) est 
une fonction entière de k (c’est-à-dire analytique pour tout k). 
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5. On peut prouver que pour un potentiel décroissant plus vite que 
exp(—pr) lorsque r — oo, g(k) est analytique dans le demi-plan Im k < 4/2, 
et on admettra ce résultat dans la suite de l'exercice. Montrer que si S(k) a 
un pôle sur l’axe imaginaire, k = ik,0 < «K < u/2, alors ce pôle correspond à 
un état lié du potentiel. Montrer que si S(k) a un pôle à k = h — ib, |b| < u/2, 
alors nécessairement b > 0. 

6. Le cas du pôle à k = h — ib, b > 0, est celui d’une résonance. Montrer 
qu’un choix pour S(k) satisfaisant aux conditions de la question 3 est 


(kK—h—ib\(k+h—ib)  k—h—ib 
(k—h+ib\(k+h+ib) k—-h+ib 


S(k) = pourk~h 


Supposant b < h, déterminer le comportement du déphasage 6(k) en fonction 
de k en montrant que 


h—-k 
cot ô = —— 
b 
En déduire que 6 passe par 7/2 pour k = h et que la section efficace se met 


sous la forme dite de Breit- Wigner 
_ Ih? hl? /4 
~ ME (E — Ep)? +#T2/4 


CA (13.152) 
Relier Eo et I à b et h. Montrer que h = 0 correspond à un état virtuel. 
7. Démontrer la relation 
Ou Ou! |" ss Ou 
uw — — u — = 2% | u2(r’)dr’ u = — 
| ðk Ok |o 0 He Or 
En étudiant cette relation pour r — 0 et r — co, montrer qu’au voisinage du 
pôle k = ik 


—iN? 
OST i 
8. Montrer que la fonction 
glk) + 9(—k) 
k cot 0(k) = ik = 
FR = aA) 


est analytique en k au voisinage de k = 0, tend vers une constante pour k — 0 
et est une fonction paire de k. En déduire que l’on peut écrire 


p S dl 
k cot ô(k) = Er + 5 rok? + O(k*) 


Démontrer les relations 


2 1 2 
CR 
K Ka 1 — Kro 


qui relient les paramètres (K, N) du deutéron aux caractéristiques (a, ro) de 
la diffusion de basse énergie. Calculer ro sachant que B = 2.22 MeV et a = 
5.40 fm, et comparer au résultat expérimental ro = 1.73 fm. 
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13.6.4 Approximation de Born 


1. Calculer l’amplitude de diffusion f8(q), g = k'— k, à l'approximation 
de Born lorsque le potentiel a la forme dite de Yukawa 


eur 


ur 


V(r) = Vo 


En déduire da/dQ et otot. 
2. Examiner la limite y — 0 avec Vọ/u — e° =cste : le potentiel de 
Yukawa tend vers le potentiel coulombien V(r) = e?/r. Montrer que 


2 


do et 

dQ 16E? sin* 6/2 os 
où E = h?k?/(2m) est l’énergie incidente. Ce résultat a été obtenu par Ru- 
therford en utilisant un raisonnement de mécanique classique (la mécanique 
quantique n’existait pas encore!), et il est appelé section efficace de Ruther- 
ford. C’est aussi le résultat obtenu par un traitement rigoureux du potentiel 
coulombien en mécanique quantique. Il est remarquable que l’approximation 
de Born, dont la validité est plus que douteuse dans ce cas, donne le résultat 
correct pour la section efficace (mais non pour l’amplitude f(0)). 


13.6.5 Optique neutronique 


1. Diffusion par une lame mince. On considère un faisceau de neutrons 
de basse énergie de vecteur d’onde k dans le vide, qui traverse une lame très 
mince d'épaisseur 6 perpendiculairement à cette lame ; dans un premier temps, 
on néglige les effets liés au spin. Les neutrons sont détectés après leur passage 
dans la lame en un point d’ordonnée z sur l’axe Oz perpendiculaire à la lame, 
Vorigine O étant choisie au centre de la lame. Si un neutron est diffusé par 
un noyau de la lame situé à une distance s de O, montrer que l’amplitude de 
probabilité pour observer le neutron diffusé en z est 


a . 
Ps = == er r = V5? +22 


où a est la longueur de diffusion. L’amplitude de probabilité pour trouver un 
neutron en z est la somme de l’onde incidente exp(ikz) et de l’onde diffusée 


par la lame 
eikr 


r 
où la somme porte sur tous les noyaux de la lame; en déduire 
eikr 


ik 


OO 


ylz) = e1"? — 2rapô 


z 
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où p est la densité volumique de noyaux. La limite r — oo donne un résultat 
nul si l’on moyenne sur les oscillations et on en déduit 


p(z) = (1 — Qin eè) ene 


2. Indice de réfraction. Lorsque les neutrons traversent la lame, celle-ci se 
comporte comme un milieu d’indice de réfraction n, qui, comme en optique, 
transforme le vecteur d’onde k — k’ = nk ou de façon équivalente la longueur 
donde À > A = A/n. En comparant avec le résultat de la question 1 lorsque 
(n — 1)kô € 1, déduire 


27ap = ap)? 


bs 1 — 
4 k2 27 


Lorsque n < 1, un faisceau de neutrons arrivant en incidence quasi-rasante 
sur la surface plane d’un cristal peut subir une réflexion totale (la diffé- 
rence d’indice entre le vide et l’air est négligeable) : si l’angle d’incidence est 
(x/2 — 0), 0 & 1, montrer que l'incidence critique est 


paa” 


T 


Estimer numériquement ĝe pour des valeurs typiques : À = 1 nm, p = 107? m~’ 


et a = 10fm. La propriété de réflexion totale est utilisée pour construire 
des guides de neutrons, qui font partie des instruments de base de l’optique 
neutronique. 

3. Effets de spin : noyaux de spin 1/2. Dans les questions suivantes, on 
étudie les effets liés au spin des neutrons et des noyaux. Reprenant les résultats 
de l'exercice 3.3.9 et utilisant (13.46), montrer que les amplitudes fa, fo et fe 
de cet exercice sont données en fonction des longueurs de diffusion triplet a; 
et singulet a, pour des noyaux de spin 1/2 par 


fa=-3(mta)  f=-Elu-a)  fe=-a 


Montrer que l'intensité diffusée par le cristal est 


1 er) , oN 
T = —(3a; + as)? X` eit) 4 —_ (a, — as)? 
T t s) > 16 ( t s) 
où N est le nombre de noyaux diffuseurs. Le premier terme de Z correspond à 
une diffusion cohérente et le second a une diffusion incohérente (exercice 1.6.7). 
On définit une section efficace cohérente et une section efficace incohérente en 
intégrant Z sur les angles 


vi 
Ocoh = J% + as)? Oinc = — (a = as) 
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Dans le cas de la diffusion par l'hydrogène, a; = 5.4 fm et a, = —23.7 fm. Éva- 
luer numériquement ©coh et Cinc et montrer que Cine >> con. Cette propriété 
est particulière à l'hydrogène, car en général les deux sections efficaces sont du 
méme ordre de grandeur. Montrer que la longueur de diffusion a utiliser dans 
le calcul de V’indice de réfraction est celle définie par la diffusion cohérente 


Qef = z at + ; as 
Quelle est l'interprétation physique des poids 3/4 et 1/4? Quel est le signe de 
deg pour V’hydrogéne? Peut-on obtenir une réflexion totale des neutrons sur 
de V’hydrogéne liquide ? 
4. Diffusion par des noyaux de spin j. On suppose que les noyaux diffuseurs 
ont un spin 7; soit 


T 


=J+ 


Eu 


le moment angulaire total du système noyau+neutron, A/2 étant l’opéra- 
teur de spin du neutron. Montrer que amplitude de diffusion noyau--neutron 
s’écrit dans l’espace des spins en fonction de deux longueurs a et b 


-f=a+2 (2-7) 


Soit a+ = aj41/2 et a- = a;_1/2, les deux longueurs de diffusion correspon- 
dant aux diffusions dans les états de moment angulaire total i4 = j + 1/2. 
Montrer que 
a+ = a +b] a- =a—b(j +1) 
et inversement 
(G+as+ja] b= 5 Flay -a] 
= a = —— — _ 
gj TOTI Dirt 


5. Diffusions cohérente et incohérente. Si les noyaux et les neutrons ne sont 
pas polarisés, quelles sont les probabilités que la diffusion ait lieu dans les états 
i} = j + 1/2 et i_ = j — 1/2? En utilisant les résultats de l'exercice 1.6.7, 
montrer que les sections efficaces cohérente et incohérente sont données par 


AT 
(27 + 1)? 
Fees Ar j(j + 1) 

m= aj FT)? 


Ocoh = (j } Lay H ja}? = Ana? 


la+ — a-]? = 4j (j + 1)b? 


Vérifier que l’on retrouve bien les résultats de la question 3 lorsque j = 1/2. 
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13.6.6 Section efficace d’absorption de neutrinos 


L’objectif de l'exercice est de calculer la section efficace d’absorption des 
neutrinos par des neutrons 


v+pon+er 


à partir de la vie moyenne du neutron, qui se désintégre suivant la réaction 
(1.2) 
n—p+e +7 


Ce calcul est possible car l’interaction responsable des deux phénomènes est la 
même, l'interaction faible, et les deux processus peuvent être reliés. L'élément 
de matrice de transition pour le calcul de la vie moyenne du neutron peut 
s'écrire 

Tri = GrMi(orloi) 


où les fonctions d’onde de l’état initial et de l’état final sont des ondes planes 
normalisées dans un volume Y et de la forme 


l igra 


JV 


Gr est la constante de Fermi, ou constante de couplage des interactions 
faibles, My; un élément de matrice sans dimensions dépendant des spins!6. 
On appelle Eo = (mn — Mmp)c? ~ 1.2 MeV, l'énergie disponible dans la désinté- 
gration (on peut prendre à une excellente approximation m, = 0). Soit Pa = 0 
(supposant le neutron immobile), P = Pp; D = pe et ¢ = py les impulsions dans 
l'état initial et dans l’état final, K = P?/(2m,), E et cq l'énergie cinétique 
du proton et l'énergie totale de l’électron et du neutrino. La conservation de 
Vénergie-impulsion s'écrit 


P+p+q=0 K+E+cq=E 


Montrer que l’on peut négliger K : K < E, cq. Soit dl'/dE, la probabilité de 
désintégration du neutron, par unité d'énergie E de l’électron final. On peut 
montrer qu’il n’y a pas de corrélations entre l’impulsion de l’électron et celle 
du neutrino. Montrer que, dans ces conditions, la probabilité de transition 
s'écrit en fonction de la densité d'états D de l’électron et du neutrino 


dr 27 E 
T = H GR (Mp?) V- DE). (E — Fo) 
AT | 4r (Eo-— E} 


rh) c2 


= 27 2 12 
az h Gr |M gil ) | CAE 3 


16. M}; dépend aussi de deux constantes sans dimension de l’ordre de 1, gy = 1, la 
constante de couplage vectorielle, et g4 = 1.25, la constante de couplage axiale. 
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(|M fil?) représente la somme sur les spins finaux et la moyenne sur les spins 
initiaux de l’élément de matrice de spin. Pour obtenir la vie moyenne 7 = 1/T, 
il faut intégrer sur FE. L'intégrale 


Eo 
I(Eo) = | dE E(Eo — E) VE? — m2c? 
Mec? 
peut se calculer exactement, mais nous nous contenterons d’une approxima- 
tion ultrarelativiste négligeant la masse de l’électron 
Eo E® 
I(Eo) = dE E°(E — E} = — 
0 30 
En déduire l’expression de la vie moyenne 


1 GiB 


TT 607%h(ñc)S 


Quelle est la dimension de Gr/(hc)°? Estimer Gp à partir de la vie moyenne 
T ~ 880s et comparer avec la valeur précise 


GEL 117 x 105 Gev-? 
(fic)8 


2. Montrer que la section efficace différentielle d’absorption des neutrinos 
par les neutrons est donnée par 


do 2r 
dQ he 


Ep 


2 J2 
GF (|Mzil ) (Qrh)3c? 


où E est l’énergie du positron e* et en déduire 


1 | Gr : 2 p2 
Prot Y Z kA (ñc) E 


Vérifier que Gtot a bien les dimensions d’une surface. Estimer numériquement 
Otot pour des neutrinos solaires de 8 MeV, et en déduire que le libre parcours 
moyen des neutrinos solaires dans la Terre se mesure en années-lumière. 

3. La théorie de Fermi utilisée dans cet exercice donne une section ef- 
ficace isotrope : l’interaction a lieu uniquement dans londe s, l = 0. En 
utilisant (13.51), montrer que le résultat obtenu pour la section efficace d’ab- 
sorption ne peut pas être valable à très haute énergie et estimer l'énergie 
au-delà de laquelle la théorie de Fermi doit être modifiée. Cette modification 
est connue, C’est la théorie électro-faible de Glashow-Salam-Weinberg, compo- 
sante du modèle standard qui unifie interactions faibles et électromagnétiques, 
et où la constante de Fermi est reliée à la charge de l’électron et à la masse 
des bosons W* et Z° : Gr ~ e?/Mÿ,. 
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13.6.7 Non hermiticité de Ho 


1. On se propose de montrer que le hamiltonien libre H pris entre une 
onde plane p, et une onde sphérique sortante pr n’est pas hermitien. Mon- 
trer que 


A= (os, Hows" ) = (Hows, Vu") 


= (Ea — Es) (go, YP) — (en, VO?) 


Si Ho était hermitien, on aurait A = 0. Mais ce n’est pas le cas car g, et yh 
ne décroissent pas assez vite à linfini. Si Ea = Ey, montrer que 


A=- (es, vu) = —Tha 


et que A = 0 si Ea # Ey. Le problème de l’hermiticité de V Ho par exemple 
ne se pose pas, car la décroissance rapide de V pour r — oo assure cette 
hermiticité. 
2. Montrer que pour des fonctions arbitraires Xa et Xb 
h? 
(xb, Hoxa) — (Hoxe; Xa) = = WG: Xa) 


(voir (13.129)). Retrouver les résultats de 1 en posant Ya = phy et Xb = Yb 
et en utilisant les formes asymptotiques. 


13.6.8 Unitarité et théorème optique 


1. On se propose de montrer la relation d’unitarité (13.58) en suivant le 
canevas de la démonstration donnée au § 13.4.2. Soit wz et Yg, deux solutions 
de l’équation de Schrödinger d'énergie E = h2k?/2m = h2k’?/2m avec un 
potentiel qui peut être complexe V(r) 


(V + vel) = VUE 
(V + wt, = vue) 


En multipliant la premiére équation par ve, et la seconde par Yz, déduire 


dim 


be Nr — vgV dE, = G2 im Virdee, 
2. Pour évaluer 


Oz Ot, 
Wgt) = lim | (vp, PE — vg DE 


Jim | (ui, SE - ) RaQ, 
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on utilise le comportement asymptotique de pz = wo? et vr, = [wos 
a Pare eikr 
den) © eT + f (kr, k) 
T—00 T 
wey ay eT ikr 
we (r) ~ eo T+ f (knk) 
T—00 r 


PEE o Pan ey ikr 
w (e P e E eT + f(kr, k) ) 


I > > — e = =, 
WT ED —) = ar sE’, E) 
ikr ikr 
WF GE Š —, FE, À) Š ) = ak [FR FOIE. Han, 


En déduire (13.58). 
3. Généralisation. On se place maintenant dans le cas des collisions inélas- 
tiques avec des voies a, 3, ... et des potentiels Vy, Vg... réels 


woe eikar 
wt) ms Pa Es faala) | 


r 
eiker 
a Py fya(Qy) fa 
eiker 
WO =e Ê RTE faala) — 
eiker 
re Py fyo(Qy 7 VB 


Montrer que 


D w.(uitrwlt) =0 


u= pya 


et en déduire à partir du comportement asymptotique de go et gt) la 
relation 


Th Th ih? ky 
=a" foal 5) — TE fipa) O E S Fs) ) foa(Qr)dQ 
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En remplaçant les amplitudes de diffusion f par des éléments de matrice T, 
en déduire la relation d’unitarité (13.140) 


1 $ * 
z Pa- Tal = -rÿ D, (E) J TT. do, 


4. En choisissant a = b dans la relation précédente, et en reliant |Tya|? à 
la section efficace différentielle do(a — v)/dQ,, montrer que 


Ava 
/ [Tua P D(F), = Soi 
= 27 


En déduire le théorème optique 


4 
ot = = Im faa (0 = 0) 


a 


13.6.9 Opérateurs de Møller 


1. On définit l'opérateur de Møller Q) par yP = Qpa, soit 


1 1 
g) = Le yo Ny 
ae ae FE Hi 


Montrer que 


OF = ST HE) (en 


En déduire que Q est une isométrie 
(QR =F 
tandis que 


AHO) = 7 5 lbs) (bal 
B 


où >} représente une somme sur les états liés. 
2. Relation avec la matrice S. Montrer que 


S= (Q0)! Q) 
3. Renversement du sens du temps. Montrer que 
ey = vO 
où O est l’opérateur de renversement du sens du temps, ce qui entraîne 
Oy) = pe 
En déduire la relation équivalente à (13.145) 


Seb,Ea = Sab 
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13.7 Bibliographie 


On trouvera un exposé de la théorie des collisions plus complet que celui de 
ce chapitre dans Messiah [1959], chapitres X et XIX, Rodberg et Thaler [1967] 
ou Landau et Lifschitz [1966], chapitres XVII et XVIII. La théorie de la dif- 
fusion à basse énergie est exposée par Bethe et Morrison [1956], chapitres IX 
à XI, ou dans Cohen-Tannoudji [1999]. 


Chapitre 14 


Particules identiques 


En physique classique, il n’existe pas d’identité stricte de deux particules : 
on peut toujours distinguer deux boules de billard par un trait de peinture 
sans modifier leurs propriétés mécaniques et, dans une collision, on peut tou- 
jours suivre chaque boule individuellement. En revanche, en physique quan- 
tique, rien ne permet de distinguer deux électrons, deux protons, deux atomes 
d’hélium*... : ces particules sont strictement identiques. Toutefois, il convient 
de faire la distinction entre identiques et indiscernables!, distinction que nous 
allons expliquer sur un exemple. À des températures S 1K et à des pres- 
sions Z 30 MPa, 1’*He est un solide cristallin. Deux atomes d'°He situés en 
des nœuds différents du réseau sont identiques, mais discernables : leur posi- 
tion dans le réseau permet de les étiqueter. En revanche, dans l’°He liquide, 
les atomes se déplacent et sont indiscernables. Cette identité/indiscernabilité 
a des implications remarquables sur la courbe de fusion à des températures 
S 300 mK, parce que le liquide est plus ordonné que le solide (cf. par exemple 
Le Bellac et al. [2004], exercice 5.7.6). En d’autres termes, pour que deux 
particules identiques soient indiscernables, il faut qu’elles puissent se dé- 
placer de façon à “se rendre compte” qu’elles sont identiques. Le spectre 
de rotation-vibration d’une molécule diatomique homonucléaire (§ 14.1.2) 
donne un autre exemple de la distinction identité/indiscernabilité. Toutefois, 
Ginsberg et al. [2007] ont montré l’indiscernabilité de deux condensats de 
Bose-Einstein distants de 160 um. 

La section 14.1 énonce le postulat de symétrisation, introduit les statis- 
tiques quantiques et développe quelques applications simples. La section 14.2 
traite la diffusion de particules identiques. Lorsque l’on a affaire à N particules 
identiques, N >> 1, ou états collectifs de N particules, les effets des statistiques 
quantiques jouent un rôle crucial à basse température. Nous examinerons les 
états collectifs de fermions dans la section 14.3 et les états collectifs de bosons 
dans la section 14.4, en développant l’aspect condensation de Bose-Einstein. 


1. Selon le Petit Robert : entités identiques — entités parfaitement semblables tout en 
étant distinctes, et indiscernable — qui ne peut être distingué d’une entité de même nature. 
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14.1 Bosons et fermions 


14.1.1 Symétrie ou antisymétrie du vecteur d’état 


Afin d’introduire le concept d’indiscernabilité quantique sur un exemple 
concret, commengons par le cas de deux particules “presque” identiques, deux 
atomes d’oxygéne '°O et 18O, l’analogue du trait de peinture étant le choix 
de deux isotopes différents pour les noyaux, et considérons un état |W) formé 
d’un atome d’oxygéne {50 (particule 1) et d’un atome d’oxygéne 18O (par- 
ticule 2) dans leur état fondamental. Nous appellerons |a) et |b) deux états 
possibles pour chaque particule. Ce seront, par exemple, des états propres des 
opérateurs P, J, ... étiquetés par l'impulsion p de l'atome, la composante 7, 
de son spin?, ... 


(a) (b) 


Fic. 14.1 — Diffusion '60-t5O. (a) Angle de diffusion 0. (b) Angle de diffusion 
(x — 0). 


la) = |Ð; jz; +.) |b) = |", dz, ++) 


Nous noterons |a; ® b2) l’état à deux particules où la particule 1 est dans 
l'état |a) et la particule 2 dans l’état |b), par exemple? [ai Q b2) = |p(1) & 
p'(2)). Pour fixer les idées, on peut supposer que les particules ont interagi par 
exemple dans une collision (figure 14.1) et qu’elles se trouvent dans un état 
intriqué |W). Les tests effectués sur les particules 1 et 2 sont bien individualisés, 
les deux tests s’effectuant dans des régions d’espace trés éloignées, comme 
dans les expériences discutées dans la section 11.2. Deux détecteurs D; et 
Dz permettent de déterminer P, jz, ... pour chacune des deux particules : D: 
détecte l’atome de 150 avec une impulsion p, Də détecte l’atome de 180 avec 


2. Les atomes de 160 et de 180 ont un spin 2 (état 3P2, cf. § 16.2.2) et l’état fondamental 
est 5 fois dégénéré. Si nécessaire, on peut lever cette dégénérescence par effet Zeeman dans 
un champ magnétique. 

3. Nous avons procédé à une légère modification de la notation, car la notation |p; @p'2) 
pourrait être ambigué : la particule 1 est dans l’état d’impulsion p, et non pi. 
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une impulsion p” (figure 14.1a), ce qui permet d’effectuer un test |a1 Q b2) sur 
l’état |W). La probabilité pour que l’état |W) passe le test |a; Q b2) est 


Pay—s[ar,ba] = (a1 8 bol D) (14.1) 


On peut aussi envisager la configuration inverse et mesurer la probabilité que 
le détecteur D: enregistre l’atome de 180 et Do l’atome de {60 (figure 14.1b), 
qui est différente de (14.1a) : cette probabilité correspond au test |a2 @ b1), 
où l’atome de 180 a une impulsion p et l’atome de {50 une impulsion p”, et 
sauf cas particulier 

Pw—[ao,b1] # Pw — [a1 ,b2] 


Supposons maintenant les particules 1 et 2 identiques, deux atomes de 18O, 
par exemple. Comme il n’est pas possible de les suivre dans la collision, elles 
sont non seulement identiques, mais aussi indiscernables. Si les énergies mises 
en jeu dans l'interaction entre les deux particules sont de quelques eV, rien 
ne distingue a priori ce cas du cas précédent, car les interactions 180-180 et 
160-160 sont strictement identiques. Ce n’est qu’à des énergies de l’ordre du 
MeV que des différences dues aux noyaux pourraient se faire sentir, et pourtant 
les deux cas vont différer de façon radicale, même à basse énergie. Lorsque les 
deux particules sont identiques, cela n’a plus de sens de parler du test |a1@be) : 
il peut être commode de numéroter formellement les deux particules, et donc 
de parler des tests |a1 ®b2) ou |a2 b1), mais une telle numérotation n’a pas de 
signification physique. Il n’est pas physiquement acceptable d'écrire un état 
de la forme |a1 @b2) (sauf éventuellement si a = b), car on ne peut pas affirmer 
que la particule 1 est dans l’état a et la particule 2 dans l’état b ou l'inverse, 
étant donné que l’on ne peut pas les distinguer. Le problème se pose donc de la 
définition correcte de l’état |a Qb). Cet état doit être physiquement identique 
à |b Q a) et ne peut en différer que par une phase, qui dépend éventuellement 
de a et de b 


lagb) = e bga) 
ba) = er |a gb) (14.2) 
On en déduit* 
eiva eifat — ] (14.3) 
Définissons les nouveaux vecteurs 
lagb) = eæ/24@b) 
bgay = et/2p@a) (14.4) 


Nous avons au lieu de (14.2) 


pay = e=%/2bg a) = e/la @ b) 
cian +0va)/2]q @ b)’ = +|a@ by’ 


4. Si l’on admet que ap est indépendant de a et b : 045 = Oba = 9, et il en découle 
directement exp(2i0) = 1, exp(id) = +1. 
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car d’aprés (14.3), 


ei(dar+0ba)/2 — 44 


On peut donc toujours choisir les phases des vecteurs |a @ b) et |b @ a) de 
telle sorte que ces vecteurs soient symétriques ou antisymétriques dans la 
permutation a + b 


e symétrique la@b) = +|b@a) (14.5) 

e antisymétrique |[a@b) = —|b@a) (14.6) 

Il en résulte que les amplitudes (a @ b|Y) sont aussi, soit symétriques, soit 
antisymétriques 

e symétrique (a@bv) = (b@ a|Ÿ) (14.7) 

e antisymétrique (a &b|¥) = —(b@ a|Y) (14.8) 

Cette propriété de symétrie ou d’antisymétrie est caractéristique du couple 


de particules identiques considérées. Elle ne peut pas dépendre des états |Y) 
ou |a Q b). Supposons, en effet, que pour le même couple de particules on ait 


une amplitude symétrique si |W) = |®,) et une amplitude antisymétrique si 
[Y) = |®2) 

(a@blb1) = (b@al%1) 

(agba) = -b8 al») 


La linéarité de la mécanique quantique nous permet aussi de choisir un état 
combinaison linéaire de |®,) et de |®2) 


|W) = 181)(P1[%) + |82) (82V) 
où l’on a supposé (®)|®2) = 0. On aurait alors 
(a @b|Ÿ) = (a 8 b|P1)(P11Ÿ) + (a @ b2) (82V) 


Cette amplitude de probabilité n’est ni symétrique, ni antisymétrique dans 
l'échange a + b et elle est physiquement inacceptable. Il est nécessaire que 
(®1|Ÿ) = 0, ou que (S2|Ÿ) = 0, pour tous les états |W). Si (@2|V) = 0, les 
transitions UV — ® 5 sont interdites et |®2) n'appartient pas à l’espace des 
états à deux particules. Il existe seulement deux possibilités pour le com- 
portement dans l’échange de deux états, a +> b, correspondant à deux types 
d’amplitudes : 
e les amplitudes symétriques (14.7) : les particules sont alors appelées des 
bosons ; 
e les amplitudes antisymétriques (14.8) : les particules sont alors appelées 
des fermions. 


14. Particules identiques 609 


Le caractére bosonique ou fermionique d’une espéce de particules est appelé 
sa statistique. Ainsi que nous allons le voir dans un instant, les électrons 
sont un exemple de fermions, et on dit aussi que les électrons obéissent à la 
statistique de Fermi (ou Fermi-Dirac), tandis que les photons, qui sont des 
bosons, obéissent à la statistique de Bose (ou Bose-Einstein). 

L'opération qui consiste à échanger les numérotations est une transforma- 
tion passive (§ 7.1.1). On peut aussi échanger les états a et b en déplaçant 
les particules dans l’espace, ce qui est une transformation active. Dans cette 
transformation active, le déplacement peut engendrer une phase non triviale 
pour des raisons topologiques, ainsi que nous l’avons vu dans la section 12.6. 
On montre (voir par exemple Comtet et al. [1992]) que, dans cet échange, 
le facteur de phase ne peut être que +1 dans un espace à trois dimensions. 
Si l’on associe l’indiscernabilité à l’impossibilité de suivre les particules dans 
leur mouvement dans l’espace, alors il ne peut exister que des bosons ou des 
fermions. Cependant, à deux dimensions, des facteurs de phase différents de 
+1 sont autorisés, ce qui entraîne l’existence de “statistiques fractionnaires” 
et de particules appelées anyons, qui ne sont ni des fermions, ni des bosons. 

Nous avons déjà remarqué qu’il est commode de numéroter artificielle- 
ment les particules : 1,2, ... La relation (14.7) implique alors que le vecteur 
d'état d’un système de deux bosons doit être symétrique dans un échange des 
numérotations 1 + 2 


Leds = = (lu © b2) + laz @ b1)) (14.9) 


et (14.8) que celui de deux fermions doit étre antisymétrique 
1 
v2 


L’échange a + b est bien sûr équivalent à celui des numérotations 1 + 2. 
Si les particules n’ont pas de degrés de liberté internes (spin, etc.), l’état des 
particules peut être caractérisé par leur fonction d’onde u,(r) = (rla) et 
u(r) = (r |b}, et la fonction d’onde du système est dans le cas de bosons 


la 8 b)r = (a ® bz) — jaz © b,)) (14.10) 


Ce ee (wa (7) (72) + a (72)uo(7)) (14.11) 


v2 


et dans le cas de fermions 


Ce eee (wa (un (7) = a(F2)uv(71)) (14.12) 
V2 

Nous venons d’écrire le vecteur d’état, ou la fonction d’onde, de deux parti- 

cules identiques sans spin indépendantes. En présence d’interactions, la fonc- 

tion d’onde sera une combinaison linéaire de fonctions d’onde du type (14.11) 

ou (14.12), mais même en l’absence d’interactions, le vecteur d’état, ou la 
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fonction d’onde, ne sont pas de simples produits tensoriels : l’espace des états 
pour un couple de particules identiques n’est pas Vintégralité de HH @ HP, 
mais seulement le sous-espace formé des vecteurs symétriques dans un échange 
des numérotations s’il s’agit de deux bosons, et antisymétriques s’il s’agit de 
deux fermions. Ces deux espaces sont invariants par l’évolution temporelle, 
car le hamiltonien doit être invariant dans l’échange 1 + 2 : [H, Piz] = 0, ot 
Pi, est l'opérateur de permutation des numérotations. 

Le raisonnement que nous avons suivi pour deux particules et qui nous a 
permis de distinguer le cas symétrique et le cas antisymétrique ne se généralise 
pas à trois particules et plus, car l’identité des particules n’entraine plus auto- 
matiquement la symétrie ou l’antisymétrie du vecteur d’état. Considérons le 
cas de trois particules identiques et appelons P une permutation des indices 
1,2 et 3 


(1,2,3) & (P1, P2, P3) 
par exemple, la permutation qui échange 1 et 3 (transposition) 


(1,2,3) Z5 (3,2,1) 


Ces permutations peuvent être représentées par des matrices dans un espace 
à six dimensions. Les 6 permutations possibles sont la permutation identité 
(I), les 3 permutations de deux indices P;;, ou transpositions, la permutation 
circulaire P123 et son carré P?,,. Comme ces permutations ne commutent pas 
toutes entre elles, par exemple Pio P23 4 P23P19, les seuls vecteurs propres 
communs aux six permutations sont complétement symétriques ou compléte- 
ment antisymétriques. En fait, il existe 4 sous-espaces invariants’. 
e Un espace à une dimension symétrique dans toute transposition, sous- 
tendu par un vecteur propre commun aux six permutations. 
e Un espace à une dimension antisymétrique dans toute transposition, 
sous-tendu par l’autre vecteur propre commun aux six permutations. 
e Deux espaces invariants 4 deux dimensions partiellement symétriques. 
Le raisonnement suivi pour deux particules repose sur le fait que les deux 
sous-espaces invariants sont 4 une seule dimension 


Poja © b) = +\b © a) 


Au-delà de trois particules, la seule conclusion que l’on peut tirer de l'identité 
des particules est qu'aucun résultat physique ne doit être modifié quand on 
permute les numérotations des particules de l’ensemble. Considérons donc 
une propriété physique A(1,2,3) et un opérateur unitaire Up qui représente 
l’action de la permutation dans l’espace de Hilbert des états 


UpA(1, 3,902 = A(P1, P2, P3) 


5. La construction explicite de ces quatre sous-espaces est donnée dans Ballentine [1998], 
chapitre 17 ou Peres [1993], chapitre 5. 
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L’unitarité de Up se déduit de UŽ = I. Soit |W) le vecteur d’état des trois 
particules identiques. L’identité des particules implique que la valeur moyenne 
de A vérifie 


(U|A(1, 2, 3)|W) = (W|A(P1, P2, P3)|V) 


Pour un système de trois particules identiques, cette égalité est vérifiée non 
seulement par les états complètement symétriques ou antisymétriques, mais 
aussi par les états partiellement symétriques®. Pour éliminer ces états partiel- 
lement symétriques qui ne semblent pas exister dans la nature, nous sommes 
conduits à énoncer un postulat supplémentaire” de la mécanique quantique. 
Postulat de symétrisation. Le vecteur d'état d’un système de N particules 
identiques est, soit symétrique dans l'échange de la numérotation deux quel- 
conques des particules dans le cas de bosons, soit antisymétrique dans le cas 
de fermions. 

Le postulat de symétrisation entraîne que la fonction d’onde de N bo- 
sons (fermions) doit être symétrique (antisymétrique) dans l’échange de deux 
quelconques des numérotations de deux particules. Dans le cas des fermions, 
la fonction d’onde s’écrit donc comme un déterminant, appelé déterminant de 
Slater. Écrivons-le explicitement pour trois fermions identiques indépendants 


1 Ua(71) Ua(72) Ua(73) 
(71,72,73|@@b@c)p= 7 ur(71) ualr) — up(73) (14.13) 
` ueli) ue(T2) ue(T3) 


Dans ce cas, si par exemple Ua = up, la fonction d’onde s’annule. Ceci est 
appelé principe de Pauli, bien que ce “principe” découle en fait de l’antisy- 
métrisation. On énonce souvent ce principe sous la forme : il est impossible 
de mettre deux fermions ou plus dans le méme état. La signification de cet 
énoncé est évidente si les fermions sont indépendants. S’ils ne le sont pas, il 
implique que les fonctions d’onde admissibles sont des combinaisons linéaires 
de déterminants de Slater. 


6. En fait, les sous-espaces invariants forment des “rayons généralisés”, et tous les vecteurs 
d’un tel sous-espace sont physiquement équivalents. En effet, d’aprés le lemme de Schur, les 
opérateurs invariants sous les permutations sont des multiples de l’identité dans les sous- 
espaces invariants, et leur valeur moyenne dans ces sous-espaces est indépendante du choix 
du représentant du “rayon généralisé”. En particulier, l’évolution temporelle conserve les 
sous-espaces invariants car le hamiltonien est invariant sous toute permutation : voir Mes- 
siah et Greenberg [1964]. En fait, s’il existait des particules identiques dont les états soient 
partiellement symétriques, on pourrait les transformer en bosons ou fermions en ajoutant 
des nombres quantiques supplémentaires, voir la note 8 et l’exercice 14.5.1 : l’adjonction de 
la couleur permet aux quarks d’être des fermions. 

7. Toutefois, Peres [1993], chapitre 5, montre que les “parastatistiques” se heurtent à de 
sérieuses difficultés d'interprétation physique, ce qui justifie le postulat de symétrisation. 
On peut aussi invoquer l’argument topologique mentionné ci-dessus pour se restreindre au 
cas des fermions et des bosons. 
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14.1.2 Spin et statistique 


Dans les équations (14.11) à (14.13), nous avons supposé les particules 
sans degré de liberté interne, et en particulier sans spin. Lorsque l’on tient 
compte des degrés de liberté internes, l’échange des numérotations doit se 
faire sur tous les nombres quantiques caractérisant l’état des particules. En 
particulier, on doit effectuer cet échange sur les degrés de liberté de spin. Il est 
remarquable que spin et statistique soient intimement reliés par le théorème 
spin-statistique, qui énonce que les particules de spin entier (0, ,2ñ, ...) sont 
des bosons, tandis que les particules de spin demi-entier (f/2,3h/2, ...) sont 
des fermions. Ainsi les photons, particules de spin 1, sont des bosons, et les 
électrons, neutrinos, protons et neutrons, particules de spin 1/2, sont des 
fermions. La preuve du théorème spin-statistique utilise la théorie quantique 
relativiste, ou théorie des champs quantifiés relativistes, mais elle nécessite un 
arsenal mathématique important et la maîtrise de concepts difficiles ; il n’est 
malheureusement pas possible d’en donner ici une idée intuitive, même si un 
début de preuve est esquissé au § 19.5.3. Il est frustrant de constater qu’il 
n'existe aucun argument élémentaire justifiant ce résultat fondamental, dont 
l'énoncé est pourtant tout à fait simple®. 

Après cet énoncé fondamental, revenons sur les vecteurs d’état (14.11) 
et (14.12). Comme nous venons de le voir, des bosons de spin zéro peuvent 
parfaitement exister (mésons 7, atomes d’4He, ...) et un vecteur d'état du 
type (14.11) représente sans problème l’état d’un système de deux bosons de 
spin zéro. En revanche, pour un système de deux fermions, le spin ne peut 
être nul et on doit en tenir compte dans l'écriture du vecteur d’état. Le cas 
le plus courant et le plus important en pratique est celui des fermions de 
spin 1/2 : électrons, protons, neutrons, ... Suivant les résultats du § 9.6.1, on 
peut former avec deux spins 1/2, soit un moment angulaire un, dont les trois 
vecteurs de base |jm), notés collectivement *4, sont 


[1,1) = |+1@+) 
[1,0) = J (8-2) +|-1 +2) (14.14) 
[1,-1) = |-1®-2) 


soit un moment angulaire zéro 


x = 10,0) = = (| H ®—2) — | 1 @+2)) (14.15) 


Il est évident sur (14.14) et (14.15) que les trois états x; sont symétriques dans 
Véchange 1 +> 2 et x, est antisymétrique dans ce même échange. Rappelons 


8. On peut faire le rapprochement avec l’énoncé très élémentaire du théorème de Fermat 
et la complexité de la preuve d’A. Wiles. Pour une tentative intéressante (mais pas entière- 
ment concluante) de donner une démonstration élémentaire du théorème spin-statistique, 
voir Berry et Robbins [1997]. Un résultat partiel est donné au $ 19.5.3. 
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que ces états sont appelés respectivement triplet et singulet, d’ot la notation 
xz et Xs. Les vecteurs d’état totalement antisymétriques d’un système de deux 
fermions sont donc, soit antisymétriques d’espace et symétriques de spin® 


(71, Tola © b)p = os (wo (F)us (7) — ta (F2)up(Fi)) xe (14.16) 


V2 


soit au contraire symétriques d’espace et antisymétriques de spin 
ne 1 = 4 = 
(ri, Tola @ b)r = Fa (wa (un (7) + ua (F2)uv(71)) Xs (14.17) 


Comme application, supposons les deux fermions de spin 1/2 dans un état 
de moment angulaire orbital l dans le référentiel de leur centre de masse. La 
partie angulaire de la fonction d’onde de la particule relative est harmonique 
sphérique Y” (F), où F = 7 — 7 est le vecteur joignant les positions des deux 
fermions. L’échange des numérotations est équivalent à 7 — —F, soit aussi 
f — —f. Or, d’après (9.71), la parité des harmoniques sphériques est (—1)! 


YP (=P) = (-1)'Y/"(F) (14.18) 


Dans le référentiel de leur centre de masse, un systéme de deux fermions 
indentiques de spin 1/2 se trouvera dans un état de moment angulaire orbital 
l pair si son état de spin est singulet, et dans un état de moment angulaire 
orbital | impair si son état de spin est triplet. On note habituellement $ le 
spin total, L le moment angulaire orbital total, J le moment angulaire total 
et ?StIL; l’état des deux fermions. Par exemple, un état 3P) correspond à 
S = 1,L = 1,J = 2 et un état ID à S =0,L = 2,J = 2. Le cas de deux 
bosons indentiques de spin zéro est encore plus simple : seuls les états de 
moment angulaire orbital pair sont permis. 

Les propriétés de symétrie du vecteur d’état de deux spins 1/2 se généra- 
lisent au cas de l’addition de deux spins 5 quelconques, pour former un spin 
total F = S + So, 0 < F < 2s. La propriété de symétrie des coefficients de 
Clebsch-Gordan!° 


l 7 bes ps 
O med =e tO jamana 

montre que les états de spin total 2F,2F — 2, ... sont symétriques dans 

léchange des numérotations, tandis que les états 2F — 1,2F — 3,... sont 


9. Pour des états à trois particules et plus, le vecteur d’état n’est pas en général le produit 
d’une fonction d’onde d’espace symétrique (ou antisymétrique) par un vecteur d’état de spin 
également symétrique (ou antisymétrique). Dans le cas de trois spins 1/2, l’état de spin 
total S = 3/2 est complétement symétrique, mais les deux états de spin total S = 1/2 sont 
partiellement symétriques. Si la fonction d’onde spatiale est partiellement symétrique, on 
peut dire d’une certaine façon que le vecteur d’état global devient complètement symétrique 
(ou antisymétrique) en ajoutant un nombre quantique de spin. 

10. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Bx. 
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antisymétriques dans cet échange. Comme application, montrons que ces pro- 
priétés de symétrie affectent le spectre de rotation d’une molécule diatomique 
homonucléaire, c’est-à-dire une molécule dont les deux noyaux sont stricte- 
ment identiques, appartenant au même isotope, par exemple la molécule 1H- 
TH = H3, par opposition à la molécule hétéronucléaire ‘H-?H ou H-D, où un 
proton est remplacé par un deutéron D = 7H : le deutéron est un isotope 
de l’hydrogène, noyau atomique formé d’un proton et d’un neutron. La dy- 
namique des noyaux est celle d’un rotateur sphérique (cf. § 9.3.1) dont les 
fonctions d’onde sont les harmoniques sphériques Y;” (f), où 7 est le vecteur 
joignant les deux noyaux. Les niveaux de rotation, ou le spectre de rotation, 
sont donnés en fonction de j par (9.54) 


gad i 
21 
où I est le moment d'inertie. 

Si l’on choisit l’origine des coordonnées au milieu de la droite joignant les 
noyaux, le hamiltonien H des électrons est invariant dans l’opération parité II, 
F— -r : (II, H] = 0 (cf. § 7.3.3). On peut donc diagonaliser simultanément 
II et H. Soit da), un vecteur propre de l’état électronique commun à H 
et II. Comme IH? = J, les valeurs propres de II sont +1, Hja) = pe) 
(cf. (7.52)). Dans la majorité des cas, et en particulier dans celui de la molécule 
d'hydrogène, l’état fondamental électronique correspond au signe +, ce que 
nous allons admettre dans la discussion qui suit. L'opération d'échange des 
numérotations des deux noyaux correspond à  — —7’, et dans cette opération 
la fonction d’onde des noyaux est multipliée par la parité de l’harmonique 
sphérique, (—1)/. Si les deux noyaux ont un spin s, le moment angulaire total 
F va de zéro à 2s. Le vecteur d’état total de la molécule doit être symétrique 
(resp. antisymétrique) dans l’échange des numérotations des deux noyaux si 
ces noyaux sont des bosons (resp. fermions), et lorsque les deux noyaux sont 
des bosons (s entier), deux cas sont possibles 

e F pair et j pair 

e F impair et j impair 
Le résultat est identique lorsque les deux noyaux sont des fermions (s demi- 
entier). La situation inverse prévaut bien str dans les rares cas ot la parité 
de Ya) est négative. Dans le cas de la molécule d’hydrogéne, le spin des pro- 
tons est s = 1/2, et F = 0 (para-hydrogène) ou F = 1 (ortho-hydrogène). 
La valeur de F fixe la parité de j : F = 1 correspond à des valeurs de j 
impaires, et F = 0 à des valeurs de j paires. Il n’y a pas de restrictions sur 
j dans le cas de la molécule H-D. En revanche, l'identité des noyaux n’af- 
fecte pas les niveaux de vibration. En effet, les noyaux n’échangent pas leur 
position comme dans une rotation : ils sont identiques, mais pas indiscer- 
nables. Une autre conséquence importante de la statistique est apparition 
de forces d’échange, qui sont en particulier responsables du magné- 
tisme. Le magnétisme correspond à Valignement d’un nombre ma- 
croscopique de spins électroniques dans une méme direction, et cet 
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alignement construit un moment magnétique macroscopique. Si l’alignement 
est produit par un champ magnétique externe et disparaît en l’absence 
de ce champ, on a affaire à un matériau paramagnétique. Si l'alignement 
persiste en l’absence de champ, on a affaire à un matériau ferromagnétique 
(fer, cobalt, nickel...). L’aimantation disparaît au-dessus d’une certaine 
température, appelée température de Curie To. Il existe un autre 
type de magnétisme, l’antiferromagnétisme, où les spins sont ordon- 
nés, mais l’ordre est alterné, de sorte que l’aimantation est nulle. 
Cet ordre antiferromagnétique disparaît aussi au-dessus d’une certaine 
température, la température de Néel Ty. Pour obtenir un matériau ferro- 
magnétique ou antiferromagnétique, il faut une interaction entre les spins 
suffisamment intense pour les aligner ou construire un ordre alterné selon le 
cas. En l’absence d’une telle interaction, l'agitation thermique tend à favoriser 
un état où l'orientation des spins est aléatoire et l’aimantation nulle. L’ori- 
gine de cette interaction ne réside pas dans le couplage entre les moments 
magnétiques des électrons : un calcul simple d’ordre de grandeur montre que 
la température de Curie, qui est de l’ordre de 10° K, ne dépasserait pas 1 K 
dans cette hypothèse. L’interaction à l’origine du magnétisme provient de la 
répulsion coulombienne entre électrons combinée avec l’antisymétrisation du 
vecteur d’état, qui a comme conséquence une compétition énergie cinétique- 
énergie potentielle (coulombienne). Considérons une paire d’électrons : si les 
électrons sont dans un état triplet de spin, leur fonction d’onde spatiale est an- 
tisymétrique, ce qui entraine une répulsion coulombienne faible, car la fonction 
d’onde s’annule lorsque les deux électrons sont voisins. En revanche, l’éner- 
gie cinétique est importante, car la fonction d’onde doit varier rapidement au 
voisinage du point où elle s’annule. La situation inverse prévaut lorsque l’état 
de spin est singulet. S’il est plus intéressant de minimiser l'énergie potentielle, 
les deux électrons auront tendance 4 aligner leur spins, ce qui implique une 
interaction de type ferromagnétique. Si, au contraire, l’énergie cinétique l’em- 
porte, on obtiendra une interaction de type antiferromagnétique avec un ordre 
alterné des spins. 

Le théoréme spin-statistique a pour conséquence que des noyaux de spin 
zéro comme *He, !°O, ... sont des bosons, mais ces particules sont composées, 
et une question intéressante est de vérifier la cohérence avec le théoréme spin- 
statistique, a partir de leur composition en constituants élémentaires (ou plus 
élémentaires). Naturellement, la question n’a de sens que si la particule reste 
intacte dans les réactions qu’on lui fait éventuellement subir, par exemple 
parce que les énergies mises en jeu ne sont pas suffisantes pour la dissocier 
en ses constituants. Plutôt que de raisonner en toute généralité, nous allons 
nous contenter d'examiner un cas particulier, celui du deutéron. Soit |A), le 
vecteur d’état du deutéron et (a @ b|A) = (ab|A), l'amplitude pour trouver 
dans le deutéron le proton dans l’état |a} et le neutron dans l’état |b), où nous 
avons supprimé le produit tensoriel pour alléger les notations. Introduisons 
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un second deutéron |A2) en supposant pour l’instant qu’un nombre quantique 
distingue le proton et le neutron de ce noyau de ceux du précédent. En nous 
inspirant de la chromodynamique quantique, imaginons que nous puissions 
attribuer une couleur aux protons et aux neutrons, verte pour le premier 
noyau et rouge pour le second. Nous aurons donc une seconde amplitude 
(a5b5|A5), le prime indiquant qu’il s’agit de neutrons et de protons rouges, 
tandis que l’amplitude correspondante pour le proton et le neutron verts est 
notée (a1b1|[ A1). Formons l’état à deux deutérons |A; A4). L’amplitude pour 
trouver le proton et le neutron verts dans les états a; et bı, le proton et le 
neutron rouges dans les états a4 et bf est, en utilisant les propriétés du produit 
tensoriel 


(a1b149b5|A1A5) = (a1b1|A1) (ab5| A3) 


Mais on ne peut pas peindre les protons et les neutrons en rouge ou en vert, et 
il nous faut revenir au cas réel, où amplitude est (a1b1a2b2| A1 A2). Comme 
le proton et le neutron sont des fermions, cette amplitude doit étre antisymé- 
trique dans les échanges de numérotation a, + ag et by > be 


(a1b1a2b2|A1 A2) = (a1b1|A1)(a2b2| A) = (a2b1|A1)(a1b2| A2) 
= (a1b2|A1)(a2b1| A2) + (a2b2| A1) la1b1| A2) 


Cette amplitude est symétrique dans léchange A, > A2 
(a1b1a2b2| A1 A2) = (a1b1a2b2| A2 A1) (14.19) 


et le deutéron est donc un boson. De façon générale, une particule composée 
d’un nombre pair de fermions est un boson, et c’est un fermion si ce nombre 
est impair. Ainsi le proton, formé de trois quarks de spin 1/2, est un fermion, 
tandis que le méson 7, formé d’un quark et d’un antiquark, est un boson. 
L’atome d’*He, formé de deux protons, deux neutrons et deux électrons, est un 
boson, alors que son isotope, l'atome d’*He, formé de deux protons, un neutron 
et deux électrons, est un fermion, ce qui a pour conséquence un comportement 
totalement différent de ces deux isotopes 4 basse température. On remarque 
que ces résultats sont compatibles avec le théoréme spin-statistique, puisque 
qu’avec un nombre impair de particules de spin demi-entier, on ne peut former 
qu’une particule de spin demi-entier, un fermion, tandis qu’avec un nombre 
pair de particules de spin demi-entier, on ne peut former qu’une particule de 
spin entier, un boson. 


14.2 Diffusion de particules identiques 


Revenons à la figure 14.1 que l’on peut interpréter comme décrivant la 
diffusion 160-180 dans le référentiel du centre de masse. Nous supposons 
la dégénérescence du niveau fondamental levée par un champ magnétique : 
les atomes sont dans le niveau Zeeman le plus bas (cf. § 15.2.3). Soit f(0) 
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Vamplitude de diffusion d’un angle @ de la figure 14.1a : les deux atomes 
d'oxygène sont déviés d’un angle 0. L’amplitude de diffusion de la figure 14.1b 
est alors f(m — 0) : les deux atomes d'oxygène sont déviés d’un angle m — 6. 
Supposons, ce qui est le cas le plus plausible, que les détecteurs D; et Də 
ne fassent pas la distinction entre les deux isotopes. Le taux de comptage du 
détecteur D; (et aussi celui de D2) sera alors proportionnel à 


p(8) = IFO) + f(a — 0)/? (14.20) 


Ce résultat donne aussi la section efficace différentielle (14.20) da/dQ. Dans 
(14.20), nous avons additionné les probabilités, car les états finaux [t60 dans 
D4, '8O dans D3] et [160 dans Dz, 80 dans D1] sont des états finaux différents 
en principe, méme si en pratique les détecteurs sont incapables de faire la 
différence. Dans le calcul de la section efficace totale, il faut prendre garde 
à ne pas faire de double comptage en multipliant (13.2) par un facteur 1/2 
(ou, de façon équivalente, en restreignant l'intervalle d’intégration sur 6 à 
0<0<7/2) 


oon = 5 f aD (FOP + Lt — DP) (14.21) 


Passons maintenant au cas de la diffusion 150-160. Bien que les interac- 
tions de physique atomique entre les deux isotopes soient strictement iden- 
tiques, les résultats sont totalement différents. En effet, les processus de la 
figure 14.1a et 14.1b ne peuvent plus être distingués, même en principe, et il 
faut donc ajouter les amplitudes. L’amplitude de diffusion f(@) est définie en 
attribuant formellement des numéros aux deux particules, les particules 1 et 2 
étant déviées de langle 4. L’échange des deux atomes correspond à 0 & x — 9. 
L’amplitude totale s’obtient en additionnant f(@) et f(x —0), le signe + étant 
imposé par la symétrie dans l’échange 6 > a — 0. Au lieu de (14.20), la 
probabilité de déclencher Dı est 


p(8) = 1f(8) + f(x — 6) (14.22) 


et la section efficace totale vaut 


x /2 27% 
Bit = . faro + fr = OP = J singag f délf(8) + f(x — 6)? 

| | (14.23) 
L’addition d’amplitudes suggère que la section efficace différentielle pourra ex- 
hiber des interférences, et c’est ce qui est effectivement observé dans de nom- 
breux exemples. On remarque que, compte tenu de la parité des polynômes 
de Legendre P;(—u) = (—-1) P(u), seules les valeurs de | paires interviennent 
dans la décomposition en ondes partielle de 


tot(0) = f(0) + f(a — 0) Ftot(8) = ftot(T — 0) 


L'exemple ci-dessus est celui la diffusion de deux bosons de spin zéro. 
La discussion est un peu plus complexe lorsque les particules ont un spin. 
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Limitons-nous à la diffusion de deux fermions identiques de spin 1/2, par 
exemple deux neutrons. Dans ce cas, on peut définir comme au § 13.2.4 une 
amplitude de diffusion f (0) qui est une matrice 4 x 4 dans l’espace produit 
tensoriel des deux spins. Si P; et Ps sont les projecteurs sur les états triplet 
et singulet, et si la diffusion ne change pas le spin total, on pourra écrire 


FO = [f:(8) + fela — 0)] Po +[f(0) — f(x — 0)| P: (14.24) 


ce qui assure l’antisymétrie espace+spin de l’amplitude. Si l’on développe 
suivant (13.16) [f;(0) + fs(a — 0)] et [f:(0) — f(a — 0)] en ondes partielles, 


la diffusion aura lieu dans les ondes | = 0,2, ... (ou ondes s, d, ...) pour des 
neutrons dans l’état singulet, et dans dans les ondes | = 1,3, ... (ou ondes 
p, f, ...) pour des neutrons dans l’état triplet. La section efficace s’obtient 


comme au § 13.2.4. Si la polarisation initiale de l’ensemble des deux neutrons 
est notée a et la polarisation finale 3, la section efficace différentielle sera 
doga a 2 
= 0 14.2 
ae — |(3F(6)la))| (14.25) 


Si on ne mesure pas la polarisation des neutrons finaux, on doit sommer sur 
b et si l’état initial est une superposition incohérente d’états de polarisation 
|a) avec une probabilité p, 


E = > Pa 2 al (81 fla) 


= D patalftfla) = Tr(pinft f) (14.26) 


où Pin est l’opérateur statistique initial des états de spin 
Pin = 5 Pala) (al 
Le 


Lorsque les neutrons initiaux ne sont pas polarisés, pin = 1/4 et 


do 
dQ Inon pol 


am) = aaa? + FEP.) (FP, i fr) | 


= ZAP. + LPP] = FLAP ep 
1 3 
= gO + f(a — 0)|? + I |fe(9) — filr — 9)? (14.27) 


Les poids 1/4 et 3/4 sont, bien sir, reliés au fait qu’il y a un seul état singulet 
et trois états triplets. La section efficace totale s’obtient par (14.23). Lorsque 
la diffusion est indépendante du spin, fs = fe = f, ce qui est le cas de la dif- 
fusion coulombienne de deux particules chargées, par exemple deux électrons 
(exercice 13.5.4) 


do 


an non pol ~ FOIS Lu | f(a où 0) = Relf (0) f* (a = 0)] 
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et le terme d’interférences est réduit d’un facteur deux par rapport à ce que 
Von obtiendrait dans le cas (interdit par le théoréme spin-statistique!) de la 
diffusion de deux fermions de spin zéro. 


14.3 Etats collectifs de fermions 


14.3.1 Le gaz de Fermi à température nulle 


La statistique a une influence déterminante sur le comportement d’un sys- 
téme de N particules identiques, N >> 1, que l’on peut appeler le comporte- 
ment collectif d’un tel système. Commençons par les fermions, en examinant 
le cas de N fermions sans interactions. On peut, par exemple, supposer que 
ces N fermions indépendants se trouvent dans un puits de potentiel dont les 
niveaux d’énergie £a pour une particule individuelle sont étiquetés par un in- 
dice a. L’indice a représente la totalité des nombres quantiques nécessaires 
pour spécifier l’état œ : impulsion, spin... Il peut parfaitement arriver, et c’est 
même le cas général, que plusieurs niveaux £a correspondent à la même va- 
leur de énergie : autrement dit, les niveaux d'énergie du hamiltonien d’une 
particule dans le puits de potentiel sont dégénérés. Essayons de construire le 
niveau d'énergie fondamental de l’ensemble des N fermions. Comme on peut 
mettre au maximum un fermion dans un état €a, l’état de plus basse éner- 
gie est obtenu en remplissant les niveaux un à un à partir du niveau le plus 
bas, jusqu’au moment où les N fermions ont trouvé leur place dans un niveau 
(figure 14.2). L'état de plus grande énergie £a max que l’on a dû utiliser pour 
placer tous les fermions est appelé niveau de Fermi et noté er!!. Prenons 
comme puits de potentiel une boîte cubique de volume V : un ensemble de 
fermions dans une boîte est appelé gaz de Fermi. L'état quantique d’un fer- 
mion est alors spécifié par la donnée de son impulsion p et de la composante 
m, de son spin : a = {p, mz}. En l'absence de champ extérieur, l'énergie est 
purement cinétique, € = p?/(2m) et indépendante de mz. À chaque valeur 
de p correspondent 2s + 1 états de même énergie et la somme sur a devient 
d’après (8.134) 


>. SN =(28+1)5 > ET fap (14.28) 


p,mz P 


A l'énergie de Fermi £p correspond une impulsion de Fermi pr 


2 
Ep = TE ou en général €p = 4/p4c? + MEt — me? (14.29) 
m 


11. Du point de vue de la thermodynamique, le système de fermions que nous considérons 
est un système à température nulle T = 0. Le niveau de Fermi est aussi le potentiel chimique, 
puisqu’à température nulle le potentiel chimique est l’énergie nécessaire pour ajouter une 
particule. À température non nulle, la probabilité d'occupation des niveaux au-dessus du 
niveau de Fermi est différente de zéro, et le potentiel chimique ne coïncide plus avec le 
niveau de Fermi. 
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El 


EF 


E2 
E1 


Fic. 14.2 — Remplissage des niveaux du gaz de Fermi. 


souvent appelée moment de Fermi. Comme l'énergie est une fonction crois- 
sante de p, tous les états {p,m_-} tels que p < pr auront un nombre d’oc- 
cupation égal à un. Il est maintenant immédiat de calculer l’impulsion de 


ied (2s +1)v (2s+1)V 4 
s+ 3 S+ T 3 

N = —,— d°p = —— — 14.30 
h3 La p h3 3 PF ( ) 

Si n = N/V est la densité de fermions, le moment de Fermi vaut 

Gr? 1/3 

= hn”? 14.31 
+ È + z i ee) 


Cette équation est valable aussi bien dans le régime non relativiste que rela- 
tiviste. La sphère de rayon pr est appelée sphère de Fermi et sa surface la 
surface de Fermi. Ces notions se généralisent au cas de la physique du so- 
lide, où l’on n’a plus la symétrie sphérique, mais une symétrie déterminée par 
le réseau cristallin : la surface de Fermi, qui acquiert alors une forme plus 
compliquée que celle d’une sphère, est un objet fondamental dans l’étude des 
propriétés électromagnétiques des métaux. On déduit de (14.31) l'énergie de 
Fermi dans le cas non relativiste où £ = p?/(2m) 


2 2 72/3 +2 
_ Pr Es | h n2/3 


EF = 9m [2541] 2m 


(14.32) 


La cas usuel est s = 1/2. L'énergie de Fermi est l’énergie caractéristique d’un 
système de N fermions dans une boîte de volume V. 

Il est instructif de donner un ordre de grandeur dans le cas particulier le 
plus important de gaz de Fermi, celui des électrons de conduction dans un 
métal. Prenons l’exemple du cuivre, dont la masse volumique est 8.9 g.cm~? 
et la masse atomique 63.5, ce qui correspond à une densité n de 8.4 x 1078 
atomes par m3. Le cuivre ayant un électron de conduction par atome, ce chiffre 
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donne aussi la densité d’électrons; reportant cette valeur dans (14.32) avec 
s = 1/2, on trouve pour le niveau de Fermi £p © 7.0 eV. Ceci est un ordre de 
grandeur typique pour les électrons de conduction dans un métal : l’énergie 
de Fermi est de quelques eV. 

Calculons maintenant l’énergie du gaz de Fermi. D’après (14.28) avec s = 
1/2, on trouve pour l'énergie du gaz 


y äi p? 3 
E= 2dp | — |] =N 14. 
Th? Jo bi (= el ee) 


où nous avons utilisé ’expression (14.30) de pr en fonction de N dans le cas 
s = 1/2. Une autre expression intéressante est celle de l’énergie par particule 
E/N 
2 
£ = (an2)?/8 5 n2 (14.34) 

L’énergie cinétique moyenne d’une particule augmente comme n?/3, Dans le 
cas d’un gaz d’électrons, l’énergie potentielle moyenne est de l’ordre de e?/d, 
où d x n71? est la distance moyenne entre deux électrons. L'énergie poten- 
tielle moyenne par particule est donc œ n!/3, et plus un gaz de Fermi est 
dense, plus l’énergie cinétique « n?2/% l'emporte sur l'énergie potentielle. Ce 
résultat est à l’opposé de celui d’un gaz classique, et contrairement à un gaz 
classique, un gaz de Fermi est d’autant plus proche d’un gaz parfait que sa 
densité est grande ! 

On peut donner une image intuitive du gaz de Fermi, en remarquant que 
la dispersion Ap sur l’impulsion est de l’ordre de pr, tandis que l’ordre de 
grandeur de la dispersion sur la position est V!/3. On tire donc de (14.31) 


Ap Ag ~ AN! (14.35) 


En raison du principe de Pauli, le À de l’inégalité de Heisenberg est transformé 
en hN'/3 : le volume occupé dans l’espace de phase est plus grand que pour 
des particules non identiques. 


14.3.2 Opérateurs de création et d’annihilation 


Les manipulations de fonctions d’onde a N particules sont trés fastidieuses, 
et pour cette raison, on préfère utiliser un formalisme opératoriel ou forma- 
lisme du champ de Schrédinger, souvent improprement appelé formalisme de 
la “seconde quantification” : une expression qui devrait étre bannie. Dans 
cette section, nous allons établir ce formalisme dans le cas des fermions!”, et 


12. Afin de simplifier les notations, nous supposons que les fermions sont polarisés, de 
façon à pouvoir négliger les degrés de liberté de spin. Il est aussi possible de considérer 
des fermions de spin zéro, ce qui serait évidemment absurde dans une théorie invariante 
de Lorentz. En revanche, une théorie invariante de Galilée s’accommode parfaitement de 
fermions de spin zéro. 
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nous le transposerons dans la section suivante au cas des bosons. Soit P une 
permutation arbitraire de (1,...,N) 


(1,...,N) = (P1,..., PN) (14.36) 


Cette permutation est représentée dans l’espace de Hilbert à N fermions HW? 
par un opérateur unitaire Up 


[Up®|(71,...,7v) = B(Fp1,...,7pw) (14.37) 


Si dp est la signature de la permutation P, nous devons avoir d’après le 
postulat d’antisymétrisation pour les fermions 


[UPS], Fv) = dpO®(F,...,7w) (14.38) 


Soit {ua(7’) = (7|a)} un ensemble de fonctions d’onde orthonormées à une 
particule! 


Ja un (r )ug(r) = dag (14.39) 


formant une base de l’espace des états à un fermion (relation de fermeture) 
So ua(F uz, 7’) = ôF- r’) (14.40) 


Une base des états à N fermions peut être construite à l’aide des fonctions 
d’onde normalisées 


TE- 

1 Uaa (T1 Uaa (TN 

= (14.41) 
Uan (r1) ste Uan (FN) 


L'idée de départ du formalisme opératoriel est de construire une base de l’es- 
pace de Hilbert pour N fermions en se donnant pour N fermions indépendants 
les nombres d'occupation Nna de chaque état |a}. En raison du principe de Pauli, 
le nombre nq ne peut valoir que na = 0 : état |a} non occupé, ou ng = 1 : état 
|a) occupé. Comme na = 0 ou 1, na vérifie n2, = na, et de plus >, na = N et 


13. Si H®) est le hamiltonien pour un seul fermion, on peut par exemple prendre comme 
fonctions ua(7) les fonctions propres d’un hamiltonien à une particule 


2 
HOY ua(#) = -5v + ue) ual?) = Eaua(r) 
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E =, No€a (voir la note 13). On pourra faire correspondre à un ensemble 
de nombres d’occupation {nq,} d’états individuels |a;), un état à N fermions 


[Dna mai) = assume) Xna =N (14.42) 
i=1 


Les états (14.42) sont appelés états de Fock, et ils forment une base ortho- 
normée de l’espace de Hilbert des états à N fermions. Dans l’état (14.41), 
Na, = 1 pour 1 < i < N et na, = 0 pour i > N. Une fonction d'onde à N 
fermions du type (14.41) s’écrit en général 


Dr... FN) = (Pise Fv |Meyy ees Magy) (14.43) 


Afin d’alléger les notations, posons na, = ni. Nous allons définir l’opéra- 
teur d’annihilation c; par son action sur un état de nombres d’occupation 
Th] 5005 Misc. 


ciln1, cs.) Nice .) = (—1)™ Noces — 1,. is .) (14.44) 


ci détruit un fermion dans l’état i. Le facteur (—1)” est choisi de façon à 
assurer l’antisymétrie dans l’échange de deux fermions, et pour définir 7; , il 
faut ordonner les nombres quantiques 7. Cet ordre est arbitraire, mais il est 
fixé une fois pour toutes. Le nombre n; est alors donné par 


i—1 
m =X n (14.45) 
k=1 
Déterminons l’adjoint c! de c; à l’aide de la définition de l’opérateur adjoint 


(Niria Ng eleil Miyac cs nise) AR net et 
= (n1,...,n,.….[eiln4,...,n!,...)* 
Cette équation sera vérifiée si l’action de ci est donnée par 
clini, ey de CP play ogni) (14.46) 


L’équation (14.46) montre que cl crée un fermion dans l’état i, pourvu que 
ni, = 0; si n; = 1, le résultat est zéro, ce qui rend compte du principe de Pauli 
selon lequel on ne peut pas mettre plus d’un fermion dans le méme état. Les 
opérateurs c; et cl obéissent à des relations d’anticommutation canoniques 


(RAC). En effet, d’après (14.44) et (14.46) 


ccilna,.….;m,.) = (—1)?*(1—ng)(1 + na) |ra,..., ni) 
= (1 —n;)|ni,...,i,.--) 
clej|ni,...,Miy...) = (—1)?%(2—nj)ni|m,...,ni,--.) 


= Nil, ie.) 
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L’anticommmutateur 


{a, cl} := cel + cle; (14.47) 
est donc un multiple de l'identité 
{ci ay =f 


Le facteur (—1)”, qui assure l’antisymétrie du vecteur d’état, conduit à des 
relations d’anticommutation pour les opérateurs c; et cj ainsi que pour cl etc! 
pour à Æ j. On montre (exercice 14.5.6) que les relations d’anticommutation 
complétes sont 


{ci, a} = Õij I {ci, cy} = {cl, ey =0 (14.48) 


L'opérateur N; nombre de fermions dans l’état i est 
N; = cle; Nilnu,..., ni...) = nanie Me, ---) (14.49) 


et l'opérateur nombre total de fermions 
N= 5 cle; (14.50) 


En effet, N compte le nombre total de fermions 


Nini,...,ni,-..) = (Èn) |n1,...,M4,---) (14.51) 
i=l 


Les opérateurs c; et ci changent le nombre de fermions d’une unité, et ils 
n’agissent pas dans HN) mais dans l’espace Hp somme directe des Æ{N), 
appelé espace de Fock 


Hp =H D HD @-.-@PBH™ @... (14.52) 


L'espace à zéro particule H, ou état du vide |0), est annihilé par tous les 
Ci : 


c;|0) =0 Vi (14.53) 


14.3.3 Opérateurs de champ et hamiltonien 


A partir des opérateurs c; et cl et d’un ensemble complet de fonctions 
d’onde a une particule {u;(7, t)}, on construit les opérateurs de champ Y (r, t)et 
wi (r,t) agissant dans Hp 


(14.54) 
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Dans (14.54), les champs sont écrits dans le point de vue de Heisenberg ; les 
champs dans le point de vue de Schrödinger sont donnés par (7) = w(7,t = 
0). On montre (exercice 14.5.6) que les opérateurs 7 et Y? sont indépendants 
du choix de la base {u;}. Ils vérifient les RAC à temps égaux 


LE), 0H} = {pi 0, vi(r",0} = 0 
{YF t), Y (P t)} = (FF) 
La dernière relation se déduit de la relation de fermeture (14.40). 


La relation d’orthogonalité (14.39) permet, quant à elle, de mettre l’opé- 
rateur nombre de particules sous la forme 


(14.55) 


N= farm) (14.56) 


On en déduit les relations de commutation de N avec Yt et 4 en utilisant 
[A, BC] = {A,B}C — B{A,C} (14.57) 


On obtient les deux relations de commutation qui sont conjuguées hermi- 
tiennes 

IN, gr) = —v(r) IN, yi (F) = yi (r) (14.58) 
L'interprétation physique de (14.58) est claire : 4 (Yt) diminue (augmente) le 
nombre de fermions d’une unité. Notre objectif est maintenant d’écrire dans le 
point de vue de Schrödinger l'expression dans l’espace de Fock du hamiltonien 
H en fonction des opérateurs de champ. Une étape intermédiaire consiste à 
montrer une importante identité pour la fonction d’onde à N fermions. Soit 
|x), un état à N fermions, vecteur propre de N 


N|®y) = N|@y) (14.59) 


Nous nous proposons de montrer que la fonction d’onde correctement norma- 
lisée 
On (71, .. Tn) = (Ti, ss :TN)I®Nn) 


peut se mettre sous la forme 


m _ 1 7 ie 
[Fi PN) = Tai en) (7,)|0) (14.61) 


L'opérateur Yİ (F) appliqué au vide crée un état propre de la position. Pour 
comprendre l’origine de l’équation (14.60), on remarque tout d’abord que 
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y est manifestement antisymétrique dans l'échange r; + r}, en raison des 
RAC (14.55). Une deuxième observation est que (avec 7; — i) le produit 
w(1)---w(N) détruit N fermions, et par conséquent 


Y): PN)|®n) œ |0) 


Evaluons la normalisation de ® y 


N = TEOL NOON WN) p) ++ Pn) Pal) ++ 
x DN)Ew) 
o a I dry Bry (PNI (N) -Y (2)N yY(2) -YNE ) 


où nous avons utilisé l’expression (14.56) de N et le fait qu’une somme 
Xn Yn) (Yn| = I sur un système complet d’états propres de Hp peut être 
remplacée par le projecteur sur le vide |0)(0|. Nous remarquons ensuite que 


SERVONO = fae ut@yway(n - DNN- 1) 
et par récurrence 
N= ay IN(N ~1)---(N-N+D|6y) =1 


ce qui montre que y est normalisée à l’unité. Comme cas particulier, nous 
pouvons écrire le déterminant de Slater (14.41) comme 


— will 


VN! 


avec Na; = 1,1<i< N, et l’ordre des opérateurs de champ assure que le signe 
global est correct (exercice 14.5.6). La supériorité du formalisme opératoriel 
est manifeste : (14.62) comprend un seul terme, au lieu des N! termes du 
déterminant de Slater (14.41). 

Venons-en maintenant au hamiltonien. Nous supposons que les fermions 
de masse m sont soumis à un potentiel externe U(r’) et qu’ils interagissent 
deux à deux via un potentiel W(r;,r;). Nous allons montrer que l'expression 
du hamiltonien est 


Darsan Tissa TN) (OYN) -Y(T Na. nan) (14.62) 


H= fare (-Ev) pi 


i ; | ry Bry Ut (F1 Jy (F2)W (Fi, Fe) DR) (Fi) 
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On remarquera l’ordre des deux derniers termes dans la seconde ligne de 
(14.63), qui est crucial pour que le signe de cette ligne soit correct. Le hamil- 
tonien se décompose en énergie cinétique K, énergie potentielle à un corps U 
et énergie potentielle 4 deux corps W 


H=K+U+W (14.64) 


Il est immédiat de montrer que les opérateurs nombre de particules N (14.50) 
et H commutent : [N, H] = 0, car chacun des termes de H contient au- 
tant d'opérateurs de création que d'opérateurs d’annihilation. Le hamiltonien 


(14.63) ne change pas le nombre de particules. Il existe donc une base de HW? 
formée de vecteurs propres |® gn) communs à H et à N. 
H|®pn) = ElPEn) N| En) = N|®pn) (14.65) 


Pour justifier l’expression de H, examinons la quantité suivante J définie par 


J = N)H|®gn) (14.66) 


alow )...w( 


où nous avons utilisé (14.56) et la notation allégée r; — i. J peut aussi s’écrire 
J = = (0[0()...(N), H] En) 


car H|0) = 0. En utilisant N fois la relation 
[AB,C] = A[B,C] + [A, C]B (14.67) 


nous obtenons 
N 
Tmt Of)... WG — DWG), HG + 1).--0(N)|®en) 


Nous devons donc calculer le commutateur [7)(j), H], ce que nous allons faire 
successivement pour les termes K, U et W dans (14.64). Commençons par K 


WOK = —— | Pr WE) HAVE) 


Utilisant à nouveau (14.57), nous obtenons 


soit 
VG), KT = Viv(r;) (14.68) 


et de même 


WG), U] = UF OF) (14.69) 
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Pour traiter le terme W, nous partons de 


WO) WO AAD] = WA), H (Dé (2)p (2) 0) 
et nous utilisons à nouveau (14.57) pour obtenir 
ORAN A0) 01070) (Go), oT) Fo" 2) — OAG) '(2)}) 
(2)b(1) 
Pi — FY" (2)eh(2)H(1) — E — 7% )b" (1) 
(2)b(1) 


soit, pour le commutateur [#(5), W] 


[D (3), W] = far on) = X()(r) (14.70) 


Combinant les équations (14.68) à (14.70), nous déduisons le commutateur 
(UG). H h 

wom = [Eve +00) xov (14.71) 
Ce résultat intermédiaire est intéressant car il donne les équations du mouve- 
ment des opérateurs de champ dans le point de vue de Heisenberg 


out) 
Me 


= [b(r,t), H] = Es +U(F) + x| YF, t) (14.72) 


Nous reportons ce résultat dans l’expression de J 


| IM 


an +U(j )) PEN 


N 
a O1)... (5 DXW +1)...v(N)|Gen) 


Nous pouvons enfin commuter X(j) avec ~(1)...%(j — 1) en utilisant 
LG), XO] = W (Fi Tipli) 


et finalement 


N 
R? > E o 
J = D (Evu) + Owen PEn(T,...TN) 
j=l i<j 


ce qui montre que py est bien solution de l’équation de Schrödinger pour 
N fermions dans un potentiel U(r’) interagissant entre eux via un potentiel à 
deux corps W ; ceci met un point final à la justification de l’expression (14.63) 
du hamiltonien. 
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14.3.4 Autres formes du hamiltonien 


Pour conclure cette section, nous allons donner deux autres formes utiles 
du hamiltonien. Examinons d’abord le terme d’énergie cinétique que nous 
récrivons 


K= frein = fervrnK vey 
m 
où P est l’opérateur impulsion, avec 
Pu(r) =-RV2u;(r) ou (F|P2|j) = —h?V2u,(7) 


Insérons les expressions (14.54) de (Fr) et Yt (F) dans l'expression de K qui 


devient j 


= 1 qu) >| D2LA __ h Ñ 72]; 
K= z | arcles(ilr ye Py) = des (iv?) 


Répétant les mêmes manipulations sur les deux autres termes, H prend la 
forme 


H = x cle; (i 
ij 


h? 1 
= Vv? + Us) +5 D doemalii(Wlim) (14.74) 


ijlm 


avec 


lij|W |lm) = Wim = [andre uj (ri ju} (72)W (ri 5 Pp )ur(T1)Um (72) 
(14.75) 
En général, le potentiel W est invariant par translation : W = W(r1 — 72). Si 
de plus U = 0, le systéme de fermions est invariant par translation, et il est 
naturel de choisir comme fonctions d’onde u; des ondes planes, afin de mettre 
en évidence la conservation de l'impulsion, en quantifiant dans une boîte de 
volume VY 


cf (14.76) 


Le terme d’énergie cinétique est évidemment diagonal car nous utilisons une 
représentation où P est diagonal, et les éléments de matrice (14.75) de W sont 


1 = 
(ig |W (ri = >) \lm) = 77 f Endr exp EC -Ti + kj + To 
-Er +73 — km 74)] WCE = 72) 
Effectuons le changement de variables de jacobien unité 


(ri +72) r=- (14.77) 
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Comme W ne dépend pas de R, Vintégrale sur R donne la conservation de 
Vimpulsion 


par ei ki — Rm) R V Ôk, EEE (14.78) 
L’intégrale sur 7 fait apparaître la transformée de Fourier W de W 
wW (g) = / ret" W(P) (14.79) 
avec sa F 
T= ki = kı = km — kj (14.80) 


Il est commode d’étiqueter les quatre vecteurs d’onde de la façon suivante 
(figure 14.3) 


ki=k km=k' k=k+gG k=k'-¢ 


et avec ces notations, le hamiltonien devient 


(14.81) 


Le terme d'interaction se représente graphiquement sous forme d’un dia- 
gramme de Feynman (figure 14.3) : les impulsions entrantes sont Ak et hk’, 
les impulsions sortantes A(k’— q) et A(k + q) et le transfert d'impulsion est 
hg. 


a~l 
jan 


Fic. 14.3 — Diagramme de Feynman pour le terme d’interaction dans (14.81). 


Comme application de (14.74), calculons la valeur moyenne de l’énergie 
dans l’état |®9) de N fermions indépendants défini par les nombres d’occupa- 
tion n; = 1,1 <i < N, ni =0,72> N, correspondant par exemple a un état 
de N fermions à température nulle (§ 14.3.1) 


lo) = [n = 1,- ,nn = 1) (14.82) 


Il suffit donc de tenir compte des états 1 < i < N. L’action de cl sur |®o) et 
ci sur(®o| est évidente 


c!|®o) = 0 (Dole; = 0 
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et utilisant les relations d’anticommutation, nous déduisons 


(®olefchemer|®o) = (Bo|5jmeta — cemcici|®o) = jm ôil — Îimôjı (14.83) 


i 
Reportant cette équation dans le calcul de la valeur moyenne de H donne 


OO 


1 
(®o|H|®o) = Vik + U hs Ni + z D (Wigs — Wi;ji) NN; (14.84) 


i=1 ij 


L’introduction des nombres d’occupation n; permet de sommer jusqu’à linfini. 
Le terme W/;;.;; est appelé terme direct et Wi;,;; terme d'échange; ce deuxième 
terme a manifestement pour origine l’antisymétrie du vecteur d’état. 

Le résultat (14.84) pour la valeur moyenne de H est, en fait, un résultat 
de premier ordre de la théorie des perturbations ($ 15.1.2). On peut obtenir 
un résultat plus précis en utilisant une méthode appelée approximation de 
Hartree-Fock, exercice 14.5.7. Cette approximation montre que, dans le sous- 
espace des états occupés 1 < i < N, on peut remplacer le potentiel à un corps 
U et le potentiel à deux corps W de H par un potentiel effectif à un corps 
Uesg dont les éléments de matrice sont donnés par 


N 
1 
(Ue mi = Umi 3 2 D (Wim;ji s; Winj:jl) (14.85) 


j=1 


et à prendre comme nouvelle base dans le sous-espace 1 < à < N, au lieu 
des fonctions d’onde u;(r), les fonctions d’onde & (rF) qui diagonalisent le 
hamiltonien effectif 


NOIK + Vert] miiti(®) = Emtim (7) (14.86) 
L 


Comme les fonctions d’onde &(r') servent aussi à calculer les éléments de 
matrice de W dans (14.85), la méthode de Hartree-Fock est appelée “auto- 
cohérente”. En résumé, le point essentiel de cette approximation est de per- 
mettre le remplacement d’un potentiel à deux corps par un potentiel effectif à 
un corps calculé de façon autocohérente. Chaque particule se déplace dans le 
champ moyen créé par les autres particules : la méthode de Hartree-Fock est, 
en fait, une approximation de champ moyen. Ceci se voit le plus clairement 
dans la déduction qui consiste à briser la hiérarchie BBGKY, en écrivant que 
la fonction de distribution à deux particules est le produit de deux fonctions 
de distribution à une particule : la méthode de Hartree-Fock néglige les cor- 
rélations. Les détails sont renvoyés à l’exercice 14.5.7. On peut aussi déduire 
(14.86) à l’aide d’un argument variationnel ($ 15.1.4), qui montre que le dé- 
terminant de Slater construit avec les fonction d’onde à; déterminées de façon 
autocohérente est la meilleure fonction d’onde de ce type. 
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14.4 Etats collectifs de bosons 


14.4.1 La condensation de Bose-Einstein 


Le cas des bosons est plus complexe que celui des fermions. Il faut distin- 
guer le cas où le nombre de bosons est variable (photons, phonons, ...), cas 
qui sera étudié au chapitre 17, et celui où il est fixé (atomes d’hélium’, al- 
calins). Dans ce dernier cas, 4 température strictement nulle et en supposant 
les bosons sans interactions, on obtient l’état fondamental de l’ensemble en 
mettant tous les bosons dans l’état £ de plus basse énergie. Comme dans le 
cas des fermions, nous nous limitons à des particules de spin zéro. Le problème 
consiste à montrer que si la température n’est pas nulle, une fraction finie des 
bosons reste dans cet état fondamental : c’est ce que l’on appelle la condensa- 
tion de Bose-Einstein. Le cas de figure habituellement étudié dans les manuels 
de mécanique statistique est celui de la condensation dans une boîte de vo- 
lume V, où les fonctions d’onde sont des ondes planes (14.76) exp(ik -7)/VV. 
Cette condensation ne se produit pas dans tous les cas de figure, par exemple 
elle ne se produit pas dans une boîte à deux dimensions, mais on montre 
qu’elle se produit dans une boîte à trois dimensions. La température où se 
produit (éventuellement) la condensation de Bose-Einstein peut étre estimée 
en écrivant que les deux longueurs caractéristiques du probléme, la longueur 
d’onde thermique àr et la distance moyenne entre bosons d x n713, où n est 
la densité de particules, sont du même ordre de grandeur : Ap ~ n713. Un 
calcul exact confirme cette estimation. Si Ar est la longueur d’onde thermique 


définie par!4 
h2 1/2 
ire (<7) ees) 


la température de la condensation est donnée, pour une boite a trois dimen- 
sions, par Av = 2.61 n713. 

La condensation de Bose-Einstein est une transition de phase, et, en toute 
rigueur, il est nécessaire de prendre la limite thermodynamique N — ov, 
V — œ, n = N/V fixé pour s’assurer de l'existence d’une telle transition 
(cf. Huang [1963], appendice C ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 4). Si le 
nombre de particules reste fini, un condensat est possible méme si la transition 
de phase n’existe pas a la limite thermodynamique. En toute rigueur, il faut 
faire la distinction entre la condensation (transition de phase) et la formation 
d’un condensat (fraction finie des particules dans l’état fondamental). 

L’hélium* superfluide a longtemps été le seul cas d'intérêt physique où la 
condensation de Bose-Einstein avait (peut-être) une application, le problème 
étant que la fraction d’atomes dans l’état fondamental est de l’ordre de 10 % 
à T = 0, ce qui est vraiment très loin du gaz parfait. Aujourd’hui, depuis la 
mise en évidence expérimentale en 1995 de la condensation de Bose-Einstein 


14. Ar est la longueur d’onde de de Broglie d’une particule dont l’énergie ~ kT. Le 
facteur 27 est conventionnel. 
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` 


dans des gaz d’alcalins!® à des températures S 1 uK, le cas intéressant est 
celui de la condensation dans un piège où les atomes se trouvent dans un 
potentiel U(r’). En pratique, le potentiel U(r’) est approximativement un 
potentiel d’oscillateur harmonique à trois dimensions, avec le plus souvent 
une symétrie de révolution : les fréquences vérifient wz = wy A wz. Afin de 
simplifier les formules, nous allons supposer les trois fréquences identiques : 
Wy = Wy = wz = w. Les niveaux d’énergie sont alors de la forme 


Eq = hw(ng + ny + nz) = Awla Ng, Ny, Nz = 0,1,2,- 


Nous avons fixé le zéro d’énergie de sorte que l'énergie de l’état fondamental 
soit nulle : ¢9 = e(nz = ny = nz = 0) = 0. Le nombre d'occupation na du 
niveau £a est donné en fonction de 8 = 1/kgT et du potentiel chimique u par 
1 : 1 
eBEa-n) 1  z-leblwla —1 


= (14.88) 
où nous avons défini la fugacité z par z = exp(Bu). Pour une température 
T fixée, nq est une fonction croissante de z, et on doit avoir 0 < z < 1 car 
Na > 0. À la limite z — 0, on retrouve la statistique de Maxwell-Boltzmann, 
mais nous nous intéressons à la limite opposée z — 1. Le nombre d’atomes 


dans l’état £o = 0 est 
z 


l-z 
et No diverge lorsque z — 1. Le point essentiel dans la condensation de Bose- 
Einstein est le suivant : lorsque T — 0 à nombre total d’atomes N fixé, 
on observe une saturation de la population des niveaux excités, et lorsque 
les niveaux excités sont saturés, les atomes n’ont plus d’autre choix que de 
s’accumuler dans l’état fondamental. Inversement, on peut maintenir fixe la 
température et ajouter des atomes jusqu’à saturation des niveaux excités. Le 
régime qui nous intéresse est celui où kgT >> fw, une condition qui peut sem- 
bler surprenante dans la mesure où la condensation de Bose-Einstein est un 
phénomène de très basse température. En fait, le régime opposé kgT < hw 
n’est pas intéressant, car l’état fondamental serait occupé de façon macro- 
scopique dans ce cas qui est régi par la statistique de Maxwell-Boltzmann. 
On observe d’ailleurs que la condition kgT >> hw est toujours réalisée dans 
une boîte suffisamment grande!®, car le premier niveau excité est de la forme 
e1 ~ Y~2/3, Soit N’ le nombre d’atomes dans l’ensemble des états excités : 
notre objectif est de trouver une borne supérieure N/,,, pour N’. Pour ce 
faire, nous utilisons le développement suivant 


No (14.89) 


15. On a aussi obtenu des condensats avec de l’hydrogène polarisé et des atomes d’+He 
dans un état métastable. 

16. En revanche, la somme sur a est donnée par une intégrale sur k qui converge à trois 
dimensions d’espace, cas où Nf ax reste fini, mais qui diverge à deux dimensions, auquel 
cas il n’y a pas de condensation. 
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Compte tenu de ce que la population (14.88) d’un niveau excité est maximale 
pour z = 1 (u = 0)!7, nous obtenons la borne supérieure 


oo oo oo 
N! ax < X X e PEhwta = X X eT PEhwla —1 
p=1 a#0 p=1 \nz,ny,nz=0 


II 


> (=) = 1 (14.90) 


On peut maintenant développer le terme entre crochets de (14.90) pour y = 


pbhw «<1 
1 \° to 3 


et sommer terme à terme pour obtenir!® 


Ninax = C3) (5) + #0) (=r) +e (14.92) 


L’échange de la sommation sur p et de la sommation dans le membre de droite 
de (14.91) n’est pas valable pour les termes ultérieurs du développement. A 
l’ordre dominant en (kgT/ħw), la fraction de particules dans l’état fondamen- 
tal est bornée inférieurement par 


No . N-WN! ¢(3) (keT\* TA’ 
DO 27 max No SU NB | ye E 14. 
NT N N (iw T? eae 


où la température critique de la transition de Bose-Einstein T& est donnée 

par 
kets \* 

N = ¢(3) | #2 14.94 

ce (SE) (14.94) 

Ces résultats se généralisent à un potentiel U(r’) de forme quelconque (mais 

suffisamment régulière) si l’on utilise une approximation semi-classique (exer- 

cice 14.5.8). La température de transition et No/N, (14.93) et (14.94), sont 

spécifiques de l’oscillateur harmonique : par exemple, dans le cas de la conden- 

sation de Bose-Einstein dans une boîte, la température critique est donnée en 


17. La valeur u = 0 est valable à la limite thermodynamique. Pour N fini, y ~ 1/N (cf. 
Huang [1963], chapitre 12 ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 5). 
18. On rappelle que la fonction de Riemann ¢(n) est définie par 


Zi 
C(n) = = 


avec C(3/2) ~ 2.612, ¢(2) = 72/6 ~ 1.645, ¢(3) ~ 1.202. 


14. Particules identiques 635 


fonction de la densité n par (14.87) et No/N par 
N. T 3/2 
=1- (5) (14.95) 


14.4.2 D’équation de Gross-Pitaevskii 


Nous avons jusqu’à présent traité les bosons comme des particules indé- 
pendantes. Il nous faut maintenant examiner l’influence des interactions sur 
la condensation, en nous limitant au cas de la température nulle : T = 0. 
Le potentiel d’interaction W entre deux alcalins est bien connu, mais il n’est 
pas possible de l’utiliser directement!®. En effet, nous allons nous servir de 
techniques inspirées de l'approximation de Hartree-Fock ou de champ moyen, 
qui négligent les corrélations à deux particules et plus. Ceci suppose que l’in- 
teraction soit traitée à l'approximation de Born, ce qui n’est pas possible avec 
le potentiel W. On a recours au pseudo-potentiel du § 13.2.3, valable pour les 
faibles énergies, et donné en fonction de la longueur de diffusion a et de la 
masse m des bosons par (13.44) 


W(r)e = Ô(F)—(re) (14.96) 


La condition de validité de l’approximation de Born est que l’état de diffusion 
soit en moyenne peu différent d’une onde plane, ce qui implique |a|/r « 1 
en moyenne, soit |a| & n713, où n est la densité d’atomes. Nous verrons au 
§ 14.4.3 que le petit paramètre de la théorie est effectivement (na°)!/?, et ce 
paramètre est de l’ordre de 1 % dans des conditions expérimentales typiques. 
Dans ces conditions, (14.96) peut être remplacé par 


Arh? 
W (7) > Wo ô(F) m = 24 


(14.97) 


m 


Il ne faut surtout pas utiliser ce potentiel au-delà de l’approximation de Born : 
en fait, amplitude de diffusion exacte du potentiel”? (14.97) est strictement 
nulle! En première approximation, tous les bosons ont pour fonction d’onde 
celle de l’état fondamental w(r), et la fonction d’onde d'ensemble symétrisée 
est 


B Fv) = [ee (14.98) 


19. Un calcul exact de mécanique statistique d’équilibre avec le potentiel exact donnerait 
un état stable formé de molécules. Les condensats de Bose-Einstein sont des états méta- 
stables. Pour former des molécules, il faut passer par l'intermédiaire de collisions à trois 
corps afin de conserver l’énergie-impulsion, et ces collisions sont très peu probables à faible 
densité. 

20. Le pseudo potentiel et les conditions de sa validité sont étudiées très en détail dans 
Huang [1963], chapitre 13. 
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la fonction y(r) étant normalisée par 


er lpr)? =1 (14.99) 


Le hamiltonien de l’ensemble des N bosons est 


n-5 |f 


)| + Wo 60 (Fi — F) (14.100) 


et l’énergie de l’état (14.98) se calcule immédiatement 


= (6|H|®) = N J d?r — (Foy UPIP + wer) 


(14.101) 
La densité de bosons est n(F) = N|y(7)|?, et ceci suggère d'introduire une 
“fonction d’onde de l’état condensé”, ou fonction d’onde macroscopique?! 


WF) = Nor) IWF)? = nF) (14.102) 


L’expression (14.101) de l’énergie se récrit en fonction de y(r) 
a [E en saree. À j4 
E= | ar (EEU + EWE) (14.103) 


Comme N > 1, nous avons remplacé N — 1 par N. Pour trouver la forme 
optimale de w, nous allons utiliser une méthode variationnelle en prenant 
des variations indépendantes par rapport à w et d*, avec la contrainte d’un 
nombre de particules fixé 


N= fewer (14.104) 


Il faut donc introduire un multiplicateur de Lagrange, le potentiel chimique 
H, et minimiser E — uN. La minimisation par rapport à d* a pour résultat 


-Ev + U(r) + Mol] 6 BE) = wo) (14.105) 


Cette équation est l’équation de Gross-Pitaevskii indépendante du temps, 
aussi appelée équation de Schrödinger non linéaire??. 

Nous allons maintenant supposer a > 0, ce qui correspond à des interac- 
tions effectives répulsives ; le cas attractif a < 0 ne conduit pas à une transition 
de phase, bien que l’on puisse observer des condensats de quelques milliers 


21. Une introduction lumineuse au concept de fonction d’onde macroscopique est donnée 
dans Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 21. 

22. Cette équation intervient dans de nombreux domaines de la physique : mécanique 
des fluides, propagation dans les fibres optiques, etc. 
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d’atomes. Si l’on met suffisamment d’atomes dans un piège avec des interac- 
tions répulsives, on observera un équilibre mécanique dû à une compensation 
entre les forces harmoniques, qui tendent à ramener les atomes vers le centre 
du piège, et les forces répulsives, qui tendent à augmenter la taille du conden- 
sat. Le rayon R du condensat va devenir très grand par rapport à l’extension 
de la fonction d’onde du fondamental 


h \ 12 
n> (=) 
mu 


L'énergie cinétique devient alors beaucoup plus petite que l’énergie potentielle 


Ecin h? /(mR?) — h : <i 
Epot mw? R2?  \mwR? 


et l'équation de Gross-Pitaevskii se simplifie 
[U (F) + Wolb(r)P] YF) = wv) (14.106) 


La solution de (14.106) s’écrit en fonction de la densité n(r), si on suppose le 
piége a symétrie sphérique 


n(r) = lY)? = — — (14.107) 


La limite rmax du condensat est donnée par U(rmax) = u. L’équation (14.107) 
s'écrit aussi 


p= Won(r) + U(r) (14.108) 


Comme pu est le potentiel chimique, cette équation implique que l'énergie 
nécessaire pour ajouter un atome au condensat est, dans le cadre de notre ap- 
proximation, la somme de l'énergie potentielle U(r) dans le piège et du terme 
Won(r) proportionnel à la densité, représentant l'interaction type champ 
moyen de l’atome supplémentaire avec les atomes du condensat. 

Reste à exprimer u en fonction du nombre d’atomes. La condition de 
normalisation de n est 


1 Paas 
N= [arnt = 5 [u — U(r)|d?r (14.109) 
Wo r=0 
OÙ Tmax est déterminé en fonction de u par 
i 22 — 
U (Tmax) = 2 MW Tmax — H 


ce qui donne 


3/2 
y= ( + ) Le (14.110) 
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De l'équation familière en thermodynamique u = OE /ON (rappelons que 
T =0) et y x N?/5, on déduit l’énergie par boson E/N 


E 
= I (14.111) 


ce qui montre que u 4 E/N. 


14.4.3 L’approximation de Bogoliubov 


Le formalisme du champ de Schrödinger que nous avons établi pour les 
fermions se transpose sans difficulté aux bosons. Aux opérateurs c; et cl, on 
substitue des opérateurs a; et al qui obéissent à des relations de commutation 
canoniques (RCC), analogues à celles (17.42) qui seront écrites pour le champ 
électromagnétique 

lai, ai] = 651 lai aj] = [af ai] = 0 (14.112) 


1) 


On définit par analogie avec (14.54) des champs bosoniques 4(r,t) et Yt (r,t) 


YF, t) =X aiul, t) 
i (14.113) 
wed => ala 
i=1 


qui obéissent, au lieu de (14.55), à des relations de commutation à temps 
égaux 


[V(r t), vr", t)] = [vl (F, t), wir’, t)] =0 Y(T, t), Yir, t)] = ô(r— FMI 

(14.114) 
L'opérateur nombre de bosons N et les relations de commutation de N avec 4 
et yt sont identiques à (14.56) et (14.58). La fonction d'onde à N bosons est 
donnée par (14.60) et le hamiltonien par (14.63). Nous nous plaçons dans le 
cas invariant par translation (U = 0), c’est-à-dire dans une boîte de volume 
V, et compte tenu de (14.81) et de (14.97), le hamiltonien effectif est 


(14.115) 


avec Ez = h?k?/2m. Comme première application du formalisme opératoriel, 
nous allons retrouver l’équation de Gross-Pitaevskii. L’équation du mouve- 
ment du champ w est donnée par la même formule que dans le cas des fermions 
(14.72) 


pE t) 


= (K+ UWE) + fare QW PU DOGO 


= [K +U + Wot (F, ONYF, t] (rt) (14.116) 
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Remplacons l’opérateur de champ w par un champ classique, en conservant 
la même notation. L’interprétation physique de ||? est la même que précé- 
demment, car le nombre de bosons est d’aprés (14.56) 


N= far (14.117) 


et |Y(F)|? est la densité n(7). Le remplacement par un champ classique dans 
(14.116) nous donne une équation du mouvement pour ce champ : l’équa- 
tion de Gross-Pitaevskii est donc une approximation classique, qui néglige 
les fluctuations quantiques. Un condensat de Bose-Einstein est, en premiére 
approximation, un état classique d’un champ atomique. 

Poursuivant cette approche à l’équation de Gross-Pitaevskii, nous allons 
maintenant prendre en compte les fluctuations quantiques en décomposant 
Vopérateur de champ en une partie classique et un champ quantique que nous 
allons traiter à l’ordre le plus bas 


Y= VNo + ou (14.118) 


La partie classique No est uniforme en raison de l’invariance par transla- 
tion, et elle est normalisée par le nombre No de bosons dans l’état fondamental 
d’impulsion nulle hk = 0. Nous supposons que (N — No) & N : le nombre de 
bosons dans les états excités k Æ 0 doit rester petit, et l'opérateur dy sera 
traité comme une correction. La décomposition (14.118) revient à remplacer 
les opérateurs ao et af par VNo, et manifestement elle ne conserve pas le 
nombre de particules. C’est un inconvénient de cette approche initiale de Bo- 
goliubov ; on peut éviter cette approximation (voir par exemple Castin [2001], 
section 7, ou Leggett [2001], section VIII), mais le formalisme devient plus 
lourd et nous nous en tiendrons 4 (14.118) dans cet exposé élémentaire. Le 


développement de dw contient uniquement des impulsions nk #0 


y = = Y age? (14.119) 


kA 


Dans ces conditions, en reportant la décomposition (14.118) dans l’expression 
(14.115) de H et en conservant seulement les termes quadratiques en dy et 
dt, on obtient 


N2Wo 


tery 


0 t no Wo + + 
+9 (egt 2noWo)a; a+ — (ai a' +z a x) (14.120) 
KAO E40 


Le facteur 2 devant noW est dû à l’addition du terme direct et du terme 
d'échange, voir (14.84) : le signe (—) devant le terme d’échange devient un 


signe (+) dans le cas de bosons. L’expression précédente pour H a l’inconvé- 
nient de faire intervenir No, qui est inconnu. Il est préférable de tout exprimer 


640 Physique quantique : Exercices et applications 


en fonction de N en utilisant 
= T ra 
N=Not+ > alaz 
RAO 
et (14.120) se met sous la forme suivante, en symétrisant le deuxiéme terme 
et en remplaçant N par sa valeur numérique N 


N? a 
A => Lae +(e +noWa) (ai. ar + at sp qe z) 
KO 
noWo tt 
m L (aba , + aza_z) (14.121) 
k#0 


Comme N est peu différent de No, on peut remplacer no par n dans le cadre 
de nos approximations; les termes aa et aat ne conservent pas le nombre 
de particules excitées, et on considère que les particules dans l’état fonda- 
mental k = 0 jouent le rôle de réservoir de particules k Æ 0. Le hamiltonien 
(14.121) est diagonalisé grâce à la transformation de Bogoliubov, qui est une 
transformation canonique : elle préserve les relations de commutation?*. Cette 
transformation consiste à définir des opérateurs bz et bi. par 


ag=ugbg— vgb, a g=ugb_g-vgbl (14.122) 
où les coefficients réels ug et vg vérifient uż — v2 = 1. En inversant (14.122), 


on s’assure que les relations de commutation de bz et bi. sont bien les RCC 


bpt ] = deg, 1 [bg, bg] = Ib}, b},] = 0 


Le vide |Wo) des nouveaux opérateurs est défini par bz|Wo) = 0 Vk #0. Le 
choix suivant des coefficients uz et vz 


Lf 1 (oz 
= = — — 1 > = — AE 
"E ae “R Ae 
avec éz = ep +nW et 
Er = (e? + nWo)? — (nWo)? (14.123) 


permet d’éliminer les termes en bgb_z et bib! et de diagonaliser le hamilto- 
nien en le mettant sous la forme du hamiltonien d’un ensemble d’oscillateurs 
harmoniques indépendants 


= 


N*Wo , 1 t 0 
Fo my 2 >. Egbgbg — (eg +nWo — eg) (14.124) 
kZ0 


ND 


23. Cette transformation est identique à celle utilisée pour obtenir les états comprimés 
dans le § 17.2.1. 
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L’équation (14.123) définit une loi de dispersion pour les excitations élémen- 
taires, ou quasi-particules : l'opérateur bi appliqué à |Wo) crée une excitation 
élémentaire d’impulsion hk et d'énergie €z, et le condensat se comporte comme 


un gaz d’excitations élémentaires indépendantes. Pour des petites valeurs de 
k, on trouve une loi de dispersion linéaire 


2 
eee (=) k= (=) k = hesk (14.125) 


m m? 


Ce calcul confirme que l’on doit avoir a > 0 : le cas a < 0 conduit à des 
instabilités, car l’argument de la racine carrée dans (14.123) peut devenir 
négatif. L’équation (14.125) définit une vitesse du son cs = nWo/m. Les 
excitations élémentaires dans le condensat sont donc des phonons, comme 
ceux de l’hélium+. La densité d’atomes dans les états excités peut se calculer 


comme 3 
1 2 d'k 4 1 smes\3 
Rene = 95 DR / En Fk 3n2 ea. 
kA 


équation qui se met sous la forme 


a = na) (14.126) 
Notre approximation de départ (14.118) reposait sur la condition nexc/n & 1. 
La cohérence de notre calcul implique la condition (na?)!/? < 1, et le petit 
paramètre est (na°)!/2. Le calcul de l'énergie de l’état fondamental Ep est 
plus délicat. Comme l’état fondamental est caractérisé par bz|Vo) = 0, on 
pourrait naïvement penser que 


mais ce résultat est incorrect, parce que l’on utilise le potentiel (14.97) en de- 
hors de son domaine de validité, et il faut revenir au pseudo-potentiel (14.96). 
Le calcul correct (Huang [1963] chapitre 19) donne 


Eo n? Wo 128 3\1/2 
=, — jee 14.12 
v 2 | Fe n) PEE 


En résumé, le petit paramètre de l'approximation de Bogoliubov est (na*)!/?. 
La condition (na?)!/? € 1 est précisément celle de validité de approximation 
de Born pour le pseudo-potentiel, et elle est bien vérifiée dans des conditions 
expérimentales typiques où ce paramètre <1 %. Il reste à généraliser l’ap- 
proximation de Bogoliubov au cas d’un piège non invariant par translation. 
Cette généralisation est possible, et nous renvoyons le lecteur intéressé a la 
bibliographie. 
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La propriété la plus remarquable des condensats de Bose-Einstein est celle 
de superfluidité, c’est-à-dire existence d’écoulements présentant une visco- 
sité nulle, propriété que ces condensats partagent avec d’autres systémes phy- 
siques. L’*He est superfluide à des températures < 3K, l’*He à des tempéra- 
tures S$ 2mK, et la supraconductivité présente de nombreux traits communs 
avec la superfluidité. Cependant, la superfluidité est un phénoméne dont la 
description théorique est complexe, parce qu’elle fait intervenir des situations 
hors équilibre, et son étude détaillée sort du cadre de ce livre. Dans la situa- 
tion simple de l’écoulement d’un superfluide dans un tore, on montre que la 
circulation de la vitesse le long d’un contour fermé tracé à l’intérieur du tore 
est quantifiée en unités de 27h/m. Un écoulement correspondant à une circu- 
lation 27ph/m, p entier, est en fait un état métastable de très longue durée 
de vie. On observe également des vortex, ou tourbillons, dans un superfluide, 
et à nouveau la circulation de la vitesse est quantifiée en unités de 27ñ/m le 
long d’un contour fermé tracé autour du cœur du vortex. 


14.5 Exercices 


14.5.1 Particule Q` et couleur 


L’hypéron Q7 (masse 1675 MeV/c?) est une particule de spin 3/2, com- 
posée de trois quarks étranges de spin 1/2. Le modèle des quarks requiert que 
la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas. En déduire que les trois quarks ne 
peuvent pas être tous identiques. Au début des années 1970, cette observation 
a fourni un des arguments en faveur de l'introduction du concept de “couleur” 
(à l’origine de la chromodynamique quantique) permettant de distinguer entre 
les quarks : les trois quarks du Q7 ont des couleurs différentes. 


14.5.2 Parité du méson 7 


1. Si l’on envoie des mésons m~ de basse énergie sur une cible de deutérium, 
ces mésons peuvent être capturés et former des états liés analogues à ceux d’un 
atome d’hydrogéne. Donner l'expression de l'énergie de ces états liés méson 
r-deutérium, sachant que la masse du méson 7 est de l’ordre de 139 MeV/c? 
et celle du deutérium de 1875 MeV/c?. Le méson 7 est capturé dans un état 
de nombre quantique principal n élevé et termine sa cascade radiative dans le 
niveau fondamental?* 1s après émission de photons. Montrer que l’énergie de 
ces photons se place dans le domaine des rayons X. 

2. Une fois arrivé dans l’état 1s, le méson 7 subit une interaction nucléaire 
qui entraine la réaction 


n +*Hond+n 
24. La réaction nucléaire a aussi une petite probabilité de se produire dans un état 


ns, n Æ 1, c’est-à-dire pour des états où la probabilité de présence est non nulle à l’origine, 
mais cela ne change pas l’argument. 
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avec deux neutrons n dans l’état final. Sachant que le spin du noyau de deu- 
térium (ou deutéron) est 1 et que celui du méson 77 est nul, quel est l’état de 
moment angulaire initial de la réaction ? Montrer que les deux neutrons finaux 
ne peuvent être que dans l’état de moment angulaire orbital total L = 1 et de 
spin total S = 1, c’est-à-dire dans l’état 3P}. Si l’on attribue par convention 
une parité positive aux nucléons (protons et neutrons), et sachant que le mo- 
ment angulaire orbital du deutéron est nul? (le deutéron est un état 3S1), en 
déduire que le méson 7 a une parité négative. La parité est conservée dans la 
réaction. 


14.5.3 Fermions de spin 1/2 dans un puits infini 


On considère deux fermions identiques de spin 1/2 dans un puits de po- 
tentiel cubique infini de côté L. Si ces deux fermions sont sans interaction 
entre eux, quelles sont les valeurs propres possibles de l’énergie totale et les 
fonctions d’onde correspondantes (espace et spin) ? On suppose que les deux 
fermions interagissent via un potentiel 


V = V 8® (Fi — F2) 


où 7, et 7 sont les positions des deux fermions. Montrer que les états triplets 
ne sont pas affectés par ce potentiel. 


14.5.4 Désintégration du positronium 


Le positronium est un état lié électron-positron (e~ — e*); le positron est 
une particule ayant la même masse Mme que l’électron et une charge opposée 
— de: 

1. On ne tient pas compte dans cette question du spin des deux particules. 
Sachant que les niveaux d'énergie de l’atome d’hydrogéne pour un proton 
infiniment lourd sont de la forme (e? = q?/(47€0)) 


Ep = = —— — n=1,2,3,--- 


quels sont les niveaux d’énergie du positronium ? 

2. L’électron et le positron ont un spin 1/2. L’état de plus basse énergie, 
ou état fondamental n = 1, a un moment angulaire orbital { = 0 (onde s). 
Quelles sont les valeurs possibles du moment angulaire total 7 du positronium 
dans cet état n = 1? 

3. Le positronium dans son état fondamental se désintègre en deux?® pho- 
tons 

e +e" 27 
25. Le deutéron a aussi une petite composante d’onde d, et donc une composante 3D}, 


mais cela n’affecte en rien argument. 
26. La désintégration e~ +e+ — y est interdite par la conservation de l’énergie-impulsion. 
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Dans le référentiel où le positronium est au repos, les deux photons partent 
avec des impulsions opposées. On choisit pour axe Oz la direction de l’impul- 
sion de l’un des photons. En utilisant la conservation du moment angulaire, 
montrer que les deux photons ont nécessairement la méme polarisation circu- 
laire, soit droite, soit gauche. Suggestion : dessiner un schéma de la désinté- 
gration. 

4. En examinant l'effet d’une rotation de 7 autour de l’axe Oy et en tenant 
compte de l’identité des deux photons, montrer que seul un des deux états de 
moment angulaire j du positronium peut se désintégrer en deux photons?’. 

5. Soit II l'opérateur parité, qui agit sur l’état |A) d’une particule A suivant 
ITA) = nalA), ot ņa est la parité de A. On peut montrer que 7.-.+ = —1. 
En déduire que la parité de l’état fondamental du positronium est —1. On 
peut écrire les deux états possibles pour les deux photons sous la forme 


1 4 
v2 o v2 


où |D) et |G) représentent des états de polarisation circulaire droite et gauche. 


Lequel des états (i) ou (ii) est obtenu dans la désintégration du positronium?®, 


sachant que la parité est conservée ? 


(i) 8+) = -z (IDD) +\GG)) (i) 18-) = = (IDD) - |GG)) 


14.5.5 Lame séparatrice et fermions 


On reprend l'expérience décrite sur la figure 17.3, en remplaçant les pho- 
tons incidents par des fermions dans un même état de spin. Les opérateurs 
correspondant aux modes a et b vérifient les RAC 


{aat} = {bb} = 7 
Montrer que l'opérateur G (17.65) est dans ce cas 
G = ab — afb 


et calculer l’action de U(A) = exp(iAG) sur les opérateurs a et b. Que se 
passe-t-il à la sortie de la lame si l’état à l’entrée de la lame est |1a 1) ? 


14.5.6 Fonctions d’onde et opérateurs de champ 
t 


1. Ecrire la représentation matricielle des opérateurs c;, c; et Nj avec le 


choix suivant de vecteurs de base 


ma) mC 


27. L’autre état doit se désintégrer en trois photons. Le “boson de Higg” découvert au 
CERN en juillet 2012 se désintégrant en 2 photons ne peut pas avoir un spin 1. 

28. Les corrélations de polarisation des deux photons ont été mesurées par Wu et 
Shaknow [1950], qui ont pu vérifier que la parité de l’état fondamental était bien —1. 
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Vérifier les RAC (14.48) en utilisant les propriétés du facteur 7; (14.45). 
2. Soit S une matrice unitaire. Définissons les opérateurs b; à partir des 


Ci par 
b; = 5 Sjk Ck 
k 


Montrer que cette transformation est une transformation canonique, c’est-a- 
dire qu’elle préserve les relations d’(anti)commutation 


{bj,bin} =ðjmI {bjs bm} = {bf bh} =0 
Au lieu d’une base de fonctions d’onde orthonormées u,;(7) (14.54), on choisit 
une autre base 
Uj = 5 S Uk 
k 
Montrer que l’opérateur de champ est 
dF) =D dj0,(F) 
j 
3. Montrer que la fonction d’onde (14.62) est identique au déterminant de 
Slater (14.41). Suggestion : les niveaux étant rangés dans l’ordre 
Q1 < Q2 <: < an 
montrer que le terme 
Uar (r1) Uaz (T2) t Uan (TN) 


a le même signe que dans le développement du déterminant de Slater. 


14.5.7 Hiérarchie BBGKY et approximation de 
Hartree-Fock 


1. On définit la matrice statistique à une particule (à un facteur multipli- 
catif N près) pour un état à N fermions |®y) par 


p (EF) = (nv YE) N) = (Elo |Z) (14.128) 
Montrer que 
Trp) = pe pU(zZ,Z)=N 


Quelle est l'interprétation physique de p“)(z, Z)? Écrire Trp en terme de 
la fonction d’onde ®y (#1, Z2,- , Zn) 


op (&,ÿ) =N [dar d'en dan  EN)ON(E, 2, , EN) 
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Suggestion : utiliser on a Si |®y) est un état défini par des nombres d’oc- 
cupation nı no NN 1, tous les autres n; étant nuls, montrer 
que 


oY (#,9) = yaw (Z)u (14.129) 


où les u; sont les fonctions propres d’un hamiltonien à une particule hı 


En déduire que l’évolution de p} (#,7;t) peut s’écrire 
indyp™ = (hi, p™] 


2. La matrice statistique à deux particules (à un facteur multiplicatif 
N(N — 1) près) est définie par 
pP (E1, Za; Fa, F2) = (On |W" (PVY Ge) (G2) (G1) Ow) (14.131) 


Montrer que p? est antisymétrique dans l’échange #1 + Zə (ou ÿ1 > J2) et 
que la trace partielle sur la particule 2 est donnée par 


Try p®) = J dz p)(#, 2,9, 2) = (N - Np (2,9) 


Quelle est l'interprétation physique de p® (Z, 7; Z, ÿ) ? Donner l'expression de 
p®) dans le cas de fermions indépendants et vérifier que Tr 2p) = (N—1)p. 

3. On se propose d’obtenir l’équation d’évolution de p“) lorsque le ha- 
miltonien est donné par (14.63). Montrer que la contribution de W A cette 
évolution est 


in" = f z WEA) - WER) E272) 
et que l’équation d’évolution complète peut s’écrire sous la forme 
iñôp® = (hy, pV] + Tro (2270) 
Suggestion : justifier légalité 


(FZ, %|W|fige) = 6° (#1 — ÿ)0%) (Z2 — He) W (Hi, Z2) 


L’équation d’évolution de p fait intervenir p), on montrerait de même que 
celle de p? fait intervenir pl), etc. : c’est la hiérachie dite BBGKY?°. 


29. Born, Bogoliubov, Green, Kirkwood et Yvon. 
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4. Approximation de Hartree. Pour “briser la hiérarchie BBGKY”, on uti- 
lise ’approximation de Hartree : on suppose que p°?) s’exprime en fonction 
de p), autrement dit on néglige les corrélations à deux particules 

p) (#1, 22; Hi, J2) = p™ (Z1, Hi) p™ (E2, He) (14.132) 


Montrer que l’action de W se réduit alors à celle d’un potentiel à une particule 
Weg (di) = Ja Wz, )00 (Z, 2) 


Soit &;(T), les fonctions propres du hamiltonien effectif à une particule 


h2 
hf — on Vi + UE) + Wea(#) huiz) = E,ti;(Z) 
m 
Montrer que 
N 
PEG) =) aaa (14.133) 
{=l 
où les ù; vérifient 
ne = 
co VS EU()+ D [emewesyne) ai(Z) = Etti(Z) 
(14.134) 
Ces équations sont les équations de Hartree. Le potentiel effectif 
N 
Wer (#) = DEC OUE T1) (Z) 
k=1 


dépend des fonctions inconnues ü;(#). Pour déterminer les &;, on part de 
Ùi = u; pour calculer Weg et on procède par itération jusqu’au moment où 
l’équation (14.134) est satisfaite; la méthode de Hartree est une méthode 
autocohérente. 

5. Approximation de Hartree-Fock. L’approximation faite pour obtenir 
les équations de Hartree n’obéit pas à la propriété d’antisymétrie de p dans 
Véchange x, + £2. L’approximation de Hartree-Fock consiste à écrire 


p(T, T2; Hi, Y2) © p™ (z1, ÿ1)P (zo, ÿ2) — p (Za, Ii)e (#1, #2) (14.135) 


Vérifier que cette hypothése est correcte pour des fermions indépendants. 
Montrer que l’on doit ajouter au membre de gauche de (14.134), le terme 
d’échange 


-D JéxemE Du) (14.136) 
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14.5.8 Approximation semi-classique pour la 
condensation dans un piége 


1. On se propose d’étudier la condensation de Bose-Einstein pour des 
bosons non-relativistes de spin zéro et de masse m, soumis à un potentiel 
extérieur U(r’) supposé lentement variable dans l’espace. En examinant le dé- 
compte des niveaux dans une boîte de volume @? telle que U (F) soit lentement 
variable sur une distance 4, montrer que la densité de niveaux s'écrit 


T m)3/2 
ple) = enemy d?r Ve — U(r) Ole — U(F)] 


où (x) représente la fonction de Heaviside. Une deuxième méthode consiste 
à utiliser une approximation semi-classique de la densité d’états 


3 3 
p(e) = f POT Ge H(GF) 


Écrire le hamiltonien H(j, 7) d’une particule et retrouver le résultat précédent 
pour p(E). Dans le cas de bosons libres confinés dans une boîte de volume y, 
que vaut U (r)? Retrouver dans ce cas l'expression usuelle de p(e). 

2. On prend pour U(r’) énergie potentielle d’un oscillateur harmonique 


1 
U(r) = 5m w? r? 


Calculer p(£). On donne 


1 
2/4 _ ,,2\1/2 7 
J duu (1 — u)“ = 16 
0 
Par un choix judicieux du zéro d'énergie, le potentiel chimique peut être choisi 
nul à la transition de Bose-Einstein. Retrouver (14.94). 

3. Dans l'expérience de Mewes et al. [1996], des atomes de sodium sont 
confinés dans un piège magnétique et leur énergie potentielle est celle d’un 
oscillateur harmonique tridimensionnel de fréquence w = 27 x 122Hz; le 
nombre d’atomes dans le piège est N = 15 x 10°. Quelle est la tempéra- 
ture de transition? (En réalité le piége est asymétrique, et w représente une 
valeur moyenne). 

4. Revenant à une énergie potentielle quelconque, montrer que pour T = 
To la densité de particules en fonction de F est donnée par 


4) 2r (2m)9/2 f° [e-u(r) 
nr) = ~ p ebeL] de 
h U(F) e — 1 
Quel choix a-t-on fait pour le zéro d'énergie ? Montrer qu’à la transition 


27mk8Tc 


n(F = 0) = (ere) ¢(3/2) 
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si U(r’) a un minimum absolu à r = 0. Calculer numériquement cette densité 
pour l’expérience de Mewes et al. [1996]. La masse de l’atome de sodium utilisé 
dans l’expérience vaut m = 3.8 x 10 26 kg. 


14.6 Bibliographie 


Pour un exposé très lucide sur les particules identiques, voir Ballen- 
tine [1998], chapitre 17 ou Peres [1993], chapitre 5. Les présentations de 
Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 7, Feynman et al. [1965], volume ITI, 
chapitre 4, Cohen-Tannnoudji et al. [1973], chapitre XIV ou Basdevant et 
Dalibard [2001], chapitre 16 sont également utiles. Le théorème spin- 
statistique est démontré dans Streater et Wightman [1964]. Pour les états 
collectifs on pourra consulter Diu et al. [1990], chapitre 4, Balian [1991], cha- 
pitres 10 à 12, ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 5. On trouvera un ex- 
posé introductif sur les condensats de Bose-Einstein dans Cohen-Tannoudji 
et al. [2005] et des exposés trés complets dans Cohen-Tannoudji [1999], 
Castin [2001], Leggett [2001], ou Pethick et Smith [2002]. Bien que l’édition 
originale de ces deux livres date de près d’un demi-siècle, la lecture de Pines 
et Noziéres [1989] (fermions) et Noziéres et Pines [1990] (bosons) est toujours 
aussi stimulante. Enfin, pour un exposé magistral sur les fluides quantiques, 
on se reportera à Leggett [2006]. 


Chapitre 15 


Atomes à un électron 


Ce chapitre est une introduction à la physique atomique limitée aux atomes 
à un électron, le cas des atomes complexes étant renvoyé au chapitre suivant. 
Après un bref exposé dans la section 15.1 des méthodes de perturbation et 
variationnelle, nous discuterons dans la section 15.2 des structures fine et 
hyperfine des niveaux d'énergie ainsi que de l’effet d’un champ magnétique sur 
ces niveaux. Enfin, nous donnerons dans la section 15.3 une introduction à un 
sujet en pleine expansion depuis les années 1980, la manipulation d’atomes par 
laser, en décrivant le refroidissement Doppler et les pièges magnéto-optiques. 


15.1 Méthodes d’approximation 


15.1.1 Généralités 


En physique classique, il est exceptionnel que l’on puisse résoudre ana- 
lytiquement les équations de Newton ou celles de Maxwell, étant donné les 
conditions initiales à un temps t = to et les forces dans le premier cas, les 
sources du champ électromagnétique dans le second. En général, on doit avoir 
recours 4 une méthode de résolution approchée : intégration numérique des 
équations, méthode de perturbation ou autre. La situation n’est pas différente 
en physique quantique : il est exceptionnel que l’on sache “résoudre l’équation 
de Schrédinger” de façon exacte, c’est-à-dire obtenir l’évolution temporelle 
du vecteur d'état |y(t)) en fonction de sa valeur |y(to)) à un temps initial 
t = to. Dans le cas où le hamiltonien est indépendant du temps, ce qui sera 
le cas considéré dans cette section, la connaissance de cette évolution tempo- 
relle suppose que l’on sache diagonaliser le hamiltonien, c’est-à-dire trouver 
ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Sauf cas trés particulier (puits 
carré, oscillateur harmonique, atome d’hydrogéne. ..), on ne sait pas diagona- 
liser exactement le hamiltonien et on doit utiliser des méthodes approchées : 
intégration numérique de l’équation de Schrédinger, méthode de perturbation 
ou autre méthode. 
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Dans cette section, nous allons exposer la méthode des perturbations indé- 
pendante du temps. Cette méthode consiste à utiliser comme point de départ 
un hamiltonien Ho que l’on sait diagonaliser exactement, et que l’on perturbe 
en lui ajoutant un terme W afin d’obtenir le hamiltonien “exact” H = H5+W, 
dans le cadre d’un domaine d’approximation prédéfini : cf. la section 4.3. On 
écrira 

H(X) = Ho + AW (15.1) 
où l’on a introduit un paramètre réel À tel que H = Ho si À = 0 et H = 
Ho + W si À = 1. Si A — 0, on peut espérer que la perturbation AW est 
en un certain sens! “petite” par rapport à Ho. Il peut arriver que l’on puisse 
effectivement faire varier À. Par exemple, si AW correspond à l'interaction 
d’un système atomique avec un champ électromagnétique extérieur, on peut 
modifier à volonté la valeur de ce champ extérieur et donc À : À — 0 si le champ 
s’annule. Mais, en général, la perturbation est fixée par des données physiques 
avec lesquelles on ne peut pas jouer. Dans ce cas, À est un paramètre fictif 
que l’on fait varier de façon artificielle, en lui donnant à la fin des calculs sa 
valeur physique À = 1. Nous avons déjà eu recours à cet artifice dans l’exposé 
de la théorie des perturbations dépendant du temps au § 8.5.3, en écrivant la 
perturbation sous la forme AW (t) et en rétablissant À = 1 à la fin du calcul. 

Nous supposons donc connu le spectre de Ho. Soit EC) ses valeurs propres 
et [n,r) ses vecteurs propres, r étant un indice de dégénérescence comme au 
§ 2.3.1 

Ho|n,r) = B® |n,r) (15.2) 


Nous cherchons les valeurs propres et vecteurs propres de H(A) sous la forme 
d’un développement en puissances de A, appelé développement perturbatif. 
Si H(A)|p(A)) = E(A)|e(A)), nous écrivons les développements du vecteur 
propre |y(A)) et de l’énergie E(A) 


lA) = leo) + Aly1) + A? l2) +++ (15.3) 
BOY = EP 4” GPR +- (15.4) 


Si À = 0, |~(A = 0)) = wo) = |n,r) et E = EU). Notre hypothèse implicite 
est qu’un développement en À existe avec un rayon de convergence non nul, 
ou, en d’autre termes, que l’énergie est une fonction analytique de À au point 
À = 0. Il est nécessaire de distinguer deux cas. 
e La valeur propre EM) de Ho est simple, et on parle alors de théorie des 
perturbations non dégénérée. 
e La valeur propre Ew de Ho est dégénérée avec une dégénérescence N, 
et on parle alors de théorie des perturbations dégénérée. 
Nous allons traiter successivement ces deux cas, sans entrer dans les détails de 
la méthode générale du calcul à tous les ordres en À. Nous nous contenterons 


1. Définir rigoureusement qu’un opérateur est “petit” par rapport à un autre est un 
problème mathématique des plus complexes. 
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de l’ordre non trivial le plus bas en A, en renvoyant aux ouvrages classiques 
pour le cas général. 
15.1.2 Cas d’une valeur propre simple de Ho 


Nous partons de Hojn) = Ef")[n) et posons |yo) = |n) avec (polpo) = 1, 
ainsi que Ko = Ew) afin d’alléger les notations. En pratique, nous nous inté- 
ressons au développement perturbatif (15.4) de l’énergie et le développement 
perturbatif (15.3) du vecteur |y(A)) est un auxiliaire de calcul, ce qui nous 
permet de fixer |y(A)) par une condition commode : (vo|y(A)) = (volvo) = 1. 
Avec cette condition, |y(A)) n’est pas en général de norme unité, mais il est 
toujours possible de le normaliser si nécessaire. Nous avons, à l’ordre À inclus, 
d’une part 

H(A)|y(A)) = Holo) + AW |p0) + AHolp1) 


et d’autre part, 
A(X)|p(A)) = (Eo + AE1)|e(A)) = Eolpo) + AE1|40) + AZ0|¥1) 
d’où, en identifiant les termes d’ordre À, 
Wo) + Hol¢1) = E1lpo) + Eolg1) 


Multipliant à gauche les deux membres de cette équation par le bra (yo| et 
tenant compte de (0| Ho = (yo|Eo, nous obtenons? 


E: = (v0lW{v0) (15.5) 


ce que l’on peut écrire, en appelant AF la différence d'énergie entre le cas 
A Æ 0 et le cas À = 0 au premier ordre en À 


AE, = A(polW|p0) (15.6) 


Le terme en \? n’est pas très difficile à obtenir (exercice 15.6.1) 


(15.7) 


Comme application, calculons le déplacement des niveaux de l’oscillateur har- 
monique à une dimension sous l’influence d’une perturbation anharmonique 
en qf 

mw 


h 


2. La formule (15.5) s’obtient immédiatement à partir du théorème de Feynman- 
Hellmann, exercice 4.4.3, équation (4.49). 


AW = Q* (15.8) 
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Utilisant un résultat de l’exercice 10.4.1, on déduit de (15.6) le déplacement 
du niveau n à l’ordre À 


AE) = , Mw (2n? + 2n + 1) (15.9) 


Même si À est petit, le résultat diverge pour les grandes valeurs de n, car plus 
n est grand, et plus la fonction d’onde est importante aux grandes valeurs 
de q, et donc plus l'effet de la perturbation en q* se fait sentir : la pertur- 
bation en AQ* n’est jamais “petite”. Nous avons pris comme hypothèse de 
départ l’existence d’un développement en puissances de À avec un rayon de 
convergence non nul. En pratique, cette hypothèse d’analyticité à À = 0 n’est 
pas toujours vérifiée, et l’oscillateur anharmonique que nous venons d’exami- 
ner en fournit un exemple. En effet, il est facile de comprendre que El") ne 
peut pas être analytique à À = 0, car le hamiltonien change brutalement de 
nature en ce point. Pour À > 0, il est borné inférieurement et les états liés 
sont présents, mais pour À < 0 il n’est plus borné inférieurement et les états 
liés disparaissent ! Le développement n’a plus de sens pour À < 0. En fait, le 
développement perturbatif est dans ce cas un développement asymptotique, 
qui donne de bons résultats pour À > 0 si l’on garde un nombre de termes 
suffisamment petit, mais qui diverge si on essaie de le pousser trop loin. Ce 
type de développement est bien connu en mathématiques : un bon exemple 
en est la formule de Stirling valable pour n > 1 


n\n 1 1 
T(in+l)=nt=(") mn (14+ + +... 15.1 
elt (=) m (1+ oot aot ) ae 


qui est un développement asymptotique, non convergent, en puissances de 
1/n. Il existe des méthodes sophistiquées pour sommer ces développements 
asymptotiques?. 


15.1.3 Cas d’un niveau dégénéré 


Nous passons maintenant au cas d’un niveau dégénéré, en appelant H(” 
le sous-espace de dimension N de la valeur propre Ew : le projecteur P™ 
sur HU) s'écrit 


N 
PM = 5 In,r){n,rl (15.11) 
y= 


Dans le sous-espace H, l'opérateur W est représenté par une matrice 
N x N d'éléments WS? = (n,s|W|n,r) que l’on peut diagonaliser. 


3. Voir par exemple Zinn-Justin [1989], chapitre 37. 
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ma) de W dans H\”) sont des combinaisons linéaires 


pe” Dy = Yeni r) 


Wiles?) = ihe) 


Les vecteurs propres los 
des |n, 1) 


Les coefficients cg, sont d’ordre zéro en À, puisque l’on a diagonalisé W sans 
toucher à la diagonalisation de Ho, qui est un multiple de l'identité dans H™ 


Hole?) = EP pf) 


La diagonalisation de W dans H®™) donne le résultat correct pour l’énergie 
à l’ordre À. On retrouve les résultats du cas non-dégénéré en prenant la di- 
mension de H\” égale à un. En résumé, à l’ordre À, on calcule les niveaux 
d'énergie et les vecteurs propres comme pour un sytème à un nombre fini N 
de niveaux, en diagonalisant la matrice représentative de Ho +AW dans HO., 
En fait, approximation par un système à nombre fini de niveaux est souvent 
obtenue en négligeant les interactions entre sous-espaces H‘™. Remarquons 
enfin que les cas quasi-dégénérés sont aussi traités par cette méthode : un 
exemple en est donné au § 17.2.3. 


15.1.4 Méthode variationnelle 


Nous nous limitons à nouveau à l’étude d’un cas simple, la recherche de 
Vénergie de l’état fondamental, en renvoyant aux traités classiques pour l’ap- 
plication de la méthode variationnelle à d’autres cas. Soit Eo l’énergie de l’état 
fondamental d’un hamiltonien H, |0) le vecteur propre correspondant 


H10) = Eo|0) 


et |p) un vecteur arbitraire unitaire de l’espace de Hilbert des états. Ecrivons 
la valeur moyenne de H dans l’état |) en décomposant |p} sur la base des 
états propres |n) de H, H|n) = E,,|n), 


(y|H|y) = pa Cn(m|H|n) = XO Enden}? 
n 


n,m 


On en déduit 


(p|H |) — (01H10) = X (En — Eo)len|? > 0 (15.12) 


n 


où nous avons utilisé }> le = 1 et En > Eo. La méthode variationnelle 
consiste à se donner un vecteur d’essai |p(a)) dépendant d’un paramètre a, ou 
de plusieurs paramètres a;, que l’on essaie de choisir aussi proche que possible 
de la forme supposée de |0}. Le résultat (15.12) montre que 


(H)(a) = (p(a)|Hlo(a)) = Eo 
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Dans le cadre de la paramétrisation choisie, le meilleur résultat pour Eo sera 
obtenu en cherchant le minimum de (H)(a) 


d 
a (H = 0 15.13 
da co e (15.13) 
et une borne supérieure sur Eo est 
Eo < (p(ao)|H|p(ao)) (15.14) 


Pour comparer deux choix différents |y(a) et |@(G)), on compare les deux 
minima et le meilleur choix est celui qui donne la valeur minimale de (H}. Il 
est immédiat de généraliser à un vecteur dépendant de plusieurs paramètres 


@,...,@? : on cherche le minimum de (H) par 
ð 
Da; (H)(a1,...Qp) esa =0 


A titre d’exemple, examinons le calcul variationnel de l’état fondamental 
de Voscillateur harmonique, en choisissant comme fonction d’onde d’essai une 
fonction normalisable de norme unité 


(2|9(@)) = pa(x) = 20°" : (15.15) 


x? + a? 


Les intégrales nécessaires aux calculs ci-dessous se déduisent de 


Ia) = T D (15.16) 


Zœ T +a a 
en différentiant I(aœ) par rapport à a?. Partant de la forme (10.9) du hamil- 
tonien de l’oscillateur harmonique, on calcule (H)(a) 


(H)(a) = shu fae (2) +20 


Le premier terme du crochet est l’énergie cinétique et le second l’énergie po- 
tentielle. (H)(a) est minimum pour a? = a? = 1/v2 et 


(Ho) = > Bo =F 


Pour a = ao, l’énergie cinétique moyenne et l'énergie potentielle moyenne 


sont égales 
1 1 hw 
— (pr, = = AUX FN = 
sae (PP) = mx) = 
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Le choix (15.15) de la fonction d’onde d’essai n’est pas excellent (l’erreur sur 
l'énergie est ~ 40 %!), car la décroissance à linfini de cette fonction d’onde 
est beaucoup trop lente. Avec une fonction d’onde d’essai gaussienne, on trou- 
verait bien sûr le résultat exact fiw/2. Un exemple important d’application 
de la méthode variationnelle sera donné au § 16.1.1 : le calcul de l’énergie de 
l’état fondamental de l’atome d’hélium. 


15.2 Atomes à un électron 


15.2.1 Niveaux d’énergie en l’absence de spin 


Au chapitre 9, nous avons étudié le spectre de l’atome d’hydrogène, atome 
à un seul électron ; une généralisation immédiate est donnée par les ions He”, 
Litt, etc. Lorsque le nombre d'électrons est différent de un, il n’existe plus 
de solution analytique au calcul des niveaux d’énergie. On a recours à des mé- 
thodes d’approximation, qui peuvent être très précises dans le cas des atomes 
légers et en particulier de l’hélium. Un autre cas où l’on peut utiliser une ap- 
proximation simple est celui des alcalins. En effet, en première approximation, 
un alcalin est un atome où un électron externe est soumis à un potentiel effec- 
tif créé par le noyau atomique et les (Z — 1) autres électrons, appelés électrons 
des couches internes. Le spectre est alors semblable à celui de l’atome d’hy- 
drogène, avec la différence que l’on n’observe pas de dégénérescence entre des 
niveaux de moment angulaire orbital différent car le potentiel effectif n’est 
pas en 1/r : dans le cas du sodium, par exemple, le niveau fondamental 
est un niveau 3s et le niveau 3p est intermédiaire entre les niveaux 3s et 
4s (figure 9.7). 

Les spectres des figures 9.6 et 9.7 sont obtenus en négligeant le spin de 
l’électron externe ainsi que le spin du noyau atomique. Nous allons traiter 
successivement les deux modifications introduites par la prise en compte de 
ces spins : la structure fine induite par l'interaction entre le moment angulaire 
de l’électron et son spin, et la structure hyperfine induite par l'interaction du 
spin nucléaire avec le spin et le moment angulaire orbital de l’électron. 


15.2.2 Structure fine 


La structure fine est un effet d’origine relativiste dont l’expression cor- 
recte s’obtient à partir d’une équation d’onde quantique et relativiste valable 
pour les particules de spin 1/2, l'équation de Dirac* que nous étudierons au 
chapitre 19. Dans le cadre d’une description classique, nous allons donner 
un argument intuitif, mais qui n’est pas entièrement correct, pour justifier 


4. L’équation de Dirac n’est pas la seule équation d’onde quantique et relativiste : une 
autre équation relativiste importante est l'équation de Klein-Gordon qui décrit les parti- 
cules de spin zéro. Toutefois, aucune de ces deux équations n’est entièrement cohérente : 
le mariage de la mécanique quantique et de la relativité exige une théorie des champs 
quantifiés. 
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Vexpression du hamiltonien de la structure fine. Dans le référentiel où le noyau 
est au repos, ou référentiel du noyau, le champ électromagnétique est le gra- 
dient du potentiel électrostatique V(r)/qe créé par le noyau et les (Z — 1) 
électrons des couches internes, et l’électron externe se déplace à une vitesse 
Ÿ dans ce référentiel. Dans le référentiel où il est au repos, l’électron voit le 
noyau se déplacer avec une vitesse —®, et compte tenu des lois de transforma- 
tion du champ électromagnétique dans un changement de référentiel d’inertie, 
cet électron voit non seulement un champ électrique, mais aussi un champ ma- 
gnétique donné en fonction du champ électrostatique E dans le référentiel du 
noyau par? 


qe? |r dr Me 


UT ee ES (Zxr) (15.17) 


Ce champ magnétique interagit avec le moment magnétique (i = ys de l’élec- 
tron externe en donnant une énergie d’interaction 


Wo=-H.Be-<5.B (15.18) 


car le facteur gyromagnétique + = qe/Me. Combinant ces deux équations et 
introduisant le moment angulaire orbital l = 7 x p, on en déduit le potentiel 


spin-orbite 
1 1 d > 
Weo = E aaa ig (15.19) 


m2c? |r dr 


Toutefois, notre démonstration est critiquable car nous avons utilisé les for- 
mules de transformation entre référentiels d’inertie. Or, le référentiel de l’élec- 
tron est un référentiel accéléré par rapport à celui du noyau puisque l’électron 
tourne autour du noyau. La prise en compte de ce mouvement de rotation se 
traduit par un phénomène de précession du spin, la précession de Thomas® 
(exercice 19.6.3), qui réduit d’un facteur deux le résultat (15.19). En fin de 
compte, l'expression quantique correcte du potentiel spin-orbite s’obtient en 
corrigeant (15.19) par un facteur 1/2 et en remplaçant les quantités classiques 
Tet 3 par les opérateurs L et 5 


AE. E tal À LS (15.20) 


r dr 


1575272 
2mic 


Évaluons l’ordre de grandeur de la correction aux niveaux d'énergie pour 
l’atome d'hydrogène; comme L et S sont d'ordre h et que V(r) = —e?/r, 


5. Dans l’expression (15.17), on a utilisé l’approximation v < c : la formule exacte 
contient un facteur (1—v2/c2)-1/2. 

6. Comme le “paradoxe” des jumeaux de Langevin, auquel elle est d’ailleurs reliée, la 
précession de Thomas est un phénomène de relativité restreinte, et non de relativité générale, 
bien que dans les deux cas, on utilise des référentiels accélérés. 
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nous obtenons dans un état n 


w. ke? 7 1 he? e? e\?1 Rs 
(Wio) ~ aa] ~ 2MZEnB3a (=) (=) no n 

où nous avons introduit le rayon de Bohr ao, la constante de structure fine 
a et la constante de Rydberg Rə : voir (1.46)-(1.48). Les corrections aux 
niveaux d’énergie sont donc de l’ordre de a? en valeur relative, ce à quoi on 
s’attend pour des corrections relativistes, car’(u/c)? ~ a?. 

Examinons l'effet du potentiel (15.20) sur un niveau (nl), de nombre quan- 
tique principal n et de moment angulaire orbital l. Comme l'effet sur les ni- 
veaux est faible, ~ a?, on | pourra utiliser la théorie des perturbations. Ni le 
moment angulaire orbital L, ni le spin Š ne commutent avec Wso. En revanche, 
l'opérateur scalaire L- $ commute avec le moment angulaire total J=L+8 
et de plus, comme [L 2, E] = 0 et [L?, f(r)] = 0, le potentiel (15.20) commute 
avec L 2, ce qui entraîne qu'il ne relie pas des niveaux de l différent. En résumé, 
le potentiel spin-orbite est diagonal dans une base |{1/2 jm;). En l’absence 
du potentiel spin-orbite, la dégénérescence du niveau (nl) est 2(21 + 1) et il 
faudrait en principe appliquer la théorie des perturbations d’un niveau dégé- 
néré. Mais dans le cas présent la situation est très simple, car on connaît déjà 
la base [11/2 jm;) où Wso est diagonal. Le potentiel spin-orbite va partielle- 
ment lever la dégénérescence. En effet, deux valeurs j = l + 1 / 2 du moment 
angulaire total sont possibles, et d’après (9.138), en utilisant J? = (L + Sy? 


> > P 
Lass = LU +1)— (1+1) — s(s+1)] (15.21) 
soit 
à ie 1 
L-S= == (l+ 1) j=l= > 
E i (15.22) 


Les états de moment angulaire total j = l — 1/2 et j = l + 1/2 ont donc 
des énergies différentes et le potentiel spin-orbite lève partiellement la dégé- 
nérescence. Naturellement, chacun des deux niveaux d’énergie correspondants 
possède encore une dégénérescence (2j+1). Notons que le potentiel spin-orbite 
n’affecte pas les ondes s (l = 0). 

Comme cas particulier, examinons le niveau 2p (l = 1) de l'hydrogène. 
Les deux valeurs possibles de j sont j = 1/2 et j = 3/2. Les niveaux corres- 
pondants sont notés 2pı/2 et 2p3/2. La transition 2p — 1s est dédoublée, ce 
qui est facilement confirmé en spectroscopie. Dans le cas de l’hydrogéne, les 
niveaux 2s1/2 et 2pı/2 restent confondus à l'approximation de l’équation de 


7. Pour un noyau de charge Z et un électron unique (v/c)? ~ (Za)?. 
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Dirac. La différence d'énergie avec le niveau 2p3/2 est © 4.5 x 105 eV, ce qui 
correspond à environ 10 GHz en fréquence. Le calcul d’ordre de grandeur pré- 
cédent donne pour cette différence d'énergie ~ a? R/8 ~ 1074 eV, en accord 
qualitatif avec l’expérience. Cependant, l’expérience montre que, contraire- 
ment à la prédiction de l’équation de Dirac, les niveaux 2s; /2 et 2p,/2 ne 
sont pas confondus : le niveau 2p;/2 est plus bas de ~ 5 x 1075 eV, ce qui 
correspond à environ 1 GHz. Cette différence, appelée déplacement Lamb, 
s’explique par des effets d’électrodynamique quantique, la théorie quantifiée 
du champ électromagnétique et du champ électron-positron. 

La notation précédente (nl); se généralise aux niveaux plus élevés : pour 
une onde d (l = 2), les valeurs possibles de j sont 3/2 et 5/2 et les niveaux 
sont notés nd3/2, nds/2. Pour une onde f (l = 3), on aura des niveaux nfs /2 
et nfz/2, etc. Un exemple classique de spectroscopie est le dédoublement de la 
raie jaune du sodium, qui correspond à une transition 3p — 3s : les deux raies 
sont notées Dı à 589.6 nm et Də à 589.0 nm. En général, le niveau j = l+ 1/2 
est plus élevé que le niveau j = l — 1/2 car la valeur moyenne (dV/dr) > 0, 
mais il y a quelques exceptions. Dans le modèle en couches du noyau, où 
le potentiel spin-orbite joue un rôle crucial, cet ordre est systématiquement 
inversé (exercice 16.4.4). 


15.2.3 Effet Zeeman 


La dégénérescence (27 + 1) du niveau (nl); est levée en plongeant l'atome 
dans un champ magnétique constant B: c'est l’effet Zeeman. Cet effet provient 
de l'interaction du champ magnétique avec le moment magnétique orbital 
dû au mouvement de l’électron sur son orbite, et également avec le moment 
magnétique associé au spin de cet électron. Le moment magnétique associé à L 
est donné par le facteur gyromagnétique classique (3.30) y = qe/(2Me), tandis 
que le facteur gyromagnétique du spin est ~ qe/Me. L’énergie d'interaction se 
déduit du couplage d’un moment magnétique avec le champ 


= (ip (15.23) 


2Me 


On choisit habituellement B parallèle à Oz 


_ _gB 
we 


(Lz + 28.) (15.24) 


Me 


Lorsque l'énergie Zeeman (15.23) est suffisamment petite par rapport à l’éner- 
gie caractéristique de la structure fine du niveau considéré, on peut utiliser la 
théorie des perturbations non dégénérée dans chaque niveau (nl);. Si tel n’est 
pas le cas, il faut diagonaliser simultanément le hamiltonien de la structure 


8. Toutefois, cet argument ne donne que le terme dominant de l'interaction : voir l’exer- 
cice 15.4.5 pour une justification détaillée de (15.23). 


15. Atomes a un électron 661 


fine et celui de l'effet Zeeman : exercice 11.6.2. Nous nous plaçons dans le cas 
où l’effet Zeeman est petit. Les éléments de matrice de la perturbation dans 
le niveau (nl); de (15.24) sont 


: eB : , 
wri, = = (nljm| Lz + 2S|nljm’) (15.25) 


mm! 
e 


Les opérateurs L et $ sont des opérateurs vectoriels, et d’après le théorème 
de Wigner-Eckart (9.150) pour ces opérateurs, les éléments de matrice sont 
donnés, par exemple pour L,, par 


(nljm|Lz|nljm’) GIT- DIJ tm J. |nd jm’) 


1 
Rjlj +1) 
m ss 
ns a J-L Omm! 
RG +1) ((J- L)) 
Utilisant 
Z =(J-LP et L = (J - SF 


pour exprimer J- SeT. L, on obtient 


et on en déduit 


(nljm|Lz + 2S-|nljm’) = ÊT +1) + : — I(l + | Omm! 


mh 
25(j + 1) 


= mh i+ (+1) +3 -10+1) | Brn 


1 . 
2j(j +1) ( 
Le résultat final s’écrit sous la forme 


w? j qeB 
lj , 
2 


MAO mm (15.26) 


Me 


Dans le cadre de notre approximation, les déplacements des sous-niveaux 
Zeeman sont linéaires en B. Ils sont contrôlés par le facteur de Landé g 


g=1+ iG +0 +210 +2) (15.27) 


25(3 +1) 


On interprète physiquement gqe/(2Me) comme un facteur gyromagnétique 
effectif. Pour un électron libre dans un champ magnétique, nous avons vu que 
le facteur de Landé était égal à 2; c’est aussi le cas pour une onde s, ainsi 
qu’on peut le vérifier en posant l = 0 dans (15.27). 
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15.2.4 Structure hyperfine 


Un effet encore plus fin, de l’ordre de 107° en valeur relative, est dû à 
Vinteraction du moment magnétique du noyau atomique avec le moment ma- 
gnétique orbital et le moment magnétique associé au spin de l’électron externe. 
L’interaction entre un dipôle magnétique nucléaire et un dipôle magnétique 
électronique est a priori plus faible que l’interaction entre deux dipôles élec- 
troniques par un facteur ~ 107° : en effet, le magnéton de Bohr nucléaire 
UN = qphi/(2m,) est plus petit que le magnéton de Bohr ug = |qelh/(2me) 
par un facteur m,/me ~ 2000. Rappelons les expressions des opérateurs mo- 
ments magnétiques de l’électron et du proton 


7 > ce E Š 
be = YeSe © 28 Up = YpSp © 5.59un = (15.28) 


On montre en électrodynamique classique? que le champ magnétique B (r) 
d’un dipôle ponctuel ji, à l’origine des coordonnées vaut 


BE) = -L [in — 347 P] + MOH (15.29) 
Arr 3 

On peut écrire comme dans (15.23) l'énergie du moment magnétique orbital 
et du spin de l’électron externe dans ce champ magnétique. Nous allons nous 
limiter au cas où l’électron est dans une onde s, cas où seul est à prendre 
en compte le moment magnétique de spin : dans une onde s, il n’y a pas de 
contribution du moment angulaire orbital au moment magnétique de l’atome. 
De plus, le terme entre crochets dans (15.29) donne une contribution nulle. En 
effet, si l’on calcule en théorie des perturbations l'énergie magnétique (W”) = 
=(He* B) correspondant à l’interaction du moment magnétique électronique 
dû au spin en prenant en compte le terme entre crochets de (15.29), on trouve 
pour une onde s, dont la fonction d’onde y(r) dépend seulement de r 


(w) = 2 faro 5 [Gon fe) = 3n Fie) 
= E (5) [Gn fe) -3 D te 


ij=l 


Pour obtenir la deuxième ligne de l’équation précédente, on a découplé la 
partie radiale de l’intégrale du second terme du crochet de sa partie angulaire 


en écrivant so 3a 
[ar=ar | Par [Te 
0 Ar 


L’intégrale radiale donne 


= 1 1 
an | r? dr |y(r)P?> = (=) 
0 T T 


9. Voir par exemple Jackson [2001], section 5.6. 
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L'intégrale angulaire [;; vaut 


= | Eiss = 35 


Pour le montrer, on observe que le seul tenseur d’ordre deux invariant par 
rotation que l’on peut former avec les indices (i, j) est 6;; 


Ly = Côi; et So Gil = À 
ij 
ce qui montre que c = 1/3 et que les deux termes de (W’) se compensent. 
Il reste donc uniquement le terme dit de contact 


Weontact = Tg Hn ` He ô(r) 
2 er 
= E qnel Sn 5) ACP) (15.30) 


Nous prendrons comme exemple de structure hyperfine celle de l’état fonda- 
mental de l’atome d’hydrogéne : un — Hp, n = 1,1 = 0. Le vecteur d’état est 
le produit tensoriel d’une fonction d’onde spatiale déduite de (9.94) 


g(r) = a exp (-2) (15.31) 


et d’une fonction d’onde de spin, produit tensoriel d’un vecteur d’état dans 
l’espace de spin de l’électron et dans celui du proton. La partie spatiale et 


la partie de spin sont entièrement découplées. On prend d’abord la moyenne 
pour la partie spatiale 


2 3o og 
(Weontact) spat a 3 “n'Vely(0)|?(Sp : Se) 
= — (õp - 5) (15.32) 
La constante A vaut 


2/0 1 6 
A= —— (2 i — x5. 1 
3 (2H2)(5-59uN) =e ~ 5-87 x 107° eV 


Le hamiltonien effectif est donc AlS, -S.)/h?, qui agit dans l’espace de Hilbert 
à quatre dimensions produit tensoriel des deux espaces de spin. En l'absence 
de perturbation hyperfine, le niveau fondamental 154/2 de l’atome d’hydrogéne 
possède une dégénérescence d’ordre 4. Il faut diagonaliser AlS,- - §.)/h? dans 


ce sous-espace, ce qui est immédiat si l’on introduit le spin total $ = Š, +S 
et l'identité 


<a ija a moi 3 
A = (8 — 53 - $2) == s(s+1)—5 (15.33) 


664 Physique quantique : Exercices et applications 


Suivant les résultats du § 9.6.1, les deux valeurs possibles de s sont s = 1 (état 
triplet) et s = 0 (état singulet). Les valeurs propres du hamiltonien sont 


1 

s=1 état triplet Etrip = Eo + 1 À 
3 

s=0 état singulet Esing = Eo — 1 À 


où Eo est l’énergie en l’absence d’effet hyperfin, et les vecteur propres sont 
donnés par (9.125) et (9.126). Les deux niveaux sont distants de A = 
5.87 x 106 eV, ce qui correspond à l'émission d’un photon de longueur d’onde 
de 21 cm quand l’atome passe du niveau triplet au niveau singulet. Bien que 
la durée de vie du niveau triplet soit très longue : 107 années, et qu’elle soit 
a priori difficile à observer, elle est d’une grande importance en astrophysique. 
Elle a donné des informations fondamentales!° sur les nuages d'hydrogène ato- 
mique interstellaire qui consituent de 10 à 50% de la masse de la galaxie, en 
permettant les mesures des distributions de masse, vitesses, champs magné- 
tiques, etc. 


15.3 Manipulation d’atomes par laser 


15.3.1 Equations de Bloch optiques 


On sait depuis longtemps que la lumière exerce des forces sur la matière, 
l'exemple le plus connu étant la pression de radiation. Cependant, lorsque 
la lumière provient de sources conventionnelles, ces forces sont très faibles, 
et c’est seulement depuis les années 1980 que l’utilisation des lasers a permis 
d’exercer des forces importantes sur un atome, forces qui peuvent aller jusqu’à 
10° fois la force de pesanteur ! Une application particulièrement intéressante 
est le refroidissement laser, dont nous donnerons un exemple élémentaire au 
§ 15.3.3. Nous utiliserons le modèle de l’atome à deux niveaux : deux niveaux 
atomiques Ea et Ey (Ep > Ea) sont séparés de Ep — Ea = hwo. On supposera 
que Ea est le niveau fondamental de l’atome, ou bien un niveau métastable 
dont la durée de vie est suffisamment longue pour ne pas intervenir dans la 
discussion. Cet atome est placé dans une onde électromagnétique créée par 
un laser dont le vecteur d’onde K est paralléle 4 Oz et dont la fréquence w est 
proche de la fréquence de résonance : w ~ wo. Comme au § 5.3.2, on appelle 
désaccord la différence ô = w— wo. Le champ électrique à la position de l’atome 
est de la forme 7 

E = ë; Eo coswt (15.34) 


10. Pour plus de détails, voir par exemple Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 13. 
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On ignore, pour le moment, les degrés de liberté de translation de l’atome, 
en le supposant infiniment lourd!!. Dans ces conditions, le hamiltonien H est 
donné par (5.54) 


h 
——wn  —dEpcoswt 
H = 2 h (15.35) 
—d Eo cos wt 5 wo 


Les lignes et les colonnes sont dans l’ordre (a, b), le zéro d’énergie en l’absence 
de champ a été choisi à mi-chemin entre E, et Fp et d est l'élément de matrice 
(D -@s)ab de la composante suivant &, de l'opérateur moment dipolaire élec- 
trique entre les deux niveaux. On introduit, comme au § 5.3.2, la fréquence 
de Rabi wı 


w= === 


(15.36) 


Le signe moins tient compte de la charge négative de l’électron, de sorte que 
wi > 0. Avec cette définition, on peut récrire H en fonction des matrices de 
Pauli o1 et o3 


1 
T5 wo Wy, Ccoswt 1 


= 1 = — 5 “003 + (wi coswt)o1 =G-a (15.37) 
w1 Cos wt 5 wo 


ale 


En général, l’état quantique de l’atome sera décrit par un opérateur statistique 
p. En effet, l’atome est en interaction permanente avec le champ électroma- 
gnétique quantifié, et même si l’ensemble champ+atome était dans un état 
pur, l’état de l’atome ne serait pas un état pur : comme nous l’avons vu 
au § 11.1.2, l’état de l’atome est décrit en prenant la trace partielle sur les 
variables du champ, et le résultat est un opérateur statistique, l'opérateur 
statistique réduit de l’atome, représenté par une matrice 2 x 2 agissant dans 
l’espace à deux dimensions de l’atome à deux niveaux, et non un vecteur de 
cet espace. Suivant le § 11.1.3, nous écrivons la matrice statistique en fonction 
d’un vecteur réel b, le vecteur de Bloch, tel que %2 <1 


pe (145o = (+6. b) (15.38) 


Suivant les notations usuelles, on appelle (u,v, —w) les composantes du vec- 
teur de Bloch : u = b1, v = b2 et w = —b3. On peut aussi écrire p sous forme 
matricielle explicite 


1 1 à 
= 2200 — Paa) Pab a 1—wu-—iv 1 
4 ( Pba 4 +5 + (Pov — a 2 Gre 1l+w ( oe) 


11. Plus précisément, on traite classiquement les degrés de liberté de translation, ce qui 
suppose que l’on doit avoir Al >> Ep, où T est la largeur de raie et ER l'énergie de recul 
définie en (15.68). On suppose aussi le milieu suffisamment dilué, afin de pouvoir négliger 
les collisions entre atomes. 
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Dans l'écriture de p, nous avons tenu compte de la condition paa + pbb = 1. La 
quantité w = Pbb — Paa mesure la différence de population entre les niveaux Æp 
et Ea : si l’on dispose d’une collection de M atomes, en moyenne N paa seront 
dans l’état Ea et Np dans l’état Ep. Les éléments de matrice non diagonaux 
Pab = Pq Sont les cohérences. La présence de cohérences non nulles, c’est-a- 
dire de phases, est bien sûr le signal d’effets quantiques. 

L’équation d’évolution de p est donnée par (11.33) 


ò= +10 (15.40) 


Le commutateur dans (15.40) se calcule aisément en utilisant (3.52) 


> => 


[e - a,c - b] = 2io - (a x b) 
On obtient 
ù = wou 
ù = —wou + 2wiw cos wt (15.41) 
W = —2w1v coswt 


Il sera commode, afin de compléter ces équations et de justifier une approxima- 
tion ultérieure, de les récrire en fonction de la cohérence r = pay = (u — iv)/2 


w = —2iwi(r — r*) coswt (15.42) 


r = iwor — iww cos wt (15.43) 


Ces équations d’évolution de la matrice statistique sont hamiltoniennes, 
c’est-à-dire régies par une loi du type (15.40) dépendant d’un hamiltonien ; 
on dit aussi que évolution est unitaire (ou hamiltonienne), car (15.40) est 
équivalent à 

p(t) = U(t, 0)p(t = 0)UT(t, 0) 


où U(t) est l’opérateur unitaire d’évolution (4.14). Cependant, ces équations 
sont en fait incomplètes : l’interaction de l’atome avec son environnement 
conduit à des équations qui ne sont pas de la forme (15.40), et donc à une évo- 
lution non hamiltonienne. C’est l’ensemble atome+environnement qui obéit à 
une évolution unitaire, et si l’on s'intéresse seulement aux degrés de liberté de 
l’atome, l’évolution n’est plus hamiltonienne : l’atome est un système quan- 
tique ouvert. Ce type d'évolution a déjà été rencontré dans la section 11.4, et 
il sera traité en toute généralité au chapitre 18. Nous allons nous limiter au cas 
où l’environnement de l’atome est uniquement le champ électromagnétique, 
ce qui est une excellente approximation pour des atomes piégés par des lasers 
qui forment un milieu dilué, mais il pourrait y avoir d’autres sources d’évo- 
lutions non hamiltoniennes, comme des collisions avec d’autres atomes dans 
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un milieu dense!?. Le calcul fondé sur (15.40) tient compte de l'interaction 
avec le champ laser, et donc de l’absorption et de l’émission induites, mais 
non de l'interaction avec le champ quantifié : il néglige l’émission spontanée. 
En raison de l’émission spontanée, l’atome dans le niveau Æp tend à revenir 
dans le niveau Fa en émettant un photon avec une probabilité [ par unité 
de temps (cf. le § 11.4.3). L’équation différentielle donnant fw doit donc in- 
clure dans son second membre un terme —Ippy, qui conduirait, en l’absence 
de champ laser, à une décroissance exponentielle de la population du niveau 
E, en exp(—Tt). On en déduit que le membre de droite de l'équation dif- 
férentielle pour w contient un terme en —I'(w + 1). Les cohérences doivent 
également décroître car, en l’absence de champ laser, l’atome revient dans son 
niveau fondamental Ea pour t > r = 1/T, et la matrice statistique a pour 
seul élément non nul paa = 1. Nous avons montré au § 11.4.3 que le taux de 
décroissance des cohérences est, dans le cadre de nos approximations, égal à 
T/2. Les équations (15.42) et (15.43) deviennent donc 


wù = —2iwi(r —r*) coswt — T(w + 1) (15.44) 
Tr 
t = iwor — iww coswt — a” (15.45) 


Nous allons transformer ces équations en utilisant comme au § 5.3.2 l’approxi- 
mation séculaire. On remarque que si w1 < wo, l’équation (15.45) implique que 
r ~ exp(iwot) alors que w est lentement variable. Écrivant coswt sous forme 
d’exponentielles complexes et négligeant les termes rapidement variables en 
exp(+i(w + wo)t), les équations (15.44)-(15.45) deviennent 


wb = —iwi (e tr eivér*) —T(w +1) (15.46) 
: | | r 
t = iwor — Zaw (et te wt) — z" (15.47) 


Dans le second membre de (15.46), tous les termes sont lentement variables. 
Pour mettre en évidence l’évolution temporelle des termes du second membre 
de (15.47), on pose 


=] / =} . . £ | 
e pr e ty = jwr +h 


ce qui donne, en multipliant (15.47) par exp(—iwt) 


i r 
= (wo — w}r! — 7 “1 (1+e77i%t) — 5 r 
L’approximation séculaire consiste à négliger dans cette équation le terme 
rapidement variable exp(—2iwt). On aboutit donc au système d'équations dif- 


férentielles, les équations de Bloch optiques 


w = —iwi (r — r’") — T(w +1) (15.48) 
i r 
t = i(wo — w)r’ Zaw z” (15.49) 


12. Un exemple est le milieu actif pour un laser, qui est décrit par des équations de Bloch 
optiques analogues à (15.44)—(15.45) : voir par exemple Mandel et Wolf [1995], chapitre 18. 
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15.3.2 Forces dissipatives et forces réactives 


Lorsque l’atome interagit avec le champ laser pendant un intervalle de 
temps t > T, on atteint un régime stationnaire (ou permanent) w = 7 = 0, 
où il est facile d’écrire la solution du système différentiel (15.48)—(15.49). En 
passant par l’étape intermédiaire 


gees iwyw/2 
st i(wo —w) —T/2 


on trouve pour la valeur stationnaire Wst de w 


(w — wo)? +T?/4 


Cu) + 12/4 + ui es 


Wst = — 


On en déduit ppp = (1 + wet) /2 < 1/2 : il ne peut pas y avoir d’inversion de 
population, c’est-à-dire de situation où le niveau excité est plus peuplé que le 
niveau fondamental. Le résultat stationnaire pour r’ est 


| a 
O O e (15.51) 


Il est commode d’introduire le paramètre de saturation, s, proportionnel à 
l'intensité Z du laser (rappelons que le désaccord 6 = w — wo) 


s= UE x Laser (15.52) 


ce qui permet de récrire 


(1 + ws) = Mes r= — (; = -) (5 = 5) (15.53) 


Ces résultats permettent d’obtenir les forces exercées par la lumière laser sur 
un atome en régime permanent. Un argument simple permet de trouver l’équi- 
valent de la pression de radiation sur l’atome : comme en régime permanent, 
la probabilité de trouver un atome dans l’état excité Ey est pw st, le nombre 
moyen de photons spontanés émis par unité de temps est 


N| = 


Pbb,st = 


r s 


(a er 


yT = 15.54 
—) = T Pobi (15.54) 
Ces photons sont émis de façon isotrope et contribuent à un mouvement désor- 
donné de l’atome, que nous étudierons dans la sous-section suivante. Mais, 
l’atome une fois revenu dans son état fondamental absorbe un photon du 
champ laser, et ces photons ont tous leur impulsion hk dans la méme direc- 


tion. Le nombre de photons absorbés est le méme que le nombre de photons 
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émis spontanément, et l’atome est soumis à une force dissipative due à l’ab- 
sorption de photons égale à la variation d’impulsion par unité de temps 


ss ~/dN -T 5 >T we /2 
Fiss = hk( —) = hk ( —— ) = hk = — 44" m 15.55 
( ) 2 (=) 2 624+T?/44w?/2 eH 


dt 


Lorsque le paramètre de saturation s > 1, l’accélération @ approche sa valeur 
maximale 
à hk T 
Qmax = M 9 
où M est la masse de l’atome. Pour la raie Də du sodium, [1 = 1.6 x 1078 s 
et Qmax ~ 10®ms~?, environ 10° fois l'accélération de la pesanteur. 

Nous allons retrouver le résultat (15.55) pour la force dissipative en exa- 
minant la force exercée par le champ électromagnétique (15.34) sur le dipôle 
atomique. La forme de l’opérateur dipôle dans l’espace à deux dimensions de 
Vatome à deux niveaux est D = doy, et, d’après (11.3), sa valeur moyenne est 


(15.56) 


(D) = d Tr (p01) = d(pab + Pay) 
= d(r + r*) = d (r'e tre ii) 
2ds 


Tr 
= vl ts T3 sin wt + ô cos wt (15.57) 


où nous avons utilisé l’expression (15.53) de r’ en régime permanent. Cette 
valeur moyenne du dipôle exhibe un terme x coswt en phase avec le champ 
(15.34) et un terme en quadrature de phase œ sin wt. Le travail dW/dt fourni 
par unité de temps par le champ (15.34) sur le dipôle, c’est-à-dire la puissance 
fournie à l’atome!®, est 

ie = Eo cos wt 2) 


Compte tenu de (15.57) qui donne immédiatement d(D) /dt 


dada |D cos? wt + 6 sinwt cos wt (15.58) 


dw 2dsw Eo E 
2 


et en prenant la moyenne temporelle 


dw 2dswEo T hus T 
a eae) 


13. Il est utile de se souvenir de l’oscillateur harmonique forcé élémentaire à une 
dimension 
E+ y + ura = f coswt 
La puissance fournie à l’oscillateur est f(cos wt)dx/dt. La correspondance avec le présent 
problème est donnée par f — Eo et x — (D). 
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Le nombre de photons absorbés par seconde est 


dN 1 /dW T s 

aaa) at 
en accord avec (15.54). L’étude élémentaire de l’oscillateur harmonique forcé 
montre que c’est la composante de l’élongation en quadrature de phase avec 
la force externe qui est responsable de la dissipation par frottement, d’ot 
V’expression “force dissipative” pour la pression de radiation. La partie en 
phase avec le champ est appelée “réactive”. Le modèle que nous avons étudié 
ne contient aucune dépendance spatiale, et dans ce cas, la valeur moyenne du 
terme de (D) en phase avec le champ ne produit aucun travail. Pour obtenir un 
résultat non nul, il faut introduire une dépendance spatiale. On montre alors 
(exercice 17.5.9) que la composante réactive de la force dépend du gradient 
de la fréquence de Rabi 


e hô  Vw?(F)/2 


Feat = —— SO 15. 
i 2 62+12/4+w2/2 vee) 


La force réactive est nulle dans une onde plane, où la fréquence de Rabi w 
est indépendante de F. Elle ne transmet aucune énergie aux atomes. Si, par 
exemple, la variation spatiale de la fréquence de Rabi est due à l’utilisation 
de plusieurs ondes laser, la force réactive a pour effet de redistribuer l’éner- 
gie entre les différentes ondes. Contrairement à la force dissipative, la force 
réactive ne sature pas lorsque s — oo. 

La force réactive dérive d’un potentiel 


2 Sir „~ hô w2(7)\/2 


Pour 6 < 0, une région où w?(r) est maximum apparaît comme un puits de 
potentiel attractif pour l’atome. Dans un champ laser inhomogéne, l’atome 
est attiré vers les régions de forte intensité. Ceci est mis à profit dans de nom- 
breuses applications pratiques où l’on manipule des objets microscopiques ; 
on fabrique ainsi des “pincettes optiques”, qui permettent par exemple de ma- 
nipuler des brins d'ADN. 


15.3.3 Refroidissement Doppler 


Une application importante de la force dissipative (15.55) est le refroi- 
dissement Doppler des atomes. Ceux-ci sont modélisés comme précédemment 
par un système à deux niveaux séparés de Awg. Les atomes sont localisés 
dans des faisceaux laser provenant de directions opposées avec une fréquence 
identique w proche de la résonance wo, mais telle que w < wo, c’est-à-dire 
avec un désaccord ô = w — wọ < 0. Afin de simplifier la discussion, nous 
nous limitons au refroidissement suivant un axe que nous prendrons comme 
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k Q ako 
I s 0, o NNN 


faisceau laser ( k) atomes faisceau laser (— k) 


Fic. 15.1 — Principe du refroidissement Doppler. 


Fic. 15.2 — Cycle de fluorescence. 


axe des z, et à deux faisceaux lasers dont les vecteurs d’onde sont k || 2 et 
—k || —2 (figure 15.1). Pour un refroidissement suivant les trois dimensions 
d’espace, il faudrait prendre six faisceaux laser, deux suivant chaque axe, avec 
des vecteurs d’onde opposés. Nous allons nous placer dans le cas d’un para- 
mètre de saturation s < 1, ce qui permettra de négliger le terme w? dans le 
dénominateur de (15.55). 

Un atome dans le champ des lasers subira des cycles de fluorescence. Un 
cycle de fluorescence comprend l’absorption d’un photon d’un des deux lasers 
par un atome dans son état fondamental, ce qui envoie cet atome dans son état 
excité, suivi de l'émission spontanée d’un photon qui remet l’atome dans son 
état fondamental (figure 15.2). Soit n4 (v), le nombre de cycles de fluorescence 
par seconde que subit un atome de vitesse v (dirigée suivant l’axe des z puisque 
notre discussion est limitée à une dimension), avec absorption de photons 
de vecteur d’onde +k, et n_(v), le nombre de cycles de fluorescence avec 
absorption d’un photon de vecteur d’onde —k. Si un atome se dirige vers la 
gauche (v < 0), il verra par effet Doppler des photons de fréquence w — kv 
s'ils proviennent du faisceau +k, et de fréquence w + kv s’ils proviennent du 
faisceau —k. En raison du désaccord négatif (w < wo), les photons de vecteur 
d'onde +k seront plus proches de la résonance et absorbés en plus grand 
nombre que les photons de vecteur d’onde —k, qui sont eux, au contraire, 
plus éloignés de la résonance. Ceci donnera pour ces atomes une force dirigée 
vers la droite. Inversement, pour des atomes se dirigeant vers la droite (v > 0), 
la force sera dirigée vers la gauche. En résumé, les atomes se dirigeant vers la 
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gauche absorberont préférentiellement les photons de vecteur d’onde +k, les 
atomes se dirigeant vers la droite absorberont préférentiellement les photons 
de vecteur d’onde —k : dans les deux cas, les atomes seront ralentis et nous 
voyons apparaitre une force de type visqueux, et c’est pourquoi on parle parfois 


de “mélasse optique”. La force moyenne sur un atome de vitesse v est 


(F) = hk[n4(v) —n_(v)] (15.61) 
avec - 
T wi 
+ =- —— 15.62 
RSS (5 + kv)? + I2/4 (18:62) 
Développons (15.62) en puissances de la vitesse à l’ordre v 
Tw?/4 2dkv 
+w) = |1 = 15.63 
neo) = Sag | e+ l ee) 


Cette équation donne le nombre moyen no de cycles de fluorescence par se- 


conde 
Tw? /4 F 


et la force, proportionnelle à 
4ôkv 
ne] WU) Pa aa 
qui vaut 
> > 4ħôk? + 
Le coefficient de viscosité y est défini par 
dv 
Dna 15. 
a yu (15.66) 
et sa valeur se déduit de (15.65) 
(F) 4ħk? ô 
=L = ny — aaee 15.67 
"Mo "O M PFA 07) 
qui est un nombre positif car 6 < 0. Si l’on prend no constant, le coefficient 
de viscosité est maximal pour 6 = -T /2 
Ahk? 8no hk? 8no 


Me MEN ma ne A So 


L'énergie Er = Mv? /2 est appelée énergie de recul : c’est l'énergie cinétique 
de recul lorsque l’atome initialement au repos émet un photon d’impulsion 
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hk, et c’est aussi l’énergie acquise par un atome initialement au repos qui 
absorbe un photon d’impulsion hk. La vitesse vp est la vitesse de recul. Don- 
nons quelques valeurs numériques pour le rubidium. La longueur d’onde de 
la transition est À = 0.78 um, la largeur de raie P = 3.7 x 10’s~1, la masse 
de l’atome M = 1.41 x 10 kg. Ces valeurs correspondent à une énergie 
RE = 2.4 x 1078 eV, une vitesse de recul vg = hk/m = 5.8 x 107° ms“! et 
une énergie de recul Eg = 1.5 x 1071! eV, et donc à une température de recul 
TR = Er/kp =1.7x 1077K. 


Fic. 15.3 — Séquence de cycles de fluorescence. 


Avec ces valeurs numériques typiques, on trouve 
y œ 5x 10 no = 2.5 x 10°-3Ts 


On peut choisir le paramètre de saturation s < 1 de telle sorte que 


pte ng! <y! 
Dans ces conditions, il existe trois échelles de temps bien distinctes dans le 
problème (figure 15.3). La relation T1 < ng” montre que les cycles de fluo- 
rescence ne se recouvrent pas et sont indépendants. Considérons un intervalle 
de temps ôt, avec T71 « ĝt < y~!. Soit N+ le nombre de cycles de fluores- 
cence +k dans cet intervalle ôt. La condition ôt « y~! implique que la vitesse 
v de l’atome n’a pas le temps de varier de façon appréciable sous l’action de la 
force de viscosité pendant l’intervalle ôt et on pourra faire des moyennes sur 
cet intervalle, avec (Ni) = ni(v)dt. Soit p(N4+, N_; ôt) la probabilité d’ob- 
server N cycles +k et N_ cycles —k pendant ôt. L'indépendance des cycles 
de fluorescence permet d’écrire pour cette probabilité une loi de Poisson 


(N4)%+ (N_)N- exp[—((N4) + (N-))] 
NIN! 


p(N4+, N_; ôt) = 


Désignons par hq,,...hq¢n,+n_) les N+ + N° impulsions des photons émis 
spontanément par l’atome dans l'intervalle ôt et AY leur somme 


hy = hq + + ÄN NL) 
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Les photons émis ne sont pas corrélés entre eux et (Y) = 0. La variation 
moyenne d’impulsion pendant le temps ôt est due uniquement aux photons 
absorbés 

(p(5t)) = (n4 (v) — n- (v))hkôt (15.69) 


Evaluons maintenant la variance de p(ôt) 
Ap? (8t) = (p?(6t) — (p(6t)}?) 


Comme les photons spontanés ne sont pas corrélés avec les photons absorbés, 
(Yk) = 0 et on peut traiter séparément les deux contributions. La contribution 
à la variance des photons absorbés est 


Ap? (8t) labs = A?k? (N3 N_)? — ((N4) (N_))?) = 2A?k?noðt 


où nous avons utilisé la propriété classique de la loi de Poisson : AN? = (N+) 


ainsi que l’indépendance des cycles + et — : (N;N_) = (N4)(N_), tandis 
que la contribution des photons émis est 


N+ +N_ 
Ap (les P(Y?) =h? XO ig? = RRN) = Onan hse 
i=1 
Comme nous avons réduit la cinématique à une dimension, nous avons admis 


que les photons émis ont une impulsion +hk avec une probabilité 1/2 14. En 
additionnant les deux contributions! 


Ap? (ôt) = 4no hk? ot (15.70) 


Ainsi que nous allons le montrer, ce résultat correspond à une marche au 
hasard dans un espace des impulsions 4 une dimension. Dans une marche au 
hasard sur une droite, un marcheur effectue un pas de longueur / à droite ou 
un pas de longueur l à gauche avec une probabilité 1/2. Au bout de N pas, il 
a parcouru une distance moyenne nulle, (x) = 0, mais la distance quadratique 
moyenne n’est pas nulle 


(x?) = Ax? = NI 
et si chaque pas prend un temps 7, au bout d’un temps ôt = Nr 
[2 
Az? = — ôt = 2D ôt (15.71) 
T 
14. Dans le cas d’une cinématique à trois dimensions et de photons émis de façon isotrope, 


nous aurions (f?Y?) = h?k?/3. 
15. Avec une cinématique à trois dimensions 


Ap°(ôt) = nor REG 
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Cette équation définit le coefficient de diffusion'!® D. La proportionnalité de 
Ap” à ôt dans (15.70) justifie l'expression “marche au hasard dans l’espace 
des impulsions”, avec un coefficient de diffusion D = 2noh?k?. 

Dans cette marche au hasard, l'énergie cinétique E de l’atome augmente 
de Ap?(dt)/(2M). La diffusion tend donc à augmenter l'énergie cinétique. Par 
analogie avec la mécanique statistique, on définit une température fictive T 
par 


1 
E = >keT (15.72) 


où kg est la constante de Boltzmann. Si E augmente, T augmente, et on peut 
dire que les atomes s'échauffent sous l'effet de l’émission spontanée, qui crée 
un mouvement désordonné analogue à une agitation thermique. Cependant, la 
température est bien fictive, car il n’existe pas d’équilibre thermodynamique : 
la température (15.72) est parfaitement définie pour un atome isolé! La vis- 
cosité a tendance à ralentir les atomes, et donc à les “refroidir”. Lorsque les 
deux effets s’équilibrent, on obtient une “température d'équilibre” qui est la 
température fictive des atomes en régime permanent. Cette température est, 
en fait, une façon imagée de mesurer leur vitesse moyenne. D’après (15.66), la 
viscosité donne la contribution suivante à la variation temporelle de l’énergie 


dE Led 2 
dp Ae = 2 Me v? = —Myv" = 2 (15.73) 


et en ajoutant l'effet de l’émission spontanée 


dE 2n? k? yp? 
dt M M 


La condition de régime permanent dE/dt = 0 donne la valeur d'équilibre Pia 
de p?, et choisissant + = Ymax suivant (15.68) 


D. — Anoh° k? 1 


= -AM 
= Ymax 2 
ce qui donne pour la température T = Tp 
2 
De 1 
kgTp = — = -Ar 15.74 
BTp = ai (15.74) 


Cette température, de l’ordre de 100 uK pour le rubidium, est appelé tem- 
pérature Doppler et on a donc obtenu un atome froid! La condition d’équi- 
libre dE/dt = 0 peut aussi s’écrire en fonction du coefficient de diffusion en 
impulsion 

D = pe, = MykpT (15.75) 


16. Voir la note 1 du chapitre 13. 
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Cette équation qui relie les coefficients de diffusion D et de viscosité y à la 
température est très générale!’ et est connue sous le nom de relation d’Ein- 
stein. Dans le cas du mouvement brownien, les forces de viscosité et la diffusion 
ont une origine commune : les collisions de la particule brownienne avec les 
molécules du fluide, et il n’est pas surprenant que coefficients de diffusion et 
de viscosité soient liés. Diffusion et viscosité sont deux processus dissipatifs : 
dans notre cas, le processus dissipatif est l'émission spontanée. 


15.3.4 Piège magnéto-optique 


Le refroidissement Doppler est le refroidissement maximum que l’on peut 
obtenir si on se limite au modèle de l’atome à deux niveaux. Pour aller plus 
loin, et en particulier pour mettre au point des mécanismes de refroidissement 
encore plus efficaces, permettant de descendre au microkelvin et même au- 
delà, il faut faire appel à la sous-structure, fine et hyperfine, des niveaux. Nous 
allons considérer un exemple élémentaire, en prenant un niveau fondamental 
(g) j = 0 et un niveau excité (e) 7 = 1 que nous allons scinder en trois 
sous-niveaux grace à l'effet Zeeman. Ceci nous permettra de piéger les atomes 
non seulement en vitesse, comme dans le refroisissement Doppler, mais aussi 
dans l’espace. Comme on doit utiliser un champ magnétique pour obtenir 
Veffet Zeeman, on appelle un tel piège piège magnéto-optique. On utilise un 
champ magnétique inhomogène orienté suivant Oz et dépendant de z, B(z) = 
—bz, b > 0. D'après (15.26), les niveaux Zeeman de l’état excité (e) de nombre 


quantique magnétique Me sont donnés par! 


AB eh 
Wm. = -Bme = _g! Me avec u= g2 <0 
2m 2m 


Les niveaux Zeeman de l’état excité ont donc des énergies —ubz (me = —1), 
0 (me = 0) et +ubz(me = 1), en prenant Oz comme axe de quantification du 
moment angulaire. 

Reprenons la configuration des faisceaux lasers du refroidissement Doppler 
étudié précédemment, mais en supposant maintenant ces faisceaux polarisés 
circulairement à gauche : la conservation du moment angulaire suivant Oz 
(cf. (9.106)-(9.107)) implique que me = —1 si l’atome absorbe un photon 
de vecteur d’onde +k et me = +1 s’il absorbe un photon de vecteur d’onde 
—k: figure 15.4. Supposons 6 < 0; pour z > 0, le signe de B implique que le 
niveau Me = +1 est plus bas que le niveau Mme = —1, et ce niveau est donc plus 
proche de la résonance (figure 15.4). Ceci entraîne que l’atome va absorber 
de façon préférentielle les photons de vecteur d’onde —k et il sera repoussé 
vers la gauche. L’inverse se produit si l’atome se trouve dans la zone z < 0 
où le niveau me = —1 est plus bas que le niveau me = +1 : l’atome absorbe 


17. Voir par exemple Le Bellac et al. [2004], chapitre 6. 
18. Afin d’éviter toute confusion avec la masse de l’électron, nous notons le nombre 
quantique magnétique Me. 
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D 
z 
Z ee = “ 
k =k 
Me Me 
+l Si 

0 0 

1 = 
mg =0 mg =0 


Fic. 15.4 — Niveaux Zeeman pour z < 0 et z > 0. 


préférentiellement des photons de vecteur d’onde +k, et il est repoussé vers la 
droite. L’action des deux faisceaux se traduit par l'existence de deux forces : 
une force de viscosité —yMv et une force de rappel —Kz 


F = —yMv — kz (15.76) 


auxquelles s’ajoute une diffusion dans l’espace des impulsions. Non seulement 
les atomes sont ralentis, mais ils sont aussi confinés par la force de rappel dans 
la région z ~ 0 : c’est le principe du piège magnéto-optique. En pratique, on 
souhaite confiner les atomes dans les trois directions d’espace, et il faut donc 
utiliser six faisceaux lasers polarisés (figure 15.5). 


15.3.5 Fontaines atomiques 


L'utilisation des atomes froids permet d'améliorer considérablement la pré- 
cision des horloges atomiques. Comme nous l’avons vu au § 5.4.3, le temps de 
parcours T entre les cavités est le temps d'interrogation effectif de l’atome, 
et plus ce temps d'interrogation est long, plus précise sera l’horloge. Pour 
des horloges atomiques standard utilisant des atomes sortant d’un four, nous 
avons vu que la précision relative est de l’ordre de 10713, soit une dérive d’une 
seconde sur 300 000 ans. La distance L entre les cavités (figure 5.21) étant 
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Ry 


œil 


FIG. 15.5 — Configuration des lasers pour le piège magnéto-optique. 


FIG. 15.6 — Une fontaine atomique. Les atomes piégés dans le piège magnéto-optique 
(flèches horizontales) sont envoyés vers le haut avec une vitesse de l’ordre de 5 m/s. 
Ils passent deux fois, à la montée et à la descente, dans la cavité (anneau) et sont 
détectés par un laser. Courtoisie de Christophe Salomon. 
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fixée et de l’ordre du métre, pour augmenter le temps de vol T, il faut diminuer 
la vitesse, autrement dit il faut ralentir les atomes et donc avoir recours aux 
atomes froids. 

Une fontaine atomique réalise une horloge utilisant des atomes froids 
(figure 15.6). On forme d’abord un nuage d’atomes froids dans un piége 
magnéto-optique et on le fait passer deux fois dans une cavité unique. Le 
nuage est lancé vers le haut et passe une première fois dans la cavité; après 
avoir atteint une hauteur d’un mètre environ, il retombe sous l'effet de la pe- 
santeur et passe une seconde fois dans la cavité. Le temps d’aller-retour T, ou 
temps d'interrogation effectif, est d’une seconde environ, au lieu de quelques 
millisecondes dans un horloge atomique ordinaire. Ceci permet de gagner un 
facteur 100 environ, et la précision relative atteint 10715, soit une dérive d’une 
seconde sur trente millions d’années ! 


15.4 Exercices 


15.4.1 Perturbation au second ordre et forces 
de van der Waals 

Les forces de van der Waals entre deux atomes neutres sont dues à des 
interactions entre moments dipolaires induits. On se propose de les évaluer 
dans le cas de deux atomes d'hydrogène se trouvant dans leur état fondamental 
\~o). Pour ce faire, nous aurons besoin de la théorie des perturbations au 
second ordre. 

1. Perturbations au second ordre. On détermine d’abord | ) en supposant 
|po) non dégénéré ; les notations sont celles du § 15.1.2. Montrer que 


(Eo — Ho)|v1) = (W — E1)|v0) 


En poussant les développements (15.3) et (15.4) au second ordre en À, montrer 
que 
Ex = (po|W |91) 
On rappelle que |0) = |n} et que 
Holn) = EIn)  Holk) = Ep |k) 


Montrer l'identité 


I =|n)(n| + (Eo — Ho) |k)(k| | (Eo — Ho) 
kzn 
et en déduire (15.7) 


|(n| Wk)? 
Be), 7 
kzn Lo 7 £o 
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2. Les protons des deux atomes d’hydrogéne se trouvent à une distance 
R > ao, a étant le rayon de Bohr (1.41) ; Rest le vecteur joignant le proton 1 
au proton 2 et l’axe Oz est orienté suivant B. On note 7 le vecteur joignant 
Vélectron 1 au proton 1, 7 le vecteur joignant l’électron 2 au proton 2 et 
d; = qe7; le moment dipolaire électrique de l’atome i. Montrer qu’en physique 
classique l’énergie d’interaction des deux dipôles est 
2 


€ 5 >- m 5 x 
Was li -Fa — 3(F1  B)(%- À) 
2 
e 
= TE [t1T2 + y1y2 — 22129] 

3. Pour obtenir l'expression quantique de W, on utilise le principe de 
correspondance en remplaçant les nombres 271,--: ,Z2 par des opérateurs 
Xis G Zə 

2 
e 
W = TS [X1X2 + Y1Y2 — 27:12] 


Montrer que la valeur moyenne de W est nulle au premier ordre de la théorie 
des perturbations 
Eı = (po19021W|0102) = 0 
4. Au second ordre, si |yq) désigne un état excité ou un état du continu 
dénergie Ea 
> (Pou Paz |W |¥01¥02) |? 
—2Ræ — Ea, — Eas 


1,2 
où R est la constante de Rydberg (1.42). Pour obtenir un ordre de grandeur 
de E2, on néglige Ea, et Ea, au dénominateur. En déduire 


2 5 
e ao 
Bit a) 
L’énergie d’interaction varie comme R~° et la force comme À 6. Montrer que 
Vestimation précédente n’est plus valable si R Z fic/R+. Pour des distances 
R > ħc/Ræ, on montre que la loi de forces est en R77. 


2 


15.4.2 Corrections d’ordre af aux niveaux d’énergie 


Suggestion. Dans ce problème comme dans le suivant, il est recommandé 
pour les application numériques d’écrire les énergies sous la forme d’un facteur 
sans dimensions multipliant Rə = 13.61 eV. 

En plus de la structure fine, il existe deux autres corrections O(v/c)? aux 
niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogéne (ou plus généralement des atomes 
à un seul électron). 

1. Correction cinématique. La forme relativiste de l'énergie cinétique de 
Vélectron est 


2 4 6 
p Ip p 
K = VPE + Mmt = mc? + => +0 
p 2Me 8 mc? mc 
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Vérifier que ce développement en puissances de p/mc est valable si 
p/(mc) < 1. Le premier terme est l’énergie de masse, une simple constante 
additive, le second est la forme non relativiste de l’énergie cinétique prise en 
compte dans la résolution de l’équation de Schrödinger ; l’objectif est d’évaluer 
les corrections dues au troisiéme terme O(p*). Montrer que ce terme donne 
une correction AEK œ a?(u/c)? = O(a*) aux niveaux d'énergie. Afin d’éva- 
luer cette correction de façon précise, on utilise la théorie des perturbations. 
Montrer qu’au premier ordre de cette théorie 


1 
Abe = a 4) > 2 
= pr | pet low) 
où (p) est la transformé de Fourier de la fonction d’onde y(r) 


: 1 aie ie 
HO = Gagan | Pre? ren 


Calculer AE pour le niveau 1s de l'atome d’hydrogéne. Les intégrales 
nécessaires se déduisent de 


°° dq T 4 
I(x) = = gl? 
(x) | se 


par dérivation par rapport à x (x > 0). 

2. Terme de Darwin. La seconde correction vient de ce qu’à l’approxima- 
tion non relativiste de l’équation de Dirac (chapitre 19), la localisation de 
l’électron ne peut se faire au mieux qu’à h/(mec) près, où /(mec) est la 
longueur d’onde Compton de l’électron. Pour tenir compte de cette extension 
spatiale, on écrit l'énergie potentielle 


Epos = f d'u fV E+E) 


où V est l’énergie potentielle habituelle et f(u), à symétrie sphérique, possède 
une extension + f/(m.c) et est normalisée par 


futo =1 


En développant V(r + ü) au voisinage de u = 0, montrer que 


Gal 


L’équation de Dirac donne le coefficient exact 


Epot = V(F) +O 


h2 h \* 
Epot = V (P) + ———V?V +0 ( ) 


8m2c? Mec 
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Le deuxième terme de Epot est appelé terme de Darwin. Montrer que ce terme 
n’affecte que les ondes s et vaut 
reh? 


> 2 
AEp = mE ly(r = 0)| 


Évaluer numériquement AEp pour le niveau 1s de l'hydrogène. 


15.4.3 Atomes muoniques 


Le muon (4) est un lepton en tout point identique à l’électron, à l’exception 
de sa masse m, ~ 105.7 MeV/c? ~ 206.8 me (cf. le § 1.1.3). Un atome peut 
capturer un muon négatif 17 qui se met sur orbite autour du noyau atomique, 
exactement comme un électron, et forme un “atome muonique”. 

1. Calculer, en fonction du numéro atomique Z de l’atome, du rapport 
mu/me et de ao = h?/(mee?), le rayon de Bohr a7 du muon pour un atome 
de numéro atomique Z en écrivant 


1 
Z_ 
u  Za(A) ° 


On tiendra compte de la masse réduite dans le calcul de a(A). Comparer 
af au rayon R du noyau pour l’aluminium (Z = 13, A = 27) et le plomb 
(Z = 82 A = 208). On rappelle que R est donné par R ~ 1.2 x A!/3 fm, 
A étant le nombre de nucléons. 

2. Soi ARF = Ak, = E2p — Eis la différence d’énergie entre les niveaux 
2p et 1s de l’atome d'hydrogène. Calculer la quantité correspondante AEZ 
pour un atome de numéro atomique Z en fonction de AE, et de m,/me. 
Comparer aux valeurs expérimentales 


Aluminium : AE? = 0.3443 MeV Plomb : AE? = 5.96 MeV 


Quel est le type de photon émis dans ces transitions ? 

3. Montrer que l’effet d’écran des électrons des couches internes est négli- 
geable. Au contraire, une correction importante vient de l’extension finie du 
noyau atomique. En supposant une distribution de charge uniforme dans le 
noyau, montrer que le potentiel vu par le muon n’est pas —Ze?/r mais 


On se propose de calculer le déplacement des niveaux par la méthode des 
perturbations au premier ordre, en partant de la solution pour le potentiel 
coulombien exact. Quelle perturbation W (r) doit-on utiliser ? Montrer quali- 
tativement que l'effet d'extension finie du noyau est négligeable sauf pour les 
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états s, et que dans ce cas le déplacement vaut pour Z petit et une orbite de 
nombre quantique principal n, de rayon grand par rapport à R 


E 27 Ze? 
D: 


AE, R? |p, (F = 0)|? 


où wA(r) est la fonction d’onde non perturbée. Montrer que pour l’état 1s 


72 ! 2 
AB =< Ry | 2% (=) 


5 Me af 


où m, est la masse réduite. Évaluer numériquement ce déplacement pour 
Valuminium!’. La correction va-t-elle dans le bons sens? Est-il raisonnable 
d’appliquer la méthode dans le cas du plomb ? 

4. Montrer que le rapport des énergies caractéristiques de la structure 
fine aux énergies caractéristiques des niveaux est le même pour l’électron et 
le muon. Montrer, en revanche, que ce rapport est plus grand d’un facteur 
Myu/Me pour la structure hyperfine. 


15.4.4 Atomes de Rydberg 


Les résultats de l'exercice 9.7.9 permettent d’écrire les fonctions d’onde 
radiales Uni(r) de ’atome d’hydrogéne sous la forme 


n—l—1 F q+l+1 r 
m= D afi) l) 


Pour écrire l’expression du coefficient cq, il est commode de définir k = n — | 


Cf 2\%  (k-D(2A+1)! 
a (-2) giqt2i+Dik—q-1)! 


où co est fixé par la condition de normalisation de la fonction d’onde. On 
s’intéressera à des valeurs de n > 1, typiquement n ~ 50. 

1. Montrer que si / prend sa valeur maximale l = Imax = n — 1, la fonction 
d'onde radiale présente un pic étroit au voisinage du point r = apn?. Quelle 
est la largeur Ar de ce pic ? Suggestion : étudier la fonction 


far) =a" 2 


19. En dehors de la correction d’extension finie du noyau, la correction la plus importante 
vient de la polarisation du vide due 4 la création de paires virtuelles électron-positron. La 
correction pour l’état 1s de aluminium est de —2.25 KeV. Le signe de cette correction 
est négatif : en effet, à courte distance, a est plus grand que 1/137 et le muon qui voit 
une charge plus grande est plus lié que si a était constant. Ce comportement de a a été 
mentionné dans la note 37 du chapitre 1 : œ croît avec l'énergie, et d’après l’inégalité de 
Heisenberg, courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie. 
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et montrer que pour x © zo = n? 


fue) = falta) exp [=z (2 = 20) 


Montrer qualitativement que si | < n — 1, la dispersion Ar est plus grande 
que pour l =n — 1. 
2. On s'intéresse maintenant à la partie angulaire. D’après (9.53), 


YI” (0, p) =e'™"® f (0) 
En utilisant L} Y} = 0 et l'expression (9.48) de L}, montrer que 
Y/ (0,6) x e sin! 0 


En déduire que si l > 1, |Y/(0,¢)|? est non nul uniquement au voisinage du 
plan xOy (c'est-à-dire pour 0 = 7/2), et calculer la dispersion A0. Que se 
passe-t-il si |m| 41? 

3. Déduire des deux premières questions que pour n > 1, les états 1 = n—1 
et |m| = 1 sont localisés dans un tore horizontal de rayon n?a9 dont la section 
est un cercle de rayon agn?/?. Comparer avec les orbites (1.40) obtenues à 
partir des prescriptions de Bohr. 


15.4.5 Terme diamagnétique 


Lorsque nous avons établi la forme du hamiltonien (15.23) de l'effet Zee- 
man, nous avons négligé un terme « A?, dit terme diamagnétique. Pour justi- 
fier cette approximation, examinons le cas d’ un champ magnétique uniforme 
et constant B, une expression possible pour A étant (cf. (10.64)) 

> lg 


A= 3 Bx? 


1. Montrer que l’on peut écrire le hamiltonien quantique d’un électron de 
charge q dans ce champ magnétique sous la forme 


1 
H= P —qA)? 
ma! qA) 
P? >> @ oor 
So BL+ [PP (R. BY? 
2Me 2Me 8Me 
= Ho + Hz + Hp 


où L = R x P est le moment angulaire orbital. On justifiera soigneusement 
les commutations d’opérateurs. 

2. Identifier Hz a la partie du hamiltonien Zeeman (15.23) d’origine or- 
bitale, et donner l’ordre de grandeur de ce terme pour un champ magnétique 
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de 1 T lorsque l’électron est lié dans un atome. On peut écrire le terme dia- 
magnétique Hp sous la forme 


: q? B? R 


Hp L 


7 8Me 


où Ry est la composante de R perpendiculaire à B. Quel ordre de grandeur 
peut-on choisir pour (R2) ? En déduire que |(Hp)| < |(Hz)| pour un électron 
lié dans un atome, et que le terme diamagnétique peut être négligé dans le 
calcul de l'effet Zeeman. En revanche, ce terme ne peut pas être négligé dans 
le calcul des niveaux de Landau, car le rayon des orbites électroniques est 
alors macroscopique. 


15.5 Bibliographie 


La théorie des perturbations et la méthode variationnelle sont exposées 
dans tous les traités classiques. On pourra se reporter pour plus de détails sur 
la structure des niveaux d’énergie à Cohen-Tannnoudji et al. [1973], structure 
fine : chapitre XII, effet Zeeman : complément Dyrr et structure hyperfine : 
chapitre XII. Cohen-Tannnoudji [1992] contient un exposé très complet de la 
manipulation d’atomes par laser ; voir également Suter [1997]. 


Chapitre 16 


Atomes complexes et et molécules 


Ce chapitre est consacré aux atomes 4 plusieurs électrons et aux molécules. 
C’est un sujet qui peut devenir trés complexe et ot des régles empiriques 
doivent venir compléter la théorie. Aussi nous limiterons-nous à des situations 
relativement simples : atomes légers et molécules diatomiques. La section 16.1 
traite des atomes à deux électrons, la section 16.2 développe le modèle en 
couches de l’atome et la section 16.3 examine les molécules diatomiques. 


16.1 L’atome à deux électrons 


16.1.1 L’état fondamental de l’atome d’hélium 


L’atome d’hélium est un atome à deux électrons de charge 2qe, que nous 
écrivons sous la forme Zqe, Z = 2, de sorte que notre exposé s’applique par 
exemple aussi à Vion Lit avec Z = 3. En supposant le noyau infiniment 
lourd (une approximation meilleure que 0.1%), dans une représentation ot 
Vopérateur de position est diagonal, le hamiltonien H s’écrit 


R2 h2 Ze? Ze? 2 
H=-—Vi- y-n (16.1) 


Le noyau est supposé fixé en O et les vecteurs 7, and 7 sont les positions 
des électrons 1 et 2. Ce hamiltonien se décompose suivant H = Ho + W, où 
Ho est le hamiltonien qui prend en compte l'interaction des électrons avec le 
noyau 
h? h? Ze Ze 
Le E M (16.2) 
2Me rı T2 
et W est un terme dont l’origine physique est la répulsion électrostatique entre 
les deux électrons que l’on peut essayer de traiter comme une perturbation 


W =e 


[ri — F2] 


(16.3) 
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Cherchons le niveau de plus basse énergie en négligeant W. Ce niveau est 
manifestement un niveau 1s?, où les deux électrons sont dans un état 1s; 
l’exposant compte le nombre d’électrons dans un état donné. Cependant, les 
électrons sont des fermions, et ces deux électrons ne peuvent pas étre dans un 
méme état. Heureusement, le spin sauve la mise, car les deux électrons peuvent 
être mis dans un état singulet de spin Xs (9.126), qui est antisymétrique dans 
l’échange des deux électrons. Notre fonction d’onde espace+spin correctement 
antisymétrisée devient alors 
73 


dE Be en (ren (rx = (Sy) e7 e ezeo (16.4 
0 


L'énergie de l’état fondamental de l’hélium correspondant à cette fonction 
d’onde est B® = —8Ræ ~ —108.8 eV, à comparer avec le résultat expéri- 


mental E°*P = —79.0 eV. On observe que pO est inférieur à la valeur expéri- 
mentale d’environ 30 %. Cependant, nous avons négligé l'interaction répulsive 
W > 0 de H, et nous nous attendons à ce que ce terme fasse remonter notre 
résultat théorique. Faisant preuve d’optimisme, nous appliquons aveuglément 
la théorie des perturbations, bien qu’il n’y ait aucune bonne raison pour que 
W puisse être considéré comme “petit” comparativement aux autres termes 
d’énergie potentielle dans Ho. Utilisant (15.6), nous calculons la correction du 
premier ordre à Ep : 


VATE e2Zr1/a0 e2Z72/a0 
AE = (WWID) = J e nen (16.5) 
0 


Pour calculer cette intégrale à six dimensions, nous nous servons de la repré- 
sentation suivante! de 1/r : 


1 4a io ge 
r (2x)° 


et nous trouvons 


| ss l 
AE= eee e2Zr/ao er r dr 
antag J k? 


Le calcul de la transformée de Fourier dans l'expression de AE se fait en 
utilisant 


oo +1 
firer à 2r | r? are= f etar cos 04 cos 0 
0 = 


1 


2x fe 27 : 
= — r dr singre "= Tim f rdreite-" 
q Jo q 0 
AT 1 8TÀ 
See (16.6) 
q (Aig)? (+4) 
1. En effet, l'équation de Poisson V?(1/r) = —476(7’) montre que 1/r a pour transformée 


de Fourier 47 /k?. On peut aussi calculer la transformée de Fourier de (k? +a?)~1! et prendre 
la limite a — 0. 
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ce qui donne 


Er 1677/a 
—2Zr/ao pik- f a3 = 0 1 
fe 7 r [k2 + (2Z/ao)2[2 (16.7) 


On reporte ce résultat dans l’expression de AE 


AE 


= x = =-ZR,, (16.8) 


Tao 1+ z?) Tao 32 4 


_ 4Ze? [ dx 4Ze 57 5 
o ( 


où la dernière expression est spécifique à l'atome d’hélium. Comme on s’y 
attendait, AE est positif et 


EO + AE = —74.8eV (16.9) 


ce qui est beaucoup plus proche du résultat expérimental que ce que nous 
pouvions raisonnablement espérer. 

La méthode variationnelle va nous donner un résultat encore plus précis. 
Comme fonction d’onde d’essai à un électron, nous prenons 


23 1/2 


Ta 


où z est notre paramètre variationnel. Afin de calculer la valeur moyenne, 
nous partons de 


CRT 1 D ze > 2 

d°’ry* (7) | — VE — | y(r) = —-2 Re (16.11) 
2e r 

parce que (16.10) donne l’état fondamental solution de l’équation de Schrö- 

dinger pour un atome à un électron dans un potentiel de Coulomb —ze?/r. 

Comme l'énergie potentielle est le double de l’énergie totale, nous avons aussi 


3 ze? 12 2 
dr (le 226 Roo (16.12) 


Les équations (16.11) et (16.12) nous permettent de calculer la valeur moyenne 
de Ho : 
(Ho) = —2(227 — 27) Re 


La valeur moyenne de W vient juste d’être déterminée dans l’approche 


perturbative 


(W) = 7 2Reo 


Rassemblant toutes les contributions, nous obtenons 


mass (2 _9Z2+ +) Roo (16.13) 
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La valeur optimale de z se calcule à partir de dE(z)/dz = 0, ce qui conduit à 
z= Z — 5/16 et 

5 \2 

Eg™ = -2 (z — x) Rx (16.14) 

16 
Dans le cas de l’hélium, nous trouvons £3" ~ —77.5 eV, ce qui est plus proche 
du résultat expérimental que l’estimation perturbative. Nous vérifions aussi 
que Eÿ* > Eg”, en conformité avec la méthode variationnelle. Pour un même 
volume de calculs, nous observons que la méthode variationnelle avec un bon 
choix de la fonction d’onde d’essai donne des résultats nettement plus précis 
que la théorie des perturbations. 


16.1.2 Etats excités de l’atome d’hélium 


Ainsi que nous venons de le voir, l’état fondamental de l’atome d’hélium 
posséde un moment angulaire orbital nul et un spin total nul. Nous utiliserons 
par la suite la notation standard ?°+1Z z, où S est le spin total, L le moment 
angulaire orbital total et J le moment angulaire total; l’état fondamental de 
l’atome d’hélium est donc un état tSo. Les niveaux d'énergie situés immédia- 
tement au-dessus du fondamental sont les niveaux 15125! : un électron dans 
l’état 1s et un autre dans l’état 2s, et 1s!2p' : un électron dans l’état 1s et 
un autre dans l’état 2p. Ces niveaux sont dégénérés si Ho (16.2) est utilisé 
comme hamiltonien. Cependant, une meilleure stratégie consiste à prendre en 
compte, au moins de façon approchée, l'effet de la répulsion électrostatique W 
(16.3) en utilisant non pas le potentiel de Coulomb —Ze?/r, mais un poten- 
tiel effectif à un électron Veg(r) qui peut être déterminé à partir d’arguments 
de type Hartree-Fock (cf. le § 14.3.4). Par conséquent, au lieu de Ho, nous 
utiliserons un hamiltonien AH : 

h h? 


Vi V2 + Ver (11) + Ver(r2) (16.15) 


Hy 2m 


et au lieu de W une perturbation W’ : 


2 2 2 
Ww + (Er + (2-va) aa 
| T1 T2 

Avec Hj comme hamiltonien, les niveaux 2s et 2p ne sont plus dégénérés 
(voir la figure 10.7 ou la figure 16.2), et le niveau 2p se trouve au-dessus du 
niveau 2s. Une remarque importante est que W’ est invariant par rotation, et 
il commute donc avec le moment angulaire orbital total L : [L, W'] = 0, bien 
que, par exemple, ae W’| 4 0. W’ n’a pas d’éléments de matrice non nuls 
entre les niveaux 1s!2s! et 1s!2p! qui ont des moments angulaires orbitaux 
différents, L = 0 et L = 1, respectivement. Ainsi, et bien que ces niveaux ne 
soient pas trés loin de la dégénérescence, nous pouvons utiliser la théorie des 
perturbations non dégénérée. 
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Commençons par le niveau 1s!2s', qui est le premier niveau excité. Nous 
pouvons construire des fonctions d’onde symétriques et antisymétriques 


Wa (71,72) = (ere (5) + pis(F2)pas (T1) (16.17) 


Les contributions au calcul perturbatif des termes à un électron de W’ (16.16) 
sont indépendantes du caractère de symétrie de Y, mais la contribution de W 
dépend de ce caractère 


a \12 => \(2 
(y IW|Y =e far dêr, 121801) ly2s(72)| 


[ri — rol 


E 5 1 _ > 
+ 2 [an d°ro Pis(T1)p2s (T2) — | Pis(T2)~os(T1)=K +J 


[ri — T2 
(16.18) 


L'intégrale K est manifestement positive, et on peut montrer que J, appelée 
intégrale d'échange (cf. § 14.3.4), est aussi positive, de sorte que l'énergie de la 
fonction d’onde antisymétrique est plus basse que celle de l’état symétrique. 
Ceci se comprend aisément : comme la fonction d’onde antisymétrique s’an- 
nule à 7, = 7, dans le calcul de la valeur moyenne de |r} — 72|~1, l’intégrand 
est maximal (et en fait infini) à 7 = r2, et la valeur moyenne est plus basse 
dans le cas antisymétrique que dans le cas symétrique. Ces considérations sont 
entièrement indépendantes du caractère fermionique des électrons, et seraient 
valables si les électrons de l’atome d’hélium étaient différents, un électron 
rouge et un électron vert. Ce que le principe de Pauli implique, c’est que la 
symétrie de la fonction d’onde d’espace est liée à celle de la fonction d’onde 
de spin, et par conséquent le niveau le plus bas est un niveau 391, et le niveau 
le plus élevé un niveau ‘Sp (figure 16.1a). Si un des électrons était rouge et 
l’autre vert, le spin total ne serait pas lié à la symétrie de la fonction d’onde 
d'espace. 

Dans l’état 1s12p!, le moment angulaire orbital total est L = 1 et les états 
possibles sont LP; dans l’état singulet de spin, et 3P), 3P}, et 3P> dans l'état 
triplet de spin. L'intégrale d'échange est à nouveau positive de sorte que les 
états triplets sont situés au-dessous de l’état singulet. Le schéma des niveaux 
est donné sur la figure 16.1b. 


16.2 Modèle en couches de l’atome 


16.2.1 Potentiel effectif 


Cette section est consacrée à la structure des atomes complexes. C’est un 
sujet qui combine une approche théorique (résolution de l’équation de Schr6- 
dinger) et une approche semi-empirique, car il n’est pas possible de résoudre de 
façon exacte l'équation de Schrödinger lorsque le nombre d’électrons Z > 1. 
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2J ~ 0.8 eV 


152p 


1.2 x107*eV 


1.0 x 107$ eV 


3p, 


(a) (b) 


Fic. 16.1 — Les deux premiers niveaux excités de l’atome d’hélium. (a) Niveau 
1s'2s'. (b) Niveau 1s'2p*. D’après Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Bxrv. 


Considérons donc un atome à Z électrons à approximation du noyau infini- 
ment lourd, une approximation meilleure que 0.1 %. Le hamiltonien est facile 
à écrire 


h? Z Ze ı e? 
H= = NV e = — 16.19 
3 2m ) 2 FT 227 Cho 


Le noyau est suposé fixe à l’origine des coordonnées et r; est la position de 
l’électron i. Le premier terme représente l’énergie cinétique, le second l’énergie 
potentielle d'interaction des électrons avec le noyau et le troisième la répul- 
sion électrostatique entre les électrons. Comme dans le cas de l’atome d’hé- 
lium, on pourrait tenter de traiter ce terme en théorie des perturbations, 
mais une évaluation d’ordre de grandeur montre que cette approche est vouée 
à l'échec. En effet, en supposant |7;| ~ |7; — r;| ~ r, r étant une distance 
moyenne entre les électrons et le noyau, on constate que le rapport de l’éner- 
gie moyenne du troisième terme de (16.19) au second est ~ Z(Z—1)/2Z = 1/2 
si Z >> 1. Comme dans le cas de l’hélium, nous allons admettre qu’en première 
approximation chaque électron se déplace dans un potentiel moyen à symétrie 
sphérique V.#(r;) créé par le noyau et les (Z —1) autres électrons, ce potentiel 
étant déterminé par des considérations auto-cohérentes de type Hartree-Fock 
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(§ 14.3.4). On récrit le hamiltonien (16.19) comme 


mae =) Ben 
i=1 


Z 

— So Ver(ri)| (16.20) 
i=1 ne -rl i=1 
l’idée étant que la deuxième ligne de (16.20) (le terme W) peut être traitée 
en perturbation. Sans faire de calculs, on peut estimer le comportement de 
Vag (r) pour r — 0 et r — oo. En effet, pour r — 0, en raison du théorème 
de Gauss, la seule charge à prendre en compte est celle du noyau, tandis que 


pour r — oo, un électron ne voit plus qu’une charge [Z — (Z — 1)]|qe| = |¢e| 
A 2 2 
r—0 : Ver(r) x -4 r= oo : Ver(r) =~ -2 (16.21) 
r r 


Nous allons négliger la seconde ligne de (16.20), en supposant que le potentiel 
Vog tient compte suffisamment bien des interactions entre électrons : nous 
adoptons donc un modèle de Z électrons indépendants dans le potentiel Veg. 
La connaissance approchée de Vag (r) permet de déterminer les niveaux d’éner- 
gie, dont les 8 premiers sont donnés sur la figure 16.2. En fait, en raison du 
caractère approché de Veg(r), la situation devient plus confuse au-delà de ces 
niveaux, et la théorie doit être complétée par des considérations empiriques. 
Chaque niveau de moment angulaire orbital / peut accueillir 2(21+1) électrons. 
Comme dans le cas de l’hélium, on porte en exposant le nombre d’électrons 
dans le niveau : par exemple, 3d° représente une configuration comprenant 
5 électrons dans un état de nombre quantique principal n = 3 et de mo- 
ment angulaire orbital | = 2. La notation générale est donc nl”, où x est le 
nombre d’électrons dans le niveau (n,/). Lorsqu’un niveau d’énergie contient 
le nombre maximum 2(2/ + 1) d’électrons, par exemple 3d!°, on dit que l’on 
a affaire 4 une couche compléte. Lorsqu’un atome est formé uniquement de 
couches complètes et que la différence d’énergie avec la couche immédiate- 
ment supérieure est importante, il devient difficile pour un électron de passer 
dans un niveau supérieur, et l’atome est peu actif chimiquement et difficile à 
ioniser : ce sera un gaz rare. Pour les atomes qui ne sont pas trop complexes, 
ceci se produit quand le nombre quantique principal augmente d’une unité. 
Les gaz rares sont l’hélium, le néon, l’argon, le krypton, et le xénon, et les 
configurations électroniques des premiers gaz rares sont 


He : 1s? Ne : 1872s?2p® Ar : 1522s?9p63523p6 
Kr : 1522s?22p63s23p64s234d104p6 


Les alcalins (lithium, sodium, potassium, rubidium) sont formés de couches 
complètes et d’un électron s supplémentaire, et leurs configurations électro- 
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4p (6) 
3d (10) 
4s (2) Sc, Ti, V, Cr, Mn, 
7 Fe, Co, Ni, Cu, Zn 
K, Ca 
PO _. Al, Si, P S, CL Ar 
3s (2) Na, Mg 
ie B, C, N, O, F, Ne 
2s (2) Li, Be 
ls (2) H. He 
~ >—~< >—~< >—~< > 
nel n=2 n=3 n=4 


FIG. 16.2 — Les huit premiers niveaux du modèle en couches de l’atome. Les nombres 
entre parenthéses donnent le nombre maximum d’électrons dans le niveau. 


niques sont 
Li : 1s3°2s! Na: 1522522p63s! K : 1522522p63s?23p64s! 
Rb : 1572s?2p°3s73p°4s73d!°4p*5s1 


Les propriétés chimiques des alcalins sont contrôlées par cet électron externe, 
les électrons des couches internes ne jouant essentiellement aucun rôle. Les 
alcalins ont un faible potentiel d’ionisation et sont très actifs chimiquement, 
car ils perdent facilement leur électron externe. Les halogènes (fluor, chlore, 
brome, iode) sont également chimiquement très actifs car ils capturent facile- 
ment un électron pour compléter leur couche externe np”, à laquelle il manque 
juste un électron. 


16.2.2 Couplage spin-orbite 


En raison du principe de Pauli, le vecteur d’état des électrons dans une 
configuration électronique doit être complètement antisymétrique, et pour une 
couche complète, cela implique J=L=S= 0, où J, Let § sont respective- 
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ment le moment angulaire total de la couche, son moment angulaire orbital 
total et son spin total?. Les moments angulaires des atomes sont donc por- 
tés par les électrons de la couche externe, ou électrons de valence. Toutes les 
propriétés de l’atome : réactivité chimique, potentiel d’ionisation, etc. vont 
dépendre pour l’essentiel de ces électrons externes. Ainsi que nous l'avons 
déjà mentionné, c’est la raison pour laquelle un alcalin est, en première ap- 
proximation, un atome a un électron dans le potentiel créé par le noyau et les 
(Z — 1) électrons des couches internes. 

La structure fine due au couplage spin-orbite (15.20) va également jouer 
un rôle dans la description de l’atome. Soit un atome à N électrons externes, 
L leur moment angulaire orbital total 


Š leur spin total 


S= + tSn 


et J = L +89 leur moment angulaire total. L’invariance par rotation implique 
la conservation de J, et un état de N électrons sera donc étiqueté |.JM). En 
Vabsence de couplage spin-orbite, le hamiltonien (16.20) ne dépend pas des 
variables de spin et les degrés de liberté orbitaux et de spin sont découplés : E 
et S sont séparément conservés. Lorsque l’on introduit le couplage spin-orbite, 
deux cas simples peuvent se présenter : soit l’effet du couplage spin-orbite est 
faible par rapport à celui de la “perturbation” W (deuxième ligne de (16.20)), 
His € W, et dans ce cas, L et § sont approximativement conservés, soit 
Hs > W et dans ce cas, ce sont les moments angulaires individuels 7 des 
électrons qui sont approximativement conservés. Le premier cas se présente 
pour les atomes qui ne sont pas trop lourds, et il est appelé couplage de Russell- 
Saunders, et le second cas est appelé couplage? j — j, les cas intermédiaires 
étant évidemment possibles. Nous nous limitons dans la suite de la discussion 
aux atomes légers, et donc au couplage de Russell-Saunders. La régle de Hund 
(empirique) stipule que l’énergie la plus basse correspond (1) à la plus grande 
valeur de S et (2) à la plus grande valeur de L compatible avec celle de S et 
avec le principe de Pauli : si les états sont étiquetés ?S+1 L ; comme au § 16.1.2, 
l’état fondamental correspondra à S = Smax et à L = Lmax. Cette règle de 
Hund peut se comprendre comme résultant de la minimisation de l’énergie 
d’échange, mais il est difficile d’en donner une formulation quantitative. 
Donnons comme exemple le cas du carbone, atome a 6 électrons, dont la 
configuration électronique est 1s?2s?2p?. Les couches complètes sont 1s? et 


2. En effet, si l’état d’un électron est caractérisé par les nombres quantiques magnétiques 
orbital mı et de spin ms, le couple (m, Mms) doit être différent pour chaque électron, ce 


qui implique que my, = be Di my, = 0 et ms = sr. my, = 0. Comme l’axe de 


quantification du moment angulaire est arbitraire, ce résultat vaut pour toute direction de 
quantification, et ceci implique que L = S = 0. 

3. Ce couplage est dominant dans le modéle en couches du noyau atomique : exer- 
cice 16.4.4. 
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2s, et la configuration à étudier est donc 2p?. En l'absence du principe de 
Pauli, il y aurait 4 x (21 + 1) = 36 états possibles. Le principe de Pauli réduit 
ce nombre à CÊ = 15 états possibles. Les deux spins peuvent se combiner pour 
former les états de spin total S = 0 et S = 1, et les états de moment angulaire 
l = 1 peuvent se combiner pour former des états de moment angulaire orbital 
total L = 0(S), L = 1 (P) et L = 2(D). Les états S et D sont symétriques 
d’espace et l’état P est antisymétrique. Les combinaisons autorisées par le 
principe de Pauli sont, pour S = 0 : 159 et lD», et pour S = 1: 3P), 3P} et 
3Py. On retrouve bien 1+5+14+3-+4+5 = 15 états possibles, et d’après les deux 
premières règles de Hund, l’état fondamental est un état 3P. La troisième 
règle de Hund énonce que l’état fondamental pour une couche comprenant 
moins de (2l + 1) électrons correspond à la valeur minimale de J, et à la 
valeur maximale quand le nombre d'électrons est supérieur à (21 + 1). Cette 
troisième règle de Hund peut se déduire de la minimisation de l'énergie due 
au couplage spin-orbite. L'état fondamental du carbone est donc °Pp. 

L’atome d'oxygène (8 électrons) correspond à une configuration électro- 
nique 1s?2s?2p4 : il manque deux électrons pour former une couche complète. 
L'absence d’un électron se comporte comme une particule de spin 1/2 (un 
trou en physique du solide), et les valeurs possibles de S, L et J sont les 
mêmes que pour le carbone. Cependant, la troisième règle de Hund entraîne 
que l’état fondamental est cette fois 3 P2. 


16.3 Molécules diatomiques 


16.3.1 Fonctions d’onde électroniques 


La théorie des molécules est fondée sur l’approximation de Born- 
Oppenheimer, qui repose sur l’observation suivante : par conservation de l’im- 
pulsion pour une molécule isolée, les impulsions électroniques sont du même 
ordre de grandeur que les impulsions des noyaux atomiques, Pel ~ Pnoy, et par 
conséquent le rapport des vitesses est l’inverse de celui des masses 


Mnoy 
Vel ~ ( Unoy > Unoy 
Mel 


Le mouvement des électrons est beaucoup plus rapide que celui des noyaux, 
et en première approximation nous pouvons supposer que les électrons se 
déplacent dans un potentiel créé par des noyaux que l’on peut considérer 
comme fixes. Selon la terminologie introduite dans la section 12.6, les électrons 
suivent adiabatiquement le mouvement des noyaux. Les corrections à cette 
approximation seront examinées dans la sous-section suivante. Le potentiel 
créé par les noyaux est fonction de leur disposition dans l’espace, et comme 
nous allons nous limiter aux molécules diatomiques, la configuration des 
noyaux sera entièrement déterminée par la distance r entre les deux noyaux : 
le potentiel créé par les noyaux dépend uniquement du paramètre r. On peut 
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U, (r) À 


Fic. 16.3 — Les deux premières courbes d’énergie électronique Uo(r) et Ui(r) d’une 
molécule diatomique. En raison de la répulsion électrostatique des noyaux et du 
principe de Pauli, le potentiel est répulsif à courte distance, approximativement 
en 1 Jr}? À longue distance, il est contrôlé par les forces de van der Waals et se 
comporte en 1/r°. 


alors résoudre (en théorie!) l'équation de Schrödinger pour les électrons dans 
ce potentiel et obtenir les niveaux d'énergie électroniques Uo, U1,--- , Un, --- 
comme fonctions de r. Le phénomène de répulsion (ou de non croisement) des 
niveaux (§ 5.3.2 et exercice 16.4.2) implique que les diverses courbes Uo(r), 
U(r), +-+- ,Un(r):-. ne se croisent pas si les symétries des fonctions d’onde 
électroniques des deux niveaux sont identiques“, et on peut tracer qualita- 
tivement les courbes représentatives (figure 16.3). U,(r) est l'énergie de la 
molécule dans son niveau électronique n lorsque les deux noyaux sont à dis- 
tance r et que l’on néglige leur énergie cinétique. La courbe Uo(r) présente un 
minimum à r = ro, et cette valeur de r correspond à l’état fondamental de la 
molécule : [Uo(ro)| est l'énergie de dissociation de la molécule en atomes. Si la 
molécule passe de U(r) à U1 (r), elle passe dans un niveau électronique excité, 
la différence d'énergie étant de l’ordre de quelques eV. En plus des niveaux 
électroniques, une molécule diatomique (comme toute molécule) possède des 
niveaux de rotation et des niveaux de vibration. En effet, les noyaux peuvent 
vibrer autour de la position d'équilibre r = ro sur la droite joignant les deux 
noyaux, ou droite des noyaux, et ils peuvent aussi tourner autour d’un axe 

4. En anticipant sur les définitions qui vont suivre, des termes de |A| différent ou des 


termes ZT et XT ont des symétries différentes. Dans ce cas, les éléments de matrice non 
diagonaux du hamiltonien dans l’exercice 16.4.2 sont nuls. 
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perpendiculaire à la droite des noyaux avec un moment d’inertie I = Mré, où 
M est la masse réduite. Comme la différence entre deux niveaux électroniques 
(~ 1eV) est grande par rapport aux niveaux de vibration (~ 107! eV) et de 
rotation (~ 107% eV), on peut négliger en première approximation le couplage 
entre niveaux de rotation-vibration et niveaux électroniques. 

Examinons maintenant les symétries de la molécule. Contrairement au 
cas des atomes, nous n’avons plus pour les électrons une symétrie sphérique, 
mais uniquement une symétrie axiale, celle des rotations autour de la droite 
des noyaux prise comme axe Oz. Si nous négligeons la structure fine, Let $ 
sont découplés, et 5 , qui est indépendant du mouvement orbital, est conservé. 
Le seul effet du spin est de conduire à une dégénéresence 25 + 1 de chaque 
niveau. En revanche, en ce qui concerne le moment angulaire orbital, seul L, 
est conservé : nous appellerons A la valeur propre de L, 


A=:..,-2,—1,0,1,2,... 


La réflexion par rapport à un plan passant par la droite des noyaux est aussi 
une symétrie de la molécule, qui permet de relier —A et À : en effet, dans 
cette symétrie, Ls =L, A — —A, et les états —A et A sont dégénérésř, sauf 
évidemment si A = 0. La première caractéristique de la molécule est la valeur 
de |A}, et on notera © un état A = 0, II un état |A| = 1, A un état [A] = 2, 
etc.. Nous aurons donc le tableau 


Al Oe ds Be Bean 
État D I A D... 


Lorsque A = 0, la fonction d’onde électronique est soit paire (+) , soit impaire 
(—) par réflexion, et les deux états possibles seront notés 


25+1 y+ et 2$+15-— 


Lorsque les deux noyaux sont identiques, c’est-à-dire qu’ils ont la même charge 
électrique, mais ne sont pas nécessairement les mêmes isotopes, le milieu O 
de la droite des noyaux est un centre de symétrie du potentiel vu par les 
électrons, et le hamiltonien des électrons est invariant dans une inversion 
des coordonnées 7; — —7;. Cette inversion des coordonnées commute avec le 
moment angulaire orbital, et on peut donc caractériser un état électronique 
par À et sa parité dans l’inversion des coordonnées. Dans cette opération, la 
fonction d’onde peut être paire (g) ou impaire (u). Les états © possibles seront 


donc 
2S+1 y+ 2S+1y+ 25+15— 25+15— 
Da DA De Da 


5. Toutefois, l'interaction avec le noyau lève la dégénérescence, mais l'effet est en 
(mer/mMmnoy)? A. 

6. En suivant la notation de spectroscopie atomique, on remplace donc les lettres latines 
minuscules s, p, d, f,... par les lettres grecques majuscules correspondantes : X, II, A, ®,... 
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En pratique, la situation se simplifie : on constate empiriquement que l’im- 
mense majorité des molécules posséde un état fondamental S = 0 et une 
symétrie spatiale maximale”. Les deux états fondamentaux usuels sont donc 


Noyaux différents : 'X* Noyaux identiques : +. 


16.3.2 Niveaux de rotation-vibration 


Nous avons supposé pour le moment les noyaux immobiles. Nous allons 
maintenant prendre en compte le mouvement des noyaux, à configuration 
électronique fixée, en général Uo(r). Soit K le moment angulaire total de la 
molécule : comme la symétrie d’ensemble est une symétrie de rotation, K est 
conservé. Si J est le moment angulaire des noyaux, et que nous choisissions 
le cas usuel $ = 0 afin de simplifier la discussion, nous aurons K=J+L. 
Le moment d'inertie de la molécule pour un axe de rotation perpendiculaire 
à la droite des noyaux est I = Mr?, où M est la masse réduite, et ce moment 
d'inertie est très grand par rapport au moment d’inertie J’ pour des rotations 
autour de la droite des noyaux. L'énergie de rotation J? /2I' pour de telles 
rotations serait trés importante et les niveaux correspondants sont inobser- 
vables en pratique. Il reste donc les rotations autour d’un axe perpendiculaire 
à la droite des noyaux, dont l’énergie de rotation est 

T2 Z Tj? 
Erot = ER = ones (16.22) 
2Mr? 2Mr? 
Il faut maintenant prendre dans (16.22) la moyenne sur le mouvement élec- 
tronique rapide 


(K —L)*) = K(K +1) + (£?-2K . D) 


Comme L, possède une valeur fixée L, = A, les valeurs moyennes de Lz et 
de Ly sont nulles : (L3) = (Ly) = 0. La valeur moyenne de L est donc dirigée 
suivant Oz, ce que l’on peut écrire 


(D) = AZ 


Le moment angulaire J des noyaux est perpendiculaire à la droite des noyaux, 
soit 7 
(J-2)=((K —L))-2=0=> -K)=(-L)=A 


La projection de (K ) sur l’axe de la molécule est donc aussi égale à A, ce qui 
implique K > |A| et finalement 


(E — £)*) = K(K +1) + (I?) — 2A? 
7. Deux exceptions importantes sont la molécule O2, dont l’état fondamental est D 


(ce qui est à l’origine du paramagnétisme de l’oxygène) et NO, dont le fondamental est un 
état II. 
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d’où l'expression de l'énergie de rotation 
K(K +1) 
2Mr? 
Dans cette équation, la constante ne dépend que du mouvement électronique, 
et ne contient pas K. Dans le cas particulier A = 0 (état ©), ona (K?) = (J?) ; 
en première approximation r = ro et on trouve alors la forme habituelle de 
Ténergie de rotation du rotateur sphérique rigide (§ 9.3.1) 
J(J +1) 
2Mr2 
Passons maintenant au mouvement de vibration le long de la droite des 


noyaux. L’énergie potentielle Uo(r) peut être approchée au voisinage de r = ro 
par un potentiel harmonique 


Ew = + cste (16.23) 


Exot = (16.24) 


1 1 
Uo(r) = Uo(ro) + SU (ro)(r — ro)? = Uo(ro) + Mu (16.25) 


la fréquence de vibration wy, étant donnée par 


Uo (ro) 


vib —= 16.2 
Wvib M (16.26) 
Les niveaux de vibration sont donnés par (10.14) 
1 
vib = ħwvib (n+ >) n=0,1,2:-- (16.27) 


Les niveaux de rotation-vibration d’une molécule diatomique dans son état 
électronique fondamental sont finalement de la forme 


1\ J(J+1) 
E(n, J) =U + hwy; tolt t= 16.28 
(0,3) = Dre) + have (n+ 5) + A (16.28) 
Cette formule ne donne qu’une première approximation : lorsque la molé- 
cule vibre, la distance entre les noyaux n’est plus ro mais r, ce qui entraîne 


un couplage entre rotation et vibration (voir par exemple Cohen-Tannoudji 
et al. [1973], complément Avy). 


16.4 Exercices 


16.4.1 États np? permis 


Trouver les configurations permises pour 3 électrons dans un état np 
(L = 1), ou état np°. Suggestions (1) Quelles sont les valeurs possibles de 
S, L et J et quelles sont les combinaisons ?S+!L ; autorisées par le principe de 
Pauli? (2) Déterminer le nombre de couples possibles (mz, mg) et retrouver 
le résultat de cette manière. Utiliser les règles de Hund pour montrer que le 
niveau fondamental est 495 /2- 
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16.4.2 Théorème de non croisement des niveaux 


Supposons que deux courbes d'énergie électronique d’une molécule diato- 
mique U;(r) et U(r) soient très proches pour des valeurs de r voisines de 7. 
En se limitant à ces deux niveaux, on écrit le hamiltonien 


H(r) ~ H(P) + or = Ho + W ôr=r-T 
r 


Soit |41) et |p2) les fonctions propres de Ho avec les valeurs propres U: (T) = 
Uı et U2(T) = U2, et Wi; = (yi|W]y;) i,j = 1, 2. Montrer que la condition 
de croisement des niveaux est 


Ui — U2 = W22 — Wy, Wi2 = 0 


Pourquoi ne peut-on satisfaire simultanément ces deux conditions si les symé- 
tries des deux fonctions d’onde sont les mêmes ? 


16.4.3 Structure hyperfine du deutérium 


Un noyau atomique comprend Z protons et N neutrons, appelés collecti- 
vement nucléons. Le proton et le neutron possèdent un moment magnétique 
E proportionnel à leur spin S 


=S 
où y est le facteur gyromagnétique 
yp = 5.59 -2 yn = —3.83 ee (16.29) 
2Mp 2Mp 
Mp est la masse du proton et qp = —qde sa charge. Le magnéton de Bohr 
nucléaire un est défini par 
pn = 2 
2Mp 


1. Justifier la définition suivante de l’opérateur moment magnétique ji 


d’un noyau 
N 


Z 
B=) (MLi+ ysi) + D m5; (16.30) 
i=1 j=1 
Où yı = qp/2Mp. L; et 8; représentent le moment angulaire orbital et le spin 
du proton 7, et 5; le spin du neutron 7. 
2. Soit J, le moment angulaire total du noyau (aussi appelé spin du noyau), 
et |JM) son état de moment angulaire : M est le nombre quantique magné- 


tique. On appelle par convention moment magnétique du noyau p, la valeur 
de u, dans l’état |J, M = J) 


Z N 
p = (JM = J| |S (Eie + Siz) + D nd | (JM =J} (16.31) 


i=1 j=l 
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Utiliser le théorème de Wigner-Eckart (10.150) pour montrer 


(jm|V,|jm') = (FV) Simm! (16.32) 


hj(j + 1) 
où V est un opérateur vectoriel. 

3. Le deutéron est formé d’un proton et d’un neutron qui se trouvent 
dans un état 3S1. Le deutéron est en fait un mélange de 3S4 et de *D;, mais 
nous ignorerons la (petite) composante 3D,. En déduire la valeur du moment 
magnétique du deutéron : up = 0.88un, ce qui est en bon accord avec la 
valeur expérimentale up” = 0.86. Montrer que l’on peut écrire l'opérateur 
moment magnétique dipolaire du deutéron en fonction de son spin Sp 


> ge \ x = 
tip = 0.86 (=) Sp = YDD 
Mp 
4. L’électron de l’atome de deutérium dans son état fondamental inter- 
agit avec le moment magnétique du deutéron suivant une interaction effective 


(15.30) 


2 > => 
W = — vpye(Sp - Se) 5(7) 


où Ho est la perméabilité du vide, + le facteur gyromagnétique de l’électron et 
Se son spin. Montrer que la moyenne spatiale de cette interaction transforme 
celle-ci en couplage effectif des deux spins 


Calculer le rapport Ap/A, où A est la constante (15.32) obtenue pour l’hy- 
drogéne, et donner la valeur de Ap en eV. 

5. Soit F = § D + S., le moment angulaire total de l’atome dans son 
état fondamental. Quelles sont les deux valeurs possibles de F ? Déterminer 
l’énergie des deux niveaux hyperfins en fonction de Ap et leur dégénérescence. 

6. L’atome de deutérium est plongé dans un champ magnétique B parallèle 
à Oz, B, = B > 0. Écrire la perturbation W due à l'interaction de l'atome 
avec le champ magnétique, en remarquant que Mp >> me. Montrer que les 
éléments de matrice de W dans la base |F, mp) sont de la forme 


Tracer qualitativement les niveaux d’énergie en fonction de B. Quelle condi- 
tion doit-on avoir sur B pour que les niveaux d’énergie soient donnés correc- 
tement par la formule précédente ? 
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16.4.4 Modèle en couches du noyau atomique 


Dans le modèle en couches du noyau atomique, on suppose que chaque 
nucléon se déplace dans un potentiel moyen créé par les autres nucléons. Ce 
potentiel est empiriquement assez proche du potentiel d’un oscillateur har- 
monique à trois dimensions de fréquence w, et l’ordre des niveaux est donné 
sur la figure 16.4, en prenant l’état fondamental comme zéro d’énergie. On re- 
marquera la différence de notations entre la physique nucléaire et la physique 
atomique, celles de la physique nucléaire étant d’ailleurs plus logiques. 


\ lg» 10 50 


2P1/2 2 
Cae ater: ee eet 14 _3ha 40 1f 5/2 6 
2p 1f 2p3/2 4 
1f7/2 8 28 
1d3,2 4 20 
2 10 
En ne ex 2hw ; 
lds;2 6 
; i. 
E mw 8- ARE 
2 
i e 2. eee TS 0 2- — ds 2 
—4 D >= -4 = LS 


Fic. 16.4 — Les premiers niveaux du modèle en couches du noyau. L’effet du cou- 
plage spin-orbite est donné sur la partie de droite de la figure. 


1. Porter sur la partie gauche de la figure 16.4 la dégénérescence de cha- 
cun des niveaux, sans oublier la dégénérescence de spin, ainsi que le nombre 
total de nucléons d’un type donné, proton ou neutron, que l’on peut mettre 
avec une énergie 0, < hw, < 2hw,< 3hw. Lorsque les protons ou les neutrons 
forment une couche complète, les noyaux possèdent des propriétés de stabi- 
lité remarquables, tout comme les gaz rares dans le cas des atomes. On dit 
alors que le noyau comprend un “nombre magique” de protons ou de neutrons. 
Lorsque les nombres de neutrons et de protons sont tous deux magiques, on 
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dit que le “noyau est doublement magique”. Montrer que les premiers nombres 
magiques sont 2, 8, 20 et 40. 

2. En fait, l’ordre des niveaux de la figure 16.4 est perturbé par un impor- 
tant couplage spin-orbite Witla . A pour le nucléon i. Ce potentiel est tel 
que le niveau j = l + 1/2 est plus bas que le niveau j = l — 1/2, ce qui donne 
le schéma de droite sur la figure 16.4. Porter sur cette figure la dégénérescence 
de chaque niveau, et montrer que les nombres magiques sont en fait : 2, 8, 20, 
28 et 50. 

3. Comme dans le cas des atomes, le moment angulaire total d’une couche 
complète est nul. En déduire le spin (— moment angulaire total) du tritium 
3H (Z = 1, N = 2) et de l’hélium He (Z = 2, N = 1) ainsi que leurs moments 
magnétiques, et comparer aux valeurs expérimentales 


SH : u = 2.98 un $He : u = —2.13 py 


La définition du moment magnétique est donnée dans l’exercice précédent, 
équations (16.30) et (16.31). 

4. On s'intéresse maintenant aux noyaux dits pair-impair : Z pair et N 
impair, ou l’inverse. On observe la règle empirique suivante : deux nucléons 
identiques se couplent pour donner un moment angulaire nul. En utilisant 
cette règle et la figure 16.4, déterminer le spin des noyaux suivants 


TLi(Z =3,N =4) °Be(Z=4,N=5) C(Z=6,N =7) 
170 (Z =8,N = 9) “K (Z = 19, N = 22) #Ca(Z = 20, N = 23) 


5. Pour calculer le moment magnétique d’un noyaux pair-impair, on admet 


que ce moment magnétique est dû uniquement au nucléon non apparié, et 
l’opérateur fi (16.30) devient 


où y et ys sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin du nucléon 
non apparié, les valeurs de y et ys ayant été données dans l’excercice 16.4.3. 
Montrer que 


| 1 
u=n(j- 5) atin cai 


En déduire les moments magnétiques des noyaux de la question 4 et comparer 
aux valeurs expérimentales données en unités de un 


TLi : 3.26; "Be 41184 3C : 0.70; MO :—1.89; “IK : 0.21; Ca : —1.31 
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16.5 Bibliographie 


L’atome d’hélium et les atomes complexes sont décrits par Cohen- 
Tannoudji et al. [1973], compléments Axrv et Bxry. Pour un traitement dé- 
taillé des atomes et des molécules diatomiques, on pourra consulter Landau 
et Lifschitz [1966], chapitres X et XI, ou Bransden et Joachain (1983), cha- 
pitres 6, 7, 9 et 10. 


Chapitre 17 


Champ électromagnétique 
quantifié 


Ce chapitre traite de la quantification du champ électromagnétique, qui 
permet de justifier le concept de photon, et de quelques applications impor- 
tantes. La section 17.1 donne les bases de cette quantification, en commencant 
par un cas simple, celui d’un mode unique. La section 17.2 étudie les états 
du champ électromagnétique : état du vide, états cohérents, états de Fock 
(c’est-à-dire à nombre de photons fixé), états comprimés. Ces notions sont 
appliquées à la physique des lames séparatrices. Le § 17.2.3 introduit le ha- 
miltonien approché de l’interaction d’un atome à deux niveaux avec un champ 
quantifié, dans la version de Jaynes-Cummings. La section 17.3 décrit linter- 
action atome-champ, d’abord dans le cadre du champ classique, puis dans 
celui du champ quantifié. Enfin, la section 17.4 décrit quelques résultats de 
base simples sur la détection et les corrélations de photons, en terminant par 
l'effet Hanbury-Brown et Twiss. 


17.1 Quantification du champ 
électromagnétique 


Nous avons déjà rencontré à plusieurs reprises le concept de photon. Le 
photon est associé aux propriétés quantiques du champ électromagnétique, 
et pour donner un statut théorique à ce concept, il faut quantifier le champ 
électromagnétique. Ceci se fera très simplement si l’on reconnaît l’analogie 
entre un mode du champ et un oscillateur harmonique. 

Avant de passer à la quantification du champ électromagnétique, rappelons 
les équations de Maxwell (1.8)-(1.9) pour le champ électrique E et le champ 
magnétique B 
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-e = = OB 
V-B=0 VxE=-— (17.1) 
ot 
SS Pari 22 , OE 1, 
V-E = V x B=—+—Jem 17.2 
€0 ü 4 a ) 


Les deux équations (17.1) sont des équations de contraintes sur les champs E 
et B, tandis que les deux équations (17.2) dépendent des sources du champ 
électromagnétique, c’est-à-dire de la densité de charge pem et de la densité de 
courant Jem. On déduit des équations de Maxwell l'équation de continuité 


OPem 
Ot 


+ V Tim =0 (17.3) 


17.1.1 Quantification d’un mode 


Avant d'examiner le cas général, nous allons d’abord étudier le cas plus 
simple de la quantification d’un mode du champ électromagnétique, ce qui 
suffira en pratique pour la plupart des problèmes étudiés par la suite. Nous 
allons exploiter l’analogie entre ce mode traité classiquement et un oscillateur 
harmonique classique écrit pour une particule de masse m = 1, le hamiltonien 
étant 


1 
Ha = 5 [p° (9) + wa" H] (17.4) 
Les équations de Hamilton sont 
OH. r oHa 2 : 
ee n | (17.5) 


Les variables q et p étant canoniquement conjuguées, la quantification suit les 
règles de la section 4.3 : q > Q, p > P avec [Q, P] = iñl. 


A. 


| 
my 


L 


Fic. 17.1 — Cavité pour le champ électromagnétique. 
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Considérons une cavité métallique parallépipédique de volume V, de lon- 
gueur L suivant la direction Oy et un mode du champ classique dans cette 
cavité (figure 17.1) 


=> > 


Ea = ĉe(t) sin ky Ba = ĉ b(t) cos ky (17.6) 


La dépendance spatiale est en sin ky ou cos ky parce que la cavité est un 
parallélépipède. En général, ce serait celle d’un mode propre de la cavité. La 
composante transversale de Ë doit s’annuler sur les parois de la cavité, ce 
qui impose k = nr/L, n = 1,2,- -- Les fonctions e(t) et b(t) sont liées par les 
équations de Maxwell! 


> > 0Ba db 
> s N 1 OE. de _ 2 


L’énergie HA contenue dans la cavité s’obtient à partir de la densité d’énergie 
du champ électromagnétique 


as 5 co(E2, + B2) (17.9) 
soit 
Ha = £0 d?r [e?(t) sin? ky + b? (t) cos? ky] 
= 70) [e2(t) + 22 (#)] (17.10) 


La comparaison entre (17.4) et (17.10) suggère la définition suivante, avec 


w = ck 
1 
pone pee LA (17.11) 
w 2 2 
) 


Les équations de Maxwell (17.7) et (17.8) deviennent alors identiques à (17.5) 


dq dp 2 
ag od E 17.12 
p? E w°q (17.12) 


tandis que (17.10) prend par construction la forme (17.4). 


1. Combinant les équations (17.7) et (17.8), on obtient aussi, avec w = ck 


de , db a 
a eee aoe 


La dépendance temporelle est donc 


e(t) = eo exp(tiwt) b(t) = bo exp(+iwt) 
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Pour quantifier le champ électromagnétique, on utilise le fait que les va- 
riables q et p (17.11) sont canoniquement conjuguées, et on leur fait corres- 
pondre des opérateurs Q et P obéissant à [Q, P] = ihI. De façon équivalente, 
on écrit Q et P en fonction d’opérateurs a et a! obéissant à fa, a1] = I 


1 [hw 
O45, (a+ ai) Pa- =z (0-0) (17.13) 


Les équations (17.6) et (17.11) donnent alors lexpression du champ électro- 
magnétique quantifié E B) 


(17.14) 
R (a —a') cos ky 
ic E0 V 
Le hamiltonien quantique est évidemment identique à (10.9) 
, 1 
H = ħw (a'a + 5) (17.15) 


Dans le processus de quantification, les champs Ea et Ba sont devenus 
des opérateurs hermitiens E et B, et l'équation (17.14) donne ces opérateurs 
dans le point de vue de Schrödinger. Pour obtenir une dépendance temporelle 
comme dans (17.6), il faut passer au point de vue de Heisenberg, et nous 
avons besoin des opérateurs a et at dans ce point de vue. Contentons-nous 
d'examiner a, car a! s’en déduit par conjugaison hermitienne. Par définition, 
l’opérateur ay(t) du point de vue de Heisenberg est 


ay(t) = et#t/F g eiHt/h (17.16) 


où H est donné par (17.15). L’opérateur ay(t) vérifie l’équation différentielle 


dan(t i, 
au(t) _ i imeyn [H, ale th = —iway(t) (17.17) 
dt h 
où nous avons utilisé le commutateur [a'a,a] = —a. L’équation différentielle 


(17.17) s’intégre immédiatement, et avec la condition aux limites habituelle 
an(t =0) =a 


ay(t) = ae al,(t) = ate (17.18) 


(17.19) 
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Le point crucial est l'interprétation physique des opérateurs a et at. Les ni- 
veaux d’énergie de (17.15) sont donnés par (10.14), et on peut les interpréter 
de la façon suivante : l’état |n) (10.18) d’énergie (n + 1/2)fw est un état à n 
photons dans le mode de la cavité défini par (17.6), chaque photon ayant une 
énergie hw. L’état à zéro photon |0), ou état du vide, correspond à une énergie 
non nulle fw/2 : la cavité, même vide, possède une énergie, appelée énergie de 
point zéro. Par une redéfinition du zéro d’énergie, on peut décider d’annuler 
cette énergie de point zéro. Cependant, on ne peut pas se débarrasser des 
fluctuations autour de cette énergie de point zéro, et ces fluctuations donnent 
lieu à des effets observables, ainsi que nous le verrons ultérieurement. 


17.1.2 Cas général 


Ainsi que nous l’avons déjà mentionné, les résultats de la sous-section pré- 
cédente sont suffisants pour aborder l'essentiel des développements ultérieurs, 
et cette sous-section peut être omise en première lecture, à partir de (17.24). 
Avant de procéder à la quantification, revenons un instant sur le cas clas- 
sique. Les champs? E et B sont liés par des contraintes, ce qui fait que les 
six composantes ne sont pas indépendantes. De plus, comme le montre l'effet 
Aharonov-Bohm (§ 12.3.3), l'interaction du champ électromagnétique avec les 
charges n’est pas locale. Il est souvent préférable de passer par l’intermédiaire 
des potentiels? scalaire V et vecteur À dont on déduit les champs 


B=-VV - — B=VxA (17.20) 


Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre : 
en effet, en mécanique quantique, nous n’avons jamais utilisé les forces, reliées 
direstenient aux champs E et B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours 
l’énergie potentielle. En mécanique quantique, ce sont l’énergie et l’impulsion 
qui jouent le rôle fondamental, car ce sont elles qui influencent directement 
la phase de la fonction d’onde. En présence d’un champ électrique E , c’est 
le potentiel V qui intervient directement dans l'équation de Schrödinger via 
l'énergie potentielle V = qV. En présence d’un champ magnétique B, c’est le 
potentiel vecteur A qui intervient directement dans l’équation de Schrédinger, 
et non le champ B : voir la section 10.3. 

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet, dans une transformation de 
jauge, déja introduite pour Aau § 10.3.1 


(17.21) 


2. Afin d’alléger les notations, nous abandonnons l'indice cl jusqu’à (17.25), aucune 
confusion n’étant possible. 

3. Nous utilisons la notation V pour le potentiel électrique (ou potentiel scalaire), afin 
de ne pas créer de confusion avec l'énergie potentielle V : une particule de charge q dans le 
potentiel V a une énergie potentielle V = qV. 
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où A(r,t) est une fonction scalaire de l’espace et du temps, les champs E et 
B ne sont pas modifiés. Afin de lever l'arbitraire sur les potentiels (À, V), on 
fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (A, V). Un choix 
fréquent que nous adopterons (mais ce n’est pas le seul possible !) est celui de 
la jauge de Coulomb, ou jauge de rayonnement 


V-A=0 (17.22) 
Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si l’on passe dans 


l’espace de Fourier, la condition (17.22) se traduit par k - A(k) = 0. D’après 
la premiére des équations (17.2) et (17.22) 


a a OA — O => em 
v. (wr 3) a7 V4 (ASV == (17.23) 
d’où l’on déduit le potentiel scalaire V 


T7 1 em Pat 
V(F,t) = / Pem (Tt) 43,7 


7 ATED jr- r'| 


Cette expression du potentiel scalaire est appelée potentiel de Coulomb ins- 
tantané, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps t dans V 
est le même que celui de la source pem. Cette caractéristique pourrait sem- 
bler incompatible avec la relativité, mais on doit se souvenir qu’un potentiel 
n’est pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente“. 
La déduction de l’équation donnant À en fonction de Jem est proposée dans 
l'exercice 17.5.1. 

En l’absence de sources : pem = Jem = 0, la seconde des équations (17.2) 
s'écrit 


EEN, =- er > OAVV) @A 
2 — 2 2092 À — 
CV xX(VxXA)=H=CV-(V-A)-CWAH=- ae 
et tenant compte de (17.22) et de V = 0, nous obtenons l'équation d’ondes 
pour A 
OA. a7 
ae CV A=0 (17.24) 


Enfin, compte tenu de l’expression classique de la densité d’énergie du champ 
électromagnétique, l’expression du hamiltonien classique est 


1 r . 
Ha = Zeo f ar (Ba? +B 1 (17.25) 


4. cf. Weinberg [1995], chapitre 8. 
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Revenons maintenant 4 la quantification, en partant de de la décomposi- 
tion de Fourier du potentiel vecteur classique 


Aal?,t) = Yo [AR OEE eo" + Az, er (Re (17.26) 
ks 
Nous choisirons dans cette sous-section des conditions aux limites périodiques 


dans une boîte parallépipédique de côtés Lz, Ly, Lz, ou quantification dans 
une boîte de volume V = L,LyL, 


> 2TNx 27n 27Nz 
k= (i = =F, = Lo i ) Ng, Ny, Nz = 0, 1, 2, ss 


Un des entiers ng, ny, nz doit être non nul. Nous avons introduit des vecteurs 

é.(k) dans la décomposition (17.26) car le champ À est un champ de vecteurs ; 
les vecteurs &,(Æ) sont choisis unitaires, é*(k) - &,(k) = 1 et ils représentent 
physiquement la polarisation du champ. Tis sont contraints par la condition de 
jauge (17.22). En effet, le gradient et le rotationnel sont donnés dans l’espace 
de Fourier par 


Vi EUS A0) (17.27) 
Ÿ x EUS = ijk x E(k) #7 (17.28) 


et on déduit de (17.27) la condition d’orthogonalité k - @,(k) = 0 : le vecteur 
é,(k) est un vecteur transverse (par rapport à k). Le vecteur &, étant situé 
dans un plan, l’indice s prend seulement deux valeurs. Un choix possible est 
{é,(k), &y(k)}, où ë, (k), &,(k) et k forment un trièdre direct : s = x,y. Ceci 
correspond à la décomposition de A sur des états de polarisation linéaire. Un 
autre choix possible est celui des états de polarisation circulaire 


1 
p= “FR (E + ië) ec = — (Ex — iéy) (17.29) 


avec s = D, G. On note l'identité importante, avec i, j = £, y, Z 
2 
5 esi(k)esj(k) = Pij = fij — kikj (17.30) 
s=1 


En effet, P;; n’est autre que le projecteur sur le plan perpendiculaire à k, et 
on vérifie bien que 


SOPs kj = 0 NC Pijesj(k) = esi(K) 
J J 
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De l’équation d’onde (17.24), on déduit l'équation d'évolution des modes Az, 


PA; PA; 
. ks ab Ck? A- = = + wi Ar, =0 (17.31) 


en définissant la fréquence wk par wk = clk |. On peut choisir comme solution 
de (17.31) (exercice 17.5.2) 


Ag (t) = Az, e rt Az (t) = Az er (17.32) 
où Az, = Az,(t = 0). Ceci donne la dépendance en t de Aa(F,t) 


Aal,t) =~ [Ag (Re rent) + Ax er (Hje Fans) ] (17.33) 


ks 


On en déduit les champs Ë et Ba que nous nous contentons d’écrire au 
temps t = 0 


Ealt = 0) = 19 wx (Ar An é:(-k)) CES YO E e? 
es 


(17.34) 


Ces expressions permettent de calculer aisément le hamiltonien du champ 
électromagnétique si l’on utilise la relation de Parseval? (exercice 19.6.12) 


> Jar E(N=VS ES E gy (17.35) 


On en déduit 


£0 3). P22 * 
Pa r E?(r) = eoV Ÿ WE A? Ag, — R 


k,s 
y = 2 
a= T wk EZ ETAO Es (—k) 
k,s,s' 
+ A_g, Age (=k) - 3 (E) (17.36) 


où V = Lz LyL,z est le volume de quantification. Le calcul de la contribution 
du champ magnétique au hamiltonien s’effectue suivant le méme principe, en 
utilisant l’identité vectorielle 


(Ax B). (Č x D) = (4. (B - D)- (A- D)(B-C) 


5. Étant donné que ce hamiltonien est indépendant du temps, on peut le calculer à t = 0. 
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appliquée a 


On en déduit la contribution du champ magnétique 
1 = > * 
5 Eoc? J dr Bal, t = 0) = oV X` wg At Ag, +R (17.37) 
E,s 
Combinant (17.36) et (17.37), on obtient la forme finale de Ha 
Ha = 20) X we A* Ag, (17.38) 
k,s 


Il reste à trouver les variables conjuguées qg, et pg, afin de procéder a la 
quantification comme dans la sous-section précédente. Ces variables sont 


Gg, = (ov)? (Ars + Az.) 


Wk 
Pz, = = (co) /? (Ar, _ Ar.) (17.39) 
Compte tenu de 
Az, (t) = —iwk Az (t) À? (t) = iw, A? (t) 


on vérifie immédiatement l’analogue de (17.12) 


de = Pis Dgs = -Wki (17.40) 


tandis que le facteur commun de normalisation dans (17.30) permet de trouver 
lexpression de Ha qui généralise (17.4) et montre que Ha (17.25) est une 
somme de hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants 
1 2 2 
Ha = 3 D (v2, + wag.) (17.41) 
k,s 

Pour quantifier la théorie, on s’inspire à nouveau de (17.13) en définissant des 
opérateurs az, et al qui vérifient les relations de commutation 


lag, a. = ôg pr ds L (17.42) 


Les opérateurs Qz, et Pz, sont alors 


h 
a SELS ` T 
Qi = Qu (ar, + Ge a 
Pps = A (ar. a ai.) (17.43) 
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ce qui assure la relation de commutation canonique 
[Qi Pas] = ihðg g Sse I (17.44) 


Le hamiltonien s’obtient à partir de (17.41) sous la forme 


(17.45) 


Tout comme (17.41), ce hamiltonien décrit une collection d’oscillateurs har- 
moniques indépendants. L'opérateur az, (ai. ) détruit (crée) un photon de 


vecteur d’onde k et de polarisation s, c’est-à-dire un photon dans le mode 


(k, s) ; Nz, = al. ag, est l’opérateur nombre de photons dans ce mode. 


On déduit de (17.45) l'énergie (infinie) de point zéro 


; DL | = 
k,s 


hcV 


ak fick = — 
27 972 


ET (17.46) 


où nous avons utilisé (8.133). Dans le rayonnement du corps noir, la mécanique 
quantique s’était révélée capable de contrôler les fluctuations thermiques, qui 
conduisaient à une énergie infinie en mécanique statistique classique. Mais 
nous avons éliminé cet infini pour en introduire un autre, cette fois lié aux 
fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont des effets observables, 
comme l'effet Casimir (exercice 17.5.6). L'énergie de point zéro est aussi ap- 
pelée énergie du vide, dont les propriétés restent encore aujourd’hui largement 
débattues, et qui pourrait jouer un rôle important en cosmologie. 

Pour obtenir l'expression des champs quantifiés, le plus simple est de re- 
marquer que les amplitudes classiques Az, et A? sont oo par des 


opérateurs ; la comparaison avec (17.39) et “(17. 43) ‘montre que® 


h 
Ar 1| z ar = 4/——— 17.4 
ks ”? 2EoVwg aks — ü ( 7 7) 


Ceci donne l’expression du potentiel vecteur dans le point de vue de 
Heisenberg 


(kje -iE Tort) 


(17.48) 


6. Ce remplacement est ambigu dans l’expression (17.38) du hamiltonien, car classique- 
ment AA* = A*A, et on doit passer par (17.41) pour procéder correctement. En revanche, 
il n’y a pas de problème pour les champs qui sont linéaires en A et A*. 
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On déduit de (17.48) l'expression du champ électrique quantifié Ey = 
—0Ax/0t 


2 
- ih ee iss ae 
Ex (r, t) =i IEY > > [wk [ag ës (kje Eroe = al, app Eros) 


(17.49) 
On remarquera que le facteur de normalisation global diffère de 1/2 en 
comparaison de celui figurant en (17.14). Ceci vient de ce que les fonctions 
d’onde normalisées pour une dimension d’espace (y) sont, soit \/1/L exp(iky), 
soit \/2/L sin ky. Pour le champ magnétique, on utilise (17.28) 


as R ae i 
By (r,t) = y Ds Deg Ver k 
k s=l 


x [azs E(k) e Eod _ gh (Re Rex) | (17.50) 


ks $ 


où x désigne un produit vectoriel. Comme dans une onde plane classique, on 
vérifie la relation B = (k/c) x E. Il est facile, comme dans le cas du champ 
bosonique scalaire (§ 14.4.3), de calculer les commutateurs des diverses com- 
posantes du champ à t = 0. On trouve les relations de commutation suivantes 
entre la composante A; du champ et celle —e9E; de son moment conjugué? 
(exercice 17.5.3) 


ah st pe i = 
[Ai (r), —€0E;(r)] = in | a sg AG = kik; )T (17.51) 


où nous avons utilisé (8.133). On en déduit que E, commute avec By, mais 
non avec B, ou B, : on ne peut pas mesurer simultanément au même point la 
composante x du champ électrique et la composante y du champ magnétique. 

Il est possible d’écrire un couplage du champ quantifié avec une source 
classique Jem (7, t) de la forme 


W(t) = = [dr (F,t) - A(F) (17.52) 


Ce couplage généralise celui de l’oscillateur harmonique forcé de lexer- 
cice 10.4.4 : la force f(t) est remplacée par la source Jom et l'opérateur position 
Q par le champ quantifié A. On peut alors montrer que si l’on part d’un état 
à zéro photon et si la source agit pendant un temps fini, on obtient un état 
cohérent du champ électromagnétique, où le nombre de photons dans un mode 
k est donné par une loi de Poisson dont la valeur moyenne est déterminée par 
Jom (Es we)|?, Jem (A, we) étant la transformée de Fourier quadridimensionnelle® 
de Jom (Ft). 

7. L’application des principes de la mécanique analytique au champ électromagnétique 
montre que le moment conjugué de A; est —£0 E; ; voir par exemple Weinberg [1995]. 


8. Voir l'exercice 17.5.3. On trouvera un traitement détaillé par exemple dans 
Le Bellac [1988], chapitre 9 ou Itzykson et Zuber [1980], chapitre 4. 
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Le champ quantifié A a été écrit dans la jauge de Coulomb. C’est la jauge 
la plus commode pour traiter les problémes élémentaires, mais ce n’est pas la 
jauge qui convient pour traiter l’électrodynamique quantique de façon géné- 
rale. En effet, la condition V-A=0 privilégie un référentiel d’inertie particulier 
et invariance de Lorentz de la théorie n’est pas manifeste. Naturellement, il 
ne s’agit pas d’un défaut rédhibitoire, car il est possible de vérifier tous cal- 
culs faits l’invariance de Lorentz des résultats physiques. Le véritable défaut 
de la jauge de Coulomb est qu’elle conduit à des calculs inextricables car le 
programme de renormalisation (élimination des infinis) exige que l’on main- 
tienne de façon explicite l’invariance de Lorentz, si l’on veut garder des calculs 
maniables®. Une jauge où l’invariance de Lorentz est manifeste est la jauge de 
Lorentz!’ _ 

OV = > 

Or +V-A=0 
Cependant, la jauge de Lorentz introduit des états non physiques, que l’on 
doit correctement interpréter et éliminer des résultats physiques. Ces états non 
physiques n’apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple 
de “jauge physique”. Malheureusement, on ne peut pas 4 la fois utiliser une 
jauge physique et conserver l’invariance de Lorentz formelle. 


17.2 Etats du champ électromagnétique 


17.2.1 Fluctuations quantiques du champ 
électromagnétique 


Le champ électromagnétique quantifié est un opérateur et on doit pouvoir 
observer ses fluctuations quantiques. Dans l’état à zéro photon, ou état du vide 
|0}, la valeur moyenne des champs électrique (17.49) et magnétique (17.50) 
est nulle 

(O|En(7, t)|0) = (0]Ba(r,#)10) = 0 


car (Olaz,|0) = (Olat 10) = 0, mais la nullité des valeurs moyennes n’implique 
pas celle des fluctuations! Ces fluctuations ont des conséquences physiques 
importantes, et nous allons les examiner successivement dans plusieurs types 
d'états du champ : le vide, les états à nombre de photons fixé, les états co- 
hérents et les états comprimés. Afin de simplifier la discussion, nous nous 
limitons à un seul mode comme dans le 8 17.1.1 de vecteur d’onde k et de 
polarisation s fixés, az, — a, we — w, en nous plaçant de plus à y = 0. 
Cette restriction 4 un mode unique est souvent une bonne approximation, par 
exemple pour un laser monomode si l’on peut négliger les effets transverses 


9. D’un point de vue technique, les contre-termes qui éliminent les infinis sont contraints 
par l’invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle. 

10. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadri-dimensionnelle 
(voir (19.13)) : 0, A4 = 0, A” = (V, A). 
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dus a la diffraction ou pour un mode dans une cavité supraconductrice. Le 
champ électrique (17.19) s’écrit 


hw l : 
E(t) = ey (ae * + ate") (17.53) 


Nous avons supprimé l’indice H et la notation vectorielle afin d’alléger l’écri- 
ture. Calculons d’abord les fluctuations de E dans l’état du vide en utilisant 


2 


(ae~'“* + ale") = ge i + (ale 4 2ata +I 


Seul le dernier terme donne un résultat non nul quand on prend la valeur 
moyenne sur le vide et 


ħw 
O|E?(t)|0) = 
(O|E*(t)|0) aF 
d’où la dispersion 
1/2 hw 
AoE = [(0/E*(#)10) — (OIE(H10)]"" = yS (17.54) 


Les fluctuations quantiques du champ électromagnétique ont des conséquences 
physiques importantes : outre l'effet Casimir (exercice 17.5.6), elles sont aussi 
à l’origine du clivage entre les niveaux 2s:/2 et 2p,,2 de l’atome d'hydrogène, 
dégénérés à l’approximation de la théorie relativiste de Dirac (cf. § 19.3.5), et 
qui est appelé déplacement Lamb. Ce déplacement + 4.38 x 1076 eV est une 
fraction de l’ordre de 1077 de la différence d’énergie entre les niveaux 1s et 
2s, et il vaut 1058 MHz en unités de fréquence!!. Ces fluctuations sont aussi 
responsables du moment magnétique anormal de l’électron : alors que l’inva- 
riance galiléenne et la théorie de Dirac prédisent un facteur gyromagnétique 
de l’électron ye = qe/Me, ce facteur est en fait 


a 
de = À (1+ +0) 
Me 27 
où a œ 1/137 est la constante de structure fine. 

Dans un état à nombre de photons n fixé (dans le mode considé 


T 
aussi appelé état de Fock, la valeur moyenne de E(t) est nulle car (n|a|n) 
(nja'|n) = 0, tandis que celle de E?°(t) vaut d’après (10.12) 


é), 


ħw(2n + 1) 


n|E?(t)|n) = 
(n|E*(¢)|n) ay 

11. Une faible partie de ce déplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations 
du champ électromagnétique, mais 4 celles du champ électron-positron. La création de 
paires (virtuelles) électron-positron a un effet d’écran sur le champ coulombien et agit 
comme une constante diélectrique du vide. L’effet est beaucoup plus important pour les 
atomes muoniques : cf. l’exercice 15.4.3 et la note 37 du chapitre 1. 
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d’où la dispersion A,,E dans l’état |n) 


AE = (nie) — (nf in)?" = RCD 755) 


Cette dispersion croît comme la racine carrée du nombre de photons lorsque 
n > 1. La phase est indéterminée dans un état de Fock, puisque AN = 0. 
Même si le nombre de photons est très grand, un état de Fock est complète- 
ment non classique. 

Des états plus fréquents en pratique que ceux à nombre de photons fixé 
sont les états cohérents |z). En effet, la grande majorité des sources lumineuses 
usuelles émettent des états du champ électromagnétique très proches d’un 
état cohérent (laser), ou d’un mélange statistique d'états cohérents (source 
classique). Calculons la valeur moyenne de E(t) dans un état cohérent en 
posant z = |z| exp(i) 


(z|E(t)|z) = 1 = (zet + z'eivt) = 24] — |z|cos(wt — 0) (17.56) 


tandis que 


hw : Sos 
(2|E2(£)|z) = F [ (ze prett + 1| 
La dispersion A,E dans un état cohérent est identique à la dispersion dans le 
vide 


AE = [(2|E?(t)|z) - (IE()|2)2]'” = \—= = AoE (17.57) 


Rappelons que le nombre moyen de photons est (N); = (z|N|z) = |z|? et la 
dispersion A, N = |z| : lorsque le nombre moyen (NV), de photons augmente, la 
valeur moyenne du champ électrique croît comme 4/(N),, mais la dispersion 
reste constante. La distribution des valeurs de E est de plus en plus piquée 
relativement à la valeur moyenne, et cette valeur moyenne évolue comme un 
champ classique. 

Définissons les opérateurs hermitiens Xı et X2, ou opérateurs de quadra- 
ture par 


Kiss (04a) X= 5 (e-a) (17.58) 


qui vérifient la relation de commutation [X1, X2] = i/2, d’où l’on tire l’inéga- 
lité de Heisenberg 


1 
AX AX > 2 (17.59) 


Un calcul immédiat montre que 


E(t) = af [Xi coswt + X2 sinwt] (17.60) 
0 
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tandis que, suivant (10.39) et (17.58) 
1 
(Xi) = Rez (X2)z =Imz A,X1 = A, Xo = z (17.61) 


L’inégalité de Heisenberg (17.59) est donc saturée quand le champ se trouve 
dans un état cohérent, en conformité avec les résultats du § 10.2. La valeur 
moyenne (E(t)). du champ est donnée par (17.56). Nous pouvons maintenant 
interpréter physiquement les résultats du § 10.2.2 pour le champ électroma- 
gnétique dans un état cohérent. Ainsi que nous l’avons vu en (10.46), le champ 
fluctue en amplitude et en phase autour de sa valeur moyenne (17.56). La fluc- 
tuation en amplitude est en valeur relative A,E/(E) = 1/2|z| = 1/2(N)/?, 
où (N) est le nombre moyen de photons et A,N = (N)!/?, tandis que la 
fluctuation de phase vérifie (10.46) : A,6A, N = 1/2 (figure 17.2a). 


Ao Ad 


FIG. 17.2 — Représentation de Fresnel du champ électrique. La zone hachurée re- 
présente la dispersion sur l’extrémité du champ. (a) Etat cohérent. (b) et (c) Etats 
comprimés. 


Il existe un autre type d’états intéressants, les états comprimés. Définissons 
Vopérateur unitaire 


S(z) = exp E (20? z za’) =e (17.62) 


où Z est un nombre complexe, 7 = r exp(i9), et calculons S1(2)a$(Z) en utili- 
sant (2.70) et X = -Xt 


Sas alt x ENLA ETR 


Un calcul immédiat montre que 
S(2)aS(2) = acoshr — ate” sinhr 
On définit l’état comprimé |Z) par 


|2} = S(2)|0) (17.63) 
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Les valeurs moyennes de a et at dans cet état sont nulles : (Zla|Z) = (Z\a"|Z) = 
0, tandis que 


(z|a?|z) = (z|(a‘)?|z)* = —e” sinh r coshr (z|a'a|Z) = sinh? r 
On en déduit les valeurs moyennes et les dispersions des opérateurs Xı et X2 
1 1 
AzX1 = J (cosh 2r—cos 8 sinh 2r)!/? AzX2 = 5 (cosh 2r+cos sinh 2r)!/? 


Ces expressions se simplifient lorsque 0 = 0 


0 = 0 : Az X41 = set Az Xo = xe (17.64) 
On constate que, par rapport à (17.61), la dispersion de X est réduite et 
celle de X2 augmentée, mais le produit A; X, A: X2 reste constant et égal à 
1/4 : les états comprimés, tout comme les état cohérents, saturent l’inéga- 
lité de Heisenberg. Les figures 17.2b et 17.2c montrent schématiquement la 
représentation de Fresnel du champ électrique dans un état comprimé. On 
voit que l’on peut, soit diminuer la dispersion sur la phase et augmenter celle 
sur N, soit inversement diminuer la dispersion sur le nombre de photons et 
augmenter celle sur @. 


17.2.2 Lames séparatrices et détection homodyne 


Les opérateurs X1 et Xə définis en (17.58) et leur généralisation 
Xo, X[o4n/2] définis ultérieurement dans cette sous-section peuvent être mesu- 
rés grâce à la détection homodyne, qui consiste à mélanger le champ à mesurer 
avec un signal de référence de même fréquence que celle du champ. Avant de 
décrire la détection homodyne, il est utile de transposer la discussion du § 1.4.5 
sur l’action d’une lame séparatrice dans un formalisme opératoriel. Nous al- 
lons écrire l’analogue des relations (1.31) pour les opérateurs d’annihilation 
du champ dans les modes d’entrée et de sortie d’une lame séparatrice, et, 
comme dans le § 1.4.5, nous appelons (a) et (b) les modes d'entrée, (c) et 
(d) les modes de sortie; (a) et (b) étiquettent deux modes du champ repré- 
sentant des paquets d’ondes qui se mélangent dans la lame séparatrice. Nous 
choisissons une lame séparatrice déséquilibrée en posant 


t = cos À r =isin\ 
L’équation (1.31) devient 


T= & cos À + ibsin À 
d = iasin À + bcos À 


Nous supposons que l'extension temporelle Ar des paquets d’ondes est suffi- 
samment grande de telle sorte que la fréquence w est bien définie. Cependant, 
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Ar doit être fini, afin que l’on puisse distinguer un “avant” (t < —T) et un 
“après” (t > T) du mélange par la lame séparatrice qui a lieu pour t ~ 0. 
Nous recherchons un hamiltonien susceptible de décrire le mélange en 
terme d’opérateurs de champ a et b, où a et b désignent les opérateurs d’anni- 
hilation des modes (a) et (b). Un opérateur conduisant au résultat recherché 
est 
H = —hg(t) (ab! + atb) 


Dans cette équation, g(t) est une fonction lentement variable du temps, non 
nulle dans un intervalle de temps |-T, +T], avec T Z Ar, et choisie telle que 
son intégrale temporelle soit précisément le paramètre À qui définit l’action 


du diviseur de faisceau 
+T 
Í g(t) dt = À 
=f 
Dans le point de vue de Heisenberg, qui est celui qui se raccorde le plus 
directement à la description classique, les opérateurs évoluent en fonction du 


temps, et entre —T et +T, a — c et b — d. Cette évolution est donnée par 
un opérateur unitaire U(X) 


c=UŻ(A)a U(A) d=UŻ(A)bU(A) 
U (A) = exp [ià (ab! + a'b)] = exp[iAG] G = ab + aïb (17.65) 


L’équation (2.70) permet de calculer les opérateurs d’annihilation des modes 
de sortie c et d 
; 2 1 
e 1 gel — a — iA[G, a] — — [G, [G, a]] +-:: = a + iàb — ks aan 
= a cos À + ibsin À 


En résumé, la loi de transformation de a et b est identique à celle des ampli- 
tudes ondulatoires 


c= UT(\) aU(A) = a cos À + ibsin À 


(17.66) 
d=U'(X) bU(A) = ia sin À + b cos À 


La forme exp(iGÀ) de U montre que U (A) appliqué sur le vide des deux modes 
1040) redonne |0,04), car G|0,0,) = 0 


U(A)|0a0v) = 10a0b) 
et cette forme montre aussi que U'(\) = U(—A), d’où l’on déduit 


U(A) al UT(X) = al cos À + ib! sin À 


17.67 
U(A) bt UT(A) = ial sin À + b? cos À ) 
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Revenons maintenant au point de vue de Schrödinger, où l’état final |v’) 
est donné en terme de l’état initial |Y) par |W’) = U(A)|W), et examinons 
d’abord le cas d’un photon unique incident dans le mode (a). Nous avons 
donc 

|W) = |140) = a' |0400) 


Il est immédiat d’obtenir |W’) 


|W’) = U (Ajat |0400) = U(A)atUT(A)U (A) |0200) 
= (af cos À + ib! sin À) 0,04) = cos Al1q0,) + isin 0415) (17.68) 


L’amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode (a) est 
cos A, et amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode 
(b) est isinA, ce qui est conforme à (1.31). Pour retrouver le cas classique, 
examinons l’action de la lame séparatrice sur un état cohérent |z) du mode 
(a), tandis que le mode (b) est vide. L’état initial est donné par 


|Y) = Da(z)|0a0v) = |z)a @ |0). 


où Dalz) est l’opérateur de déplacement (10.40) pour le mode (a). |W’) est 
donné par 


|W’) = U(A)Da(z)|0a0o) = U(A)Da(z)U(A)U(A)|0005) 
= exp (az cos À — az* cos À) exp (ib! z sin À + ibz* sin À) |0409) 
= D,(z cos À) D; (iz sin À)|0404) = |z cos À & iz sin À) (17.69) 


où nous avons explicité le produit tensoriel : le résultat est un produit ten- 
soriel de deux états cohérents. On retrouve manifestement l’action de la 
lame séparatrice sur une onde classique, avec une répartition de l'intensité 
(\t|? = cos? A, |r|? = sin? À) dans les deux voies de sortie. 

Supposons maintenant que nous partions d’un état |1,1,), où un photon 
arrive dans le mode a et l’autre dans le mode b, de part et d’autre de la lame 
séparatrice (figure 17.3) 

[Lale) = atb* |040.) 


La lame séparatrice transforme cet état en 


IY) = U(A)atbl|0,0,) = U (AJatbt UT (A)|0a00) 
= (a! cos À + ib! sin À) (ial sin À + bf cos A) |0409) 
isin 2A 


= A ([2a00) + [0a20)) + cos 2A|La 1o) (17.70) 


où nous avons utilisé (aï)2[0) = v2 |2) (cf. (10.18)). Si la lame séparatrice est 
équilibrée, avec À = 7/4 


|) = =z (|2400) + [0a20)) (17.71) 


d- 
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Les deux photons quittent simultanément la lame séparatrice, soit par une 
des deux voies de sortie, soit par l’autre (figure 17.3). La probabilité jointe de 
détecter un photon dans chaque voie est nulle. Ce résultat peut s’interpréter 
en terme de statistique de Bose-Einstein pour les photons (chapitre 14) : 
des photons identiques ont tendance à se regrouper et donc à emprunter la 
même voie de sortie. L'expérience a été réalisée par Santori et al. [2002] ; voir 
également Grangier [2002]. 


D 
SGEN N \ \ 
(a) \ \ S 


> `\_  —eoe— ` ——> `\ -e op 


Fic. 17.3 — Lame séparatrice et interférences à deux photons. 


Nous avons défini en (17.61) les opérateurs X; et X2. De façon générale, 
les opérateurs de quadrature Xo et X{g4,/2) sont définis par 


Xg= (ae? + at ei?) 


(a ea! ei) 


(17.72) 


v= vie 


X(o4n/2] = 


Ona donc Xj = Xg=o et X2 = Xo=r7/2. Le champ électrique à t = 0 étant pro- 
portionnel à X1, Xo représente un champ obtenu par une rotation de la phase 
d’un angle 0. Le point important est que l’on peut mesurer son amplitude par 
détection homodyne. Le signal (a) est mélangé avec un oscillateur local (b) à 
l’aide d’une lame séparatrice équilibrée (|r| = |t| = 1/V2, figure 17.3). Dans 
ces conditions, 


= S (at + ibt) d = 5 (iat + bi) (17.73) 


Les opérateurs nombre de photons dans les modes c et d sont respectivement 
Lie + 
Ne=cle= 5 [ala +b'b +i (bta — ab')] 


i (17.74) 
Na = d'd = 5 [ata + bib — i (bfa — ab')] 


Les deux premiers termes du crochet représentent respectivement les opéra- 
teurs nombre de photons du signal et de l’oscillateur local, tandis que les deux 
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derniers sont des termes d’interférence. La combinaison (Ne — Na) compte la 
différence entre le nombre de photons reçus par le détecteur De et celui reçu 
par Da 

R(= R') = Ne — Na =i (b'a — ad") 


Comme le signal et l’oscillateur local ne sont pas corrélés, nous avons (aïb) = 
(at) (b). Si Poscillateur local est un état cohérent |z}, alors 


(b) = [zle (b) = [zle 


On suppose que l’oscillateur local est le champ d’un laser avec |z| > 1; les 
fluctuations de l’oscillateur local sont alors négligeables, car cet oscillateur 
se comporte approximativement comme un champ classique. Dans ces condi- 
tions, R devient 


Rx —iļz| (at e? — ae™) = 2|z|X0+7/2 (17.75) 


Le détecteur homodyne mesure donc la quadrature Xj947/2]. L’expérience 
est faite en envoyant une série de signaux identiques pour une valeur fixée 
de 0, ce qui permet de déterminer la distribution de probabilité p(X4), puis 
en faisant varier la phase @ de Voscillateur local. On remonte ensuite a la 
distribution de Wigner (section 12.5) du champ électromagnétique quantifié. 
Une autre méthode (exercice 17.5.4) consiste à utiliser une lame séparatrice 
très déséquilibrée : |t| > |r]. 


17.2.3 Hamiltonien de Jaynes-Cummings 


Le hamiltonien de Jaynes-Cummings décrit de façon approchée l’interac- 
tion d’un atome à deux niveaux avec le champ électromagnétique quantifié. 
Son principal mérite est que l’opérateur d’évolution correspondant peut se 
calculer explicitement, car il se ramène à celui d’un système à deux niveaux. 
Nous décrirons à la fin de cette section une application aux oscillations de Rabi 
du vide, qui permettent de mettre directement en évidence la quantification 
du champ dans une cavité résonante. 

Nous considérons un atome possédant un niveau fondamental (ou un ni- 
veau métastable de vie moyenne très longue) |g), et un niveau excité |e). On 
peut associer à la base {|g),|e)} deux vecteurs colonne d’un espace à deux 


dimensions PE o ee () (17.76) 


Soit hwo = Ee — Eg la différence d’énergie entre le niveau excité et le niveau 
fondamental. Nous allons étudier l'interaction de l’atome avec un mode (17.19) 
du champ électrique quantifié dans une cavité 


En(y,t) = 24/— (ae it + ale") sin ky (17.77) 
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pour une fréquence w © wo : nous nous plaçons donc au voisinage de la 
résonance, en définissant comme au chapitre 5 le désaccord par 6 = w — wo. 
Soit |y~%) (resp. [£)) l’état où l’atome est dans son niveau fondamental (resp. 
excité) et où la cavité contient exactement n + 1 (n) photons 


lon) = |g @ (n +1)) len) = le&n) (17.78) 


Les états |y%) et p£) ont pour énergies respectives, en prenant comme zéro 
d'énergie la valeur moyenne de Ey et Ee 


1 


n 


1 1 
E; = suo + nhw = —shwo + (n + 1)ħw — hô = EY — hô (17.79) 


Ces états sont donc quasi-dégénérés car 6 < wo. Cette propriété va nous 
permettre de nous restreindre à l’espace de Hilbert de dimension 2 sous-tendu 
par les vecteurs |w9) et |$). 

Le couplage de l’atome au champ se fait par le moment dipolaire électrique 
de transition D, le hamiltonien d’interaction étant 


W =—D.-Ey(t = 0) = -(5-2) J (a+ ai) sinky 
= —(D- 2)g(y) (a + at) (17.80) 


où nous avons défini g(y) par 


g(y) = 1 — sin ky (17.81) 


Si les niveaux |g) et |e) ont une parité bien définie, l’atome dans l’état |g) ou 
le) ne peut pas posséder de moment dipolaire 


(g|Dlg) = (e|Dle) = 0 
et seuls les éléments de matrice non diagonaux peuvent être non nuls 
(g|D - êle) = (e|D - 2\g)* = d 
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer d réel, ce qui permet d’écrire 
D - 2 = d(e) (g| + |g) (el) (17.82) 


Il sera commode d'introduire les matrices de Pauli o} et o— 


== (00)  e=eh=leal= (10) 0733 
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ainsi que 03 
1 0 
oa = lohol- leel = (5 1) (17.84) 
ce qui permet de récrire le hamiltonien d’interaction sous la forme 


_ 2dg(y) 
ñ 


W= NOG shige) (asic) Ay) (17.85) 


Le hamiltonien total est 


i 1 
H = Ho+W = AatHemt+W = = hwoos+hħwaa+5 RA(y)(o++0-) (a + a’) 
(17.86) 
où Hat est le hamiltonien de l’atome, Hem celui du champ et W Vinteraction 
atome-champ. Comme au chapitre 5, nous allons nous placer dans le point de 
vue de l'interaction en définissant pour un opérateur A 


A(t) = eitfot/h 4 e-iHot/h — gi(Har+Hom)t/h À g~i(Hat-+Hem)t/h (17.87) 


Nous avons montré en (5.57) que l’évolution de õ4(t) est donnée par 


õa (t) = etMatt/A g giHart/h — gy eFivot (17.88) 


tandis que celles de a(t) et a'(t) sont données par (17.17). Les dépendances 
temporelles approchées des opérateurs qui apparaissent dans W sont donc 


idt a al x et 


614 x e (two) (17.89) 


o-_aäâxe 
Gal x elw+wo)t 
Les deux derniers termes de (17.89) oscillent rapidement en fonction du 
temps et correspondent à des transitions qui ne conservent pas l'énergie : par 
exemple, aa? correspond à l’émission d’un photon alors que l’atome passe 
de l’état fondamental à l’état excité. Au voisinage de la résonance, nous pou- 
vons utiliser l’approximation séculaire et négliger ces termes. Il ne reste que les 
termes o_ a et ga’. Nous obtenons ainsi le hamiltonien de Jaynes-Cummings 


1 1 
Hjo = — 5 hwoos + hwa'a+ 3 ANy) (o-a + ayaï) (17.90) 


Ce hamiltonien couple uniquement les niveaux [4) et yf), et nous sommes 
donc ramenés à un système à deux niveaux. 

En pratique, on envoie l’atome dans la cavité suivant une certaine trajec- 
toire, et nous allons supposer que sin ky = 1 le long de cette trajectoire. La 
fréquence de Rabi du vide Or sera définie par 


2d | hw 
R h E0 V ( e ) 
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Les éléments de matrice non diagonaux de W se déduisent de 
(piloaten) = (9 @ (n+ Ilozalle@n) = Vn +1 


où nous avons utilisé (10.16), et la forme matricielle de H est 


_ 1 10 1 ô QrvVn +1 


Les vecteurs propres et valeurs propres (à une constante commune additive 
près) de ce hamiltonien sont 


out - ; e 

E, = —5 ha? + (n+ LOR Xn) = — sin Only) + cos On| p;,) 
1 

Ex = z h/62+(n +19 ar) = cos An|ipf,) + sin Onlin) 


(17.93) 
où l’angle @, est donné par 


OQrVn+ 1 


tan 20, = 
an 5 


(17.94) 
Les vecteurs |x,) et [x;;) sont les vecteurs propres de l’atome habillé (par le 
champ électromagnétique). La figure 17.4 donne le schéma d’une expérience 
réalisée par Brune et al. [1996a]. Des atomes de rubidium préparés dans un état 
de Rydberg (exercice 15.4.4) |g) ou |e) passent d’abord dans une cavité micro- 
onde R, puis dans une cavité supraconductrice C résonante à la fréquence wo 
et sont analysés dans une seconde cavité micro-onde R2. Supposons qu’un 
atome dans l’état excité |e) entre dans la cavité au temps t = 0, et que celle-ci 
soit vide (n = 0). On se place à la résonance 6 = 0, sin do = cos ĝo = 1/V2. 
L'état |p6) se décompose sur |xÿ) 


Ive) = 5 (xt) + Ixa)) (17.95) 


et le vecteur d’état est donné au temps t par 


ke) = a (ehh) +e 1x0) (17.96) 


La probabilité de trouver au temps t l’atome dans son état excité est 


2 OR 


t 
= cos” —57 (17.97) 


1) _; i 2 
\(6le(t))? = 7e + e1972] 


Cette probabilité oscille en fonction de t avec la fréquence de Rabi du vide QR 
(17.91). Ces oscillations proviennent de l'interaction entre l’atome et le champ 
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électromagnétique quantifié, puisque la cavité est initialement vide, et ces os- 
cillations sont appelées a juste titre oscillations de Rabi du vide. Ces oscilla- 
tions ont été observées expérimentalement, ce qui fournit une preuve directe 
de la quantification du champ électromagnétique. L’expérience (figure 17.4) a 
été réalisée avec les données numériques suivantes 


d= 1.1 x 10-26em > = 5.0 x 10!° Hz V = 1.87 x 1075 m3 
T 


La valeur théorique calculée à partir de ces données est en bon accord avec la 
valeur mesurée expérimentalement à partir des oscillations QR /(27) = 47 kHz. 


FIG. 17.4 — Les atomes sortent du four O et traversent une première cavité micro- 
onde R1. Ils traversent ensuite la cavité supraconductrice C puis la seconde cavité 
micro-onde Rə. Les cavités Rı et Rə sont alimentées par la même source S”. Les 
atomes sont finalement détectés par les deux détecteurs à ionisation De et Dg, qui 
sont déclenchés respectivement par les atomes dans les états e ou g. D’après M. 
Brune et al. [1996]. 


17.3 Interaction atome-champ 
électromagnétique 


Dans cette section, nous allons examiner l'interaction entre un champ élec- 
tromagnétique et un atome, modélisé comme dans la section 15.2 par un élec- 
tron externe dans un potentiel à symétrie sphérique, ce qui est un bon modèle 
pour un atome alcalin. En principe, nous devrions utiliser le champ électro- 
magnétique quantifié introduit dans les sections précédentes, mais dans un 
premier temps, nous utiliserons une approximation semi-classique, déjà intro- 
duite dans la section 5.3 : le champ électromagnétique est décrit classiquement, 
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tandis que l’atome est décrit de façon quantique. Dans la section 5.3, nous 
avions postulé une interaction phénoménologique entre une onde électroma- 
gnétique et un dipôle électrique, responsable des transitions d’un niveau à un 
autre. Nous allons compléter ces résultats en justifiant l’approximation dipo- 
laire et en donnant une expression explicite de l'amplitude de transition. À 
ce point, il vaut la peine de résumer dans la table 17.1 les diverses approxi- 
mations possibles lorsque l’on étudie l'interaction atome (ou molécule)-champ 
électromagnétique. 


Champ Atome Exemples 
ES SE 
classique classique rayonnement classique 
we OR FE 
classique quantique absorption et émission stimulées 
cose omae JS iroagurss 


quantique classique couplage à une source classique 
EE 
quantique quantique émission spontanée 

ewe eme sss | 


TAB. 17.1 — Différents schémas d’approximation. 


17.3.1 Théorie semi-classique 


Suivant approche du § 17.1.2, Ponde électromagnétique classique est dé- 
crite dans la jauge de Coulomb V - A = 0 par un potentiel vecteur A(7’,t) 
transverse. Une onde plane de vecteur d’onde k et de fréquence w peut donc 
s'écrire 


A(F,t) = Re [Aei] k- Ay =0 (17.98) 


Rappelons l’action des opérateurs divergence et rotationnel dans l’espace de 
Fourier 
Ve — ike Vxe—ikxe (17.99) 


ce qui donne pour les champs électrique et magnétique 


= OA a des 

> ae — pes i(kT—-wt) 
E(F,t) = - = Re [iw Ave | (17.100) 
B(F,t) = Ÿ x A=Re lice x Āe Ero] (17.101) 


Le flux d’énergie est donné par le vecteur de Poynting 


> 


S=ec E x B (17.102) 
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et en moyennant sur le temps, avec (cos?(wt)) = 1/2 
(8) = Feocw?|Adlé = Tw h (17.103) 
L’intensité Z(w) est reliée au flux de photons F par 
T(w) = hwF 


soit, en appelant n la densité de photons 


1 > 
F = nc= SE Eocw| Aol (17.104) 


Le hamiltonien d'interaction électron+champ s’écrit d’après (10.61) 


H = 


(P-a A0) +V) (17.105) 


2Me 


V(R) représente l'interaction effective de l’électron externe avec le noyau et les 
(Z — 1) électrons des couches internes. Le hamiltonien (17.105) se décompose 
en un hamiltonien non perturbé Ho 


Ho = — P? +V(R) (17.106) 
2Me 
et une perturbation 
=> g = => => = qd 
w(R,t) = - (PA + A. P) + 47 (17.107) 
2Me 2Me 


Au premier ordre en GA. nous pouvons négliger le deuxième terme de 
(17.107), ou terme diamagnétique, [g2/(2m.)] A? (exercice 15.4.5); de plus, 
le premier terme se simplifie dans la jauge de Coulomb V-A=0car 


P. [Af(F)] = —in(V + A) f(7) — ind VCP) 
= -ihA- Vf (7) = (A- PSO) 


La perturbation W(R,t) s’écrit en fin de compte 


W(R,t) = - 


L A(R, t) P] (17.108) 


Me 


Nous nous plaçons dans une représentation où Rest diagonal : Rae. Compte 
tenu de (17.98), 


Wirt) = -{ Le IEF- Ay. Pp e iT-ut) x. P| (17.109) 


2Me 
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Nous pouvons maintenant utiliser les résultats du $ 8.5.3 : le terme en 
exp(—iwt) de (17.109) correspond à l'absorption d’énergie par l’atome et le 
terme en exp(iwt) à l'émission d'énergie. S’il existe deux niveaux d'énergie F; 
et Ep, avec E; < Ey, correspondant à une résonance : Es — E; = hwo © hw, 
l’atome absorbera une énergie hwo dans une transition 4 — f, et émettra une 
énergie hwo dans une transition f — i. Dans une interprétation corpusculaire, 
cela veut bien sûr dire que l’atome absorbe ou émet un photon d’énergie hwo, 
mais cette interprétation sort du cadre de la théorie semi-classique. D’après 
(8.152), la probabilité par unité de temps d'absorption i — f est donnée par 
2 


2 E ae ae 
r= (GE) |tlewak 7) do: PA aE- Er) (T0) 


17.3.2 Approximation dipolaire 


Introduisons un vecteur polarisation unitaire €s, € - €, = 1, en écrivant 


Ao = |Ao|és. L’intensité Z(w) par unité de fréquence est donnée par (17.103) 
1 


T(w) = 5 cocw?|Ao(w))? 


Récrivons (17.110) en intégrant sur w et en séparant le module carré de l’élé- 
ment de matrice de transition des caractéristiques de l’onde incidente 


27 de : À 
Pr = dw | Ao(w)|? 
n= FZ (gE) Java) 


Ana = = 
= T(wo)|ēs - (f| exp(ik - r) Pli) 


2m2 
hwm? 


Z, - (flexplik-*) Pl 3(By — (E: + hw)) 


2 
(17.111) 


L'élément de matrice de transition dans (17.111) se simplifie si l’on remarque 
que la longueur d’onde émise ou absorbée, 0.1 um S À S 1 um, est très grande 
par rapport aux dimensions atomiques ap ~ 0.1 nm, ce qui permet de rempla- 
cer exp(ik - F) par 1 car (k- F) ~ kao ~ ao/À € 1 


(fle Pi) = f aro (Dei (nt) oa) 
~ er pr (Tr) (-inv) pil’) 


De plus, on peut exprimer P à l’aide de la relation de commutation entre À 


et Ho 
À, Bo = À B 


Me 
ce qui donne 
D: Me =< = 
(fIPli) = FA (f|RHo — HoR|i) 
Me 


= sp (Bi Epli) = imewo(F Ali) (17.112) 
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En physique classique, rest le vecteur joignant le noyau situé à l’origine des 
coordonnées à l’électron externe, et ger est le moment dipolaire électrique d de 
l'atome. La quantité (f|qeR|i i) € est donc l'élément de matrice Dri de l’opérateur 
moment dipolaire électrique D = qeR entre les états |i) et |f) 


Dy = (f|DIi) = ae( FRI) (17.113) 


En reportant ces résultats dans (17.111), on obtient la probabilité de transition 
par unité de temps pour une polarisation €, 


é,- Dal 
T' = 47? (EL) T(wo) (17.114) 


4n?a,, = 


z les: Rjal Two) (17.115) 


en accord avec (5.69) : le moment dipolaire d introduit phénoménologiquement 
dans le § 5.3.2 prend une forme explicite pour l’atome à un électron 


2 = ez 12 215 3 12 
— |ë,- Djl =@|és- Ryi| 


L’expression (17.114) est plus générale que (17.115), et elle est valable pour 
tout systéme atomique ou moléculaire lorsque les régles de sélection des tran- 
sitions dipolaires électriques sont satisfaites : la probabilité de transition est 
pilotée par l’élément de matrice de transition du dipôle électrique du système, 
qui fait intervenir toutes les particules chargées. Un calcul identique permet 
de déduire le taux d’émission stimulée T;f, qui est aussi donné par (17.114) : 
T; f =T pi. En effet il suffit de remplacer D}; par Dif = D}; pour passer de 
Vabsorption à l’émission. Suivant l’argument fondé sur les relations d’Einstein 
du § 5.4.1, on déduit de I j; la probabilité d’émission spontanée d’un photon 
en sommant sur les deux états possibles de polarisation : s = 1,2 et en prenant 
la moyenne (e) sur les angles et sur les spins 


L 


3 (157? le. Del? une = 
jam (Peer) z 20070 Ee Ra) (17.116) 


c Areohc Cc 
“0 s=1 


L’ opérateur moment dipolaire électrique D, tout comme l'opérateur position 
R, est un opérateur vectoriel impair. Cette propriété de D implique des régles 
de sélection pour les transitions dipolaires électriques. En effet, le théoréme de 
Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels donne l'expression des éléments 
de matrice des composantes sphériques (9.145) D, de D : si ji et jf sont les 
moments angulaires de l’état initial à et de l’état final f, et m; et my les 
nombres quantiques magnétiques, nous obtenons de (9.149) 

(isms|Dgldemi) = CF jm, Gs IID) (17.117) 


MTS 
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Le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut être différent de zéro que si |ji— 1| < 
Jf S<Ji t+ 1 et simp = q+ mi. De plus, les parités de l’état initial et de l’état 
final doivent être opposées : IL; If = —1. Les transitions dipolaires électriques 
obéissent donc aux règles de sélection suivantes. 

Règles de sélection pour les transitions dipolaires électriques 


(= 1]< jf <ji+1 mf = Mi +q, q= —1,0,+1 I~ = —-1 


Ceci généralise les résultats obtenus au § 9.5.2 dans le cas particulier j; = 1 
et jf = 0. Les règles de sélection sur le nombre quantique magnétique m sont 
directement liées à la conservation du moment angulaire suivant Oz, et des 
exemples en ont déjà été donnés au § 9.5.2 et dans l'exercice 9.7.13. 


17.3.3 Effet photoélectrique 


Dans la sous-section précédente, nous avons étudié la transition entre deux 
niveaux en généralisant les résultats de la section 5.3. Nous allons maintenant 
nous intéresser à une transition vers le spectre continu : une onde électroma- 
gnétique de fréquence w > Ræ/ħ et de polarisation Z, arrive sur un atome 
d'hydrogène dans son état fondamental. Dans un langage corpusculaire, la 
condition w > Rx/h implique que l’énergie des photons est suffisante pour 
ioniser l’atome en éjectant son électron, ce qui donne un exemple très simple 
d'effet photoélectrique, et un cas où l’on peut mener jusqu’au bout des calculs 
analytiques. D’après la règle d’or de Fermi et la définition (13.1) de la section 
efficace, la section efficace de production des photo-électrons est, au premier 
ordre de la théorie des perturbations en W 


do 27 …2 Vmeke 

in iF KIW li) Cr (17.118) 
où Ke est le vecteur d’onde de l’électron final. Lorsque iw > Rx (mais ñw < 
Mec? de façon à préserver une cinématique non relativiste et à prévenir la 
production de paires électron-positron!”), on peut négliger l'interaction de 
Vélectron final avec le proton et prendre pour état final une onde plane : c’est 
Vapproximation de Born 


| Oe ee 
(Ff) = p0) = el 
mW 
Notons que l’approximation dipolaire n’est pas valable si l’énergie du photon 
est trop grande. L’état initial est décrit par la fonction d’onde (15.31) de l’état 


fondamental de l’atome d’hydrogène. L’élément de matrice (f|W|i) est donné 
par (17.110) 


. de D + LOG Er = = 
(fIW]i) = (£ ) Mol | rme EDT (—inVyi(7)) 


e 


12. Cette approximation est valable dans le cas des rayon X, dont l’énergie va de 1 à 
100 keV. 
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soit, en intégrant par parties et en remarquant que €, -k = 0 


> de > Alès : ke) | - en 
] W li) = | — As) = Ss d reil e)? e r/ao 
( | li) ( 2 -) | ol rae a 


de > Aës- ke) 87/ao 
= | — Ao) == -=—— > 17.119 
( £) | ol Vraz (q? + l'a ( ) 


où nous avons défini q = k— ke : hg est le transfert d'impulsion entre le photon 
initial et l’électron final. Pour calculer l'intégrale dans (17.119), nous avons 
utilisé (16.6) 

8TÀ 


Rassemblant tous les facteurs dans (17.118), on obtient 


dreit? e = 


| => 


Es“ 


(17.120) 


Explicitons (17.120) en choisissant K parallèle à Oz et une polarisation linéaire 
é, parallèle à Ox; soit (Q = 8, 6) les angles polaires définissant ke 


(Ex - ke)? = sin? 0 cos? d 


Cette quantité est maximale lorsque €, et ke sont parallèles, soit 0 = 1/2 et 
@ = 0 ou x. Le dénominateur dans (17.120) varie lentement avec 0, car, dans 
les conditions cinématiques définies ci-dessus, on déduit de la conservation de 
l'énergie 


Les électrons sont donc éjectés de façon préférentielle dans un plan perpen- 
diculaire au vecteur d’onde incident et parallèlement au champ électrique de 
londe. Si l’onde incidente n’est pas polarisée, on doit ajouter de façon incohé- 
rente les contributions des polarisations suivant Ox et Oy et faire la moyenne 


iL x 1 
= [e he)? + (Ey: ka = 5 sin? 9 
ce qui donne toujours une émission préférentielle dans le plan perpendiculaire 
ak 
do _ 16ah kë sin? 0 16ah sin? 0 
dQ Inon pol mewaÿ [CE — ke)? E 1/a2]* En Me WAR ke E _ Ve oe ] 8 


(17.121) 


17. Champ électromagnétique quantifié 737 


Dans les conditions cinématiques choisies, on peut négliger 1/a? par rapport 
à q?, car 


h?k? e? Mee? 
£ >> Ro = — > (kea) - 
2Me = 240 ( ao) i h2 


ao = 1 


Une remarque importante est que nous avons pu traiter l’effet photoélectrique 
dans un cadre semi-classique, sans introduire le concept de photon, contraire- 
ment à une idée largement répandue selon laquelle ce concept est nécessaire 
pour expliquer l'effet de seuil (§ 1.3.2). Dans l’approche semi-classique, l'effet 
de seuil est dû à la condition de résonance : l’effet photoélectrique n’est appré- 
ciable que si l’onde lumineuse est en résonance entre le niveau fondamental Eo 
et un niveau Ec du spectre continu : Ec — Eo = hw. L'effet photoélectrique 
s’explique sans photon, mais pas sans į! 


17.3.4 Champ électromagnétique quantifié : 
émission spontanée 


Nous avons souvent fait appel à la notion de photon pour l'interprétation 
intuitive des résultats de la théorie semi-classique, bien qu’a strictement parler 
ce concept soit étranger à cette théorie. A moins d’utiliser un argument dé- 
tourné!’ comme celui du § 5.4.1, on ne peut pas calculer la probabilité d’émis- 
sion spontanée par un atome dans un état excité, car il n’y a pas de champ 
électromagnétique classique préexistant et le terme d’interaction « A- Pest 
nul. Il est nécessaire de faire appel au concept de champ électromagnétique 
quantifié développé dans la section 17.1, car les opérateurs d’annihilation az, 
et de création al. sont susceptibles de changer le nombre de photons. De façon 
plus précise, si nz, est le nombre de photons dans le mode de vecteur d’onde k 
et de polarisation s, nous allons nous intéresser aux transitions avec émission 
d’un photon : nz, — ng, +1 ou avec absorption d’un photon : ng, > nz, —1, 
l’émission spontanée dans le mode (k, s) correspondant au cas ng, = 0. Rap- 
pelons le développement du champ électromagnétique quantifié (17.48) à t = 0 


dans un volume L’ = y 


+ 


3 hi Sse | 
A(r) = Eo D> g (aaber se aLe (È) er) 


p a= 


l 


13. Cet argument utilise la distribution de Planck, qui contient implicitement le concept 
de photon : en effet, la probabilité d’occupation d’un mode du champ électromagnétique est 
donnée par la théorie quantique de l’oscillateur harmonique. Il n’est donc pas surprenant 
que l’on puisse en déduire l’émission spontanée. 
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Le couplage entre le champ électromagnétique!* et l’atome est, au premier 
ordre en A 


Wen? (17.122) 


Me 


Ce couplage indépendant du temps A - P fait intervenir les termes 


ag, e FT (é(k) - P) (17.123) 
et | 7 ae 
al e FT (a%(k) - P) (17.124) 


Le terme (17.123) détruit un photon et le terme (17.124) crée un photon dans 
le mode (k,s). Soit |i, ng,), un état initial où à décrit l’état de l’atome et 


|f,ng, +1), un état final. Les éléments de matrice non nuls de a, et al sont 
donnés par (10.16) et (10.17) 


(ng, + 1al Ing.) = yng +1 
(nz, — Ilag Ingo) = NE, (17.125) 
Nous allons examiner l’émission spontanée correspondant au cas nz, = 0 et 
nous reviendrons brièvement sur l'absorption et l’émission induites en fin de 
sous-section. La quantité physique intéressante est la probabilité par unité 
de temps pour que l'atome émette un photon de vecteur d’onde ~ k et de 
polarisation s dans un angle solide dQ, Q = (9,6), autour!’ de k. Pour obtenir 
cette probabilité, nous avons besoin de la densité d’états du photon 
y y 
D(w) = — dk = — w? dw dO 17.126 
() (27)? (277)3c3 ( ) 
avec wk — w. La probabilité de transition par unité de temps est donnée par 
la règle d'or de Fermi (8.152) avec un photon final (k, s) d'énergie hw 


s? 27 | y 
dr$; (k, s) = = Kf, ng, = 1]Wli,nz, = PSG (Ei Es) ) as w? dw dQ 
(17.127) 


14. On doit prendre le champ électromagnétique (17.33) à t = 0, c’est-à-dire dans le 
point de vue de Schrödinger As = Ax(t = 0) = A, car nous utilisons le point de vue 
de Schrödinger dans les calculs perturbatifs et les opérateurs A et P doivent être pris 
dans ce point de vue. Dans les § 17.3.1 4 17.3.3, la dépendance par rapport au temps du 
champ classique est fixée par une source externe, celle qui produit l’onde électromagnétique 
incidente, alors que le champ quantifié est indépendant de toute source extérieure. 

15. En toute rigueur, on doit préciser que l’on se place dans le référentiel où l’atome 
initial est au repos. La conservation de l’énergie implique dans ce référentiel 


hk? 
2Mat 


Le deuxième terme est l’énergie de recul, qui a été discutée au § 15.3.3. En général, cette 
énergie de recul est négligeable : tout se passe comme si l’atome était infiniment lourd, 
Mat = 0; 


Ei — Ey = hw + 
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l'élément de matrice (f, ng, = 1|W|i, ng, = 0) étant donné par (contrairement 
au § 17.3.3, nous avons maintenant E; > Ey et hwo = F; — Ep) 


(f ng, = 1|Wli, ng, = 0) = (fing, = 1A- Pling, = 0) 


-4 
Me 


q | À 
= — 5 T = 1 
Me 2EoVw (f, "Rs | 


x al elf? (a(k) - P) ling, = 0) 


~ gun) UE A) (17.128) 


Nous avons utilisé l’approximation dipolaire exp(ik -7) ~ 1 et exprimé lélé- 
ment de matrice de P à l’aide de (17.112). 

Pour obtenir la probabilité d'émission d’un photon dans l’angle solide dQ, 
il faut intégrer (17.127) sur w; la fonction 6 fixe l’énergie du photon à 


ħw = F; — Ez = hwo 
ce qui donne, en utilisant (17.128) et en définissant Ry; = (f|R|i) 


dr}; 7 awe 


5 B o2 
dQ  2rc2 aN Rp 


(17.129) 


> 


Une expression équivalente utilise le moment dipolaire D = qeR 


drs, 1 w3 PNS, 
fi 0 =% 2 
= — k)- Dfi 17.130 
dQ (=) (5) EX Le | ( 
Pour obtenir la probabilité totale de transition I’, qui est l’inverse de la vie 


moyenne 7 de l’état excité : 7 = 1/T, il faut intégrer sur Q et sommer sur les 
deux états de polarisation 


1 dr'}; 
T=-= > do dû (17.131) 


Partons de cette équation et revenons brièvement sur le calcul conduisant à 
l’équation (5.78) en récrivant (17.130) sous la forme 


dr 1 we 


eS De 
dQ  4xephc 2rc? FRERE 


Supposons comme dans le § 5.4.1 que le dipôle ne puisse osciller que dans la 
direction 2, Dfi = dê, et choisissons &, réel. La somme sur les polarisations 
donne 
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et l'intégration sur les angles 


fæ sin? 6 = © 


p-s (Ë 
3c \Areohc 


Revenons maintenant au cas général : afin de calculer l’élément de matrice sous 
la forme (17.129) par exemple, nous allons nous placer dans une représentation 
où R est diagonal!’ 


On en déduit (5.78) 


Rj = Ja pil) roil) (17.132) 


et nous allons séparer la partie radiale dépendant de r et la partie angulaire 
dépendant de # dans l'intégrale (17.132) en écrivant 7 = rf. Afin de trai- 
ter un cas concret, nous prenons comme exemple la transition 2p — 1s de 
l’atome d’hydrogéne!”. La fonction d’onde initiale s’écrit en fonction de sa 
partie radiale (9.96) et de sa partie angulaire qui est l’harmonique sphérique 
YP (°) 


m 1 r ae 
eh) = Taare (Eve (17.133) 


tandis que la fonction d’onde finale est donnée par (15.31). Il est commode 


d'introduire les composantes sphériques (9.64) des vecteurs &(k) et F et de 
remarquer!’ que le produit scalaire €* - f vaut 


x 
D or oe eae VE a 
e7 -f= (s f) = ( J ar) = J Csqrg 


q=2+1,0 q=+1,0 


D’autre part, le projecteur (17.30) orthogonal à k s'écrit en coordonnées 
sphériques 


2 
S > eaq (kota (E) = bag — aki 
s=1 

ce qui donne pour la partie angulaire 


[EEA Gr = SG au -aky ALAS HYG Fe LA) 


qq’ 


16. Afin de simplifier les formules, nous ne tenons pas compte du spin, dont on montre 
facilement qu’il ne joue aucun rôle. 

17. Dans le cas général d’un état initial i de moment angulaire (j;,m;) et d’un état final 
f de moment angulaire (jf, my), on utilisera le théorème de Wigner-Eckart pour exprimer 


l’élément de matrice des composantes sphériques Dg de D sous la forme (17.117). 
18. Le produit scalaire de deux vecteurs & et b est donné en fonction de leurs coodonnées 


sphériques par 
a-b= 5 agba = 5 (—1)1 a_qbq 
q=+1,0 =+1,0 
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L'élément de matrice (f|f |i) se calcule aisément en remarquant que, d’après 
(9.64), f4 est proportionnel à l’harmonique sphérique Y} (f); si le nombre 
quantique magnétique de l’état initial est m 


aim JE fate eer vm @ = Es, 


en utilisant les relations d’orthogonalité (9.55) des harmoniques sphériques, 
d’où 


Er wal? 40 A 
| er aro TES 
Le facteur (1 — |km|?) vaut (1 — 4sin?@) pour m = +1 et (1 — cos? 4) pour 


m = 0, ce qui donne la distribution angulaire du photon émis si l’état initial a 
une valeur de m bien déterminée. Si l’état initial est non polarisé, on vérifie que 
la distribution angulaire est bien sûr isotrope, puisqu'il n’y a pas de direction 
privilégiée 

1 1 2 

= |2(1——sin?@) + (1 -— cos? 0)| = = 

5 2 (1- game) +0 costa] = 5 

Pour obtenir la probabilité totale de transition (17.131), on intègre sur Q et 
le résultat est le même dans les trois cas m = +1,0 


fæ (1- sante) = fana- co) = © 


La partie angulaire donne donc en tout un facteur 327?/9. La partie radiale 
de l'élément de matrice vaut d’après (15.31) et (17.133) 


| 1 S 4 3r 4! (2\° 
[eer d — ee — — — 
Url) = ae [rere (-2) = G) « 


La combinaison des résultats précédents donne la probabilité de transition 
T(2p > 1s) 


(17.134) 


et compte tenu de 


3 Ro 3 a?m.c? h? h 
=- = et de ao = —; = 


FT D à h Mee? ame 


on peut mettre le résultat sous la forme finale, en rappelant (cf. § 1.5.3) que 
h/(mac)= 1.29 x 107? s 


eeN (a 1 
T(2p > 15) = of (= ) (5) ~ 6.2 x 10857! T=—=~16x 1078s 
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Revenons sur l’aspect qualitatif de ces résultats. Partant de (17.116) ou de 
(17.129) avec |€3-Ry;| ~ a, où a est une dimension caractéristique de l’atome 
(a ~ 1071 m), nous obtenons l'estimation de la largeur de raie 


3 


2 2 
aw awo mec 
re Sha? =a(=) wo ~ wo ~ a? | —— 
C Ë h 


En effet, la vitesse v de l’électron sur son orbite!® est v ~ ac . La fréquence 
caractéristique wo est donnée par hwy ~ 1eV, soit wo ~ 1.5 x 10! rad.s~", et 
la vie moyenne 7 de l’état excité est estimée à 


1 
==> ~2x 107° 
T T x S 


La vie moyenne d’états excités se désexcitant par transition dipolaire élec- 
trique est effectivement comprise entre ~ 1077 et ~ 107°s. Il est instructif 
d’examiner également le cas d’un niveau excité d’un noyau se désintégrant 
par émission d’un photon y. L’énergie typique d’un tel photon est ~ 1 MeV, 
ce qui correspond à une longueur d’onde À ~ 1071? m. Comme les dimensions 
du noyau sont de l’ordre du fermi (ou femtométre), R ~ 10715 m, le rapport 
R/X < 1 et l’approximation dipolaire électrique est a priori justifiée. Pour 
estimer la vie moyenne, il faut multiplier le résultat de physique atomique 
par un facteur 10718 pour tenir compte du changement d’échelle d’énergie : 
1 eV— 1 MeV, et par un facteur 10'° pour tenir compte du changement de 
dimension : a — R, soit en tout un facteur 1078. L’estimation pour la vie 
moyenne de l’état excité d’un noyau est donc 


Tnoyau ~ 10 * Tatome ™ 107$ 
Un exemple est la désintégration d’un état excité de isotope 13 de l’azote 
I3N* —> EN + y (2.38 MeV) 


dont la vie moyenne est de 10715 s, en accord qualitatif avec notre estimation. 
Revenons brièvement pour conclure à l'émission et l'absorption stimulées. 
Si l’on prend en compte les facteurs (17.125)— (17.126) pour l'absorption et 
lémission stimulées, il n’y a aucune modification à la probabilité d’absorp- 
tion (17.114). En revanche, si l’atome se trouve dans une cavité de volume 
V contenant Mz, photons dans le mode (k, s), la probabilité semi-classique 
d'émission est proportionnelle à la densité nz, = Mg,/V de photons, alors 
que l’utilisation du champ quantifié donne un facteur (Ng, + 1)/V. La cor- 
rection est en général négligeable, sauf dans le cas des cavités micro-ondes 
supraconductrices où le nombre de photons est petit (§ 17.2.3). 


19. Les facteurs supposés “voisins de l'unité” de ce type d’estimation ne le sont pas tou- 
jours : estimation ci-dessus diffère de la valeur exacte (17.135) par un facteur (8/3)(4/9)* ~ 
1/10! 
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17.3.5 Décohérence par émission de photons 


L'émission spontanée de photons par un atome (ou une molécule, un noyau 
atomique...) est un processus dissipatif (irréversible) 


> 


atome (i) — atome (f) + photon (k, €s) 


Ce processus s’étudie grâce à la méthode de Wigner-Weisskopf (annexe B), 
qui montre que le vecteur d’état |W(t)) est donné pour des temps longs par 


= Daf ae, 6) iii TR 
RE, 

Dans cette équation, T7! est la vie moyenne de l’état excité, Er = hkg /2M 
l'énergie de recul, k le vecteur d'onde du photon émis, w = ck, hwo = E; — 
Ey et Es sa polarisation; typiquement [~' ~ 1078s. L'état final du photon 
est Ik, és) : son impulsion est hk. L'état interne |f) de l’atome possède, par 
conservation de l'impulsion, une impulsion —hk si l’état initial |i) est au repos. 
Pour aller plus loin, il est utile de faire des approximations qui simplifient les 
expressions sans affecter qualitativement la physique : 


1. Wy; est indépendant de k et €, Wr =W; 
3. Wo = wo — ER; ceci tient compte du recul de l’atome. 


L’opérateur statistique de l’atome est obtenu en prenant la trace sur les va- 
riables du photon 


par = Trel VAVO = SOR E VO) (VOIR) (17.137) 


k’,é, 

WI? /R? à 

= 2 Geo + Taal — MC 
= )|? | — Ak) (—ħk| (17.138) 


On déduit de (17.138) les cohérences de pat 


(F |pat|?") =e Peter (17.139) 


Compte tenu de l’intégrale angulaire 


T > >! i k 
fam eo (FF) 2 4 nko (17.140) 
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avec R = |r — r'|, nous obtenons le résultat final sous la forme 


in koR TR 
A es (£) (17.141) 


La portée des cohérences reon est donc limitée par la longueur d’onde du 
photon émis, reoh S Ao ~ 1/ko. 

Supposons que l’atome soit initialement dans un état de superposition de 
deux paquets d’ondes de largeur o dont les centres sont distants de a > ø : 
voir (12.129). Les cohérences sont détruites pour a X Xo. Ceci a été vérifié dans 
des expériences d’interférences avec des molécules lourdes genre fullérène (Ceo 
de poids moléculaire ~ 10°) : figure 17.5. Ces molécules possèdent un nombre 
de degrés de liberté très élevé (200 niveaux de vibration) qui interagissent 
avec lenvironnement. L’interfrange 7 est donné par 

. AaBD h 
1 = — AaB = — 
deff mu 
où Agp est la longueur d’onde de de Broglie, qui est très petite par rapport 
aux dimensions moléculaires, et aeg la distance effective entre les fentes?°. 
Les dimensions moléculaires sont en effet ~ 1 nm, Aag = 0.0025 nm, alors que 
aef = l um. 


2 Waves of molecules 


Fic. 17.5 — Molécules utilisées dans les expériences d’interférences : (a) C7o, 
(b) CasHg0Na, (c) CooF4s. D’après Arndt et. al. [2005], reproduit avec l’aimable 
autorisation d’A. Zeilinger. 


Deux phénomènes sont principalement à l’origine de la décohérence, qui 
se traduit par le brouillage des interférences (figure 17.6). 
1. L’émission de photons par des états excités : la longueur d’onde À des 


photons émis sur le trajet de la molécule entre la source et le détecteur 
decroit quand la température T des molécules croît, car on excite des 


20. En effet, l’expérience n'utilise pas directement des fentes d’Young, mais un interfé- 
rométre de Talbot-Lau. 
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3 Disappearing fringes 
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Fic. 17.6 — Brouillage des interférences en raison de la décohérence. Figure du 


haut : influence de la pression. Figure du bas : influence de la température. D’après 
Arndt et. al. [2005], reproduit avec l’aimable autorisation d’A. Zeilinger. 


niveaux de plus en plus élevés. Trois photons sont émis en moyenne par 
molécule à 2500 K et conduisent au brouillage des interférences, parce 
que l’on dispose alors d’une information sur le chemin suivi. L’émis- 
sion d’un photon tel que À < a permet en principe de déterminer la 
trajectoire, et l'information est codée dans l’environnement, même si 
on ne peut pas l’observer en pratique. Quantitativement, la fonction de 
décohérence 7(7 — 7’) est donnée par 


p= r") =n- r'r- 7") 
1 o0 Zoop 
nr) = | dA Ey sinc (et) (17.142) 
0 


Etot À 


avec sinc x = sin x/x et Ey est le taux d'émission à À. 
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2. Les collisions avec le gaz résiduel, qui seront étudiées dans la section 18.3. 


La frontiére classique/quantique n’est pas fixée par la taille des objets, 
mais par le type d’interaction avec l’environnement. Une molécule lourde peut 
se comporter comme un objet quantique (interférences), ou comme un objet 
classique (pas d’interférences) selon son environnement. Les “gros” objets ap- 
paraissent classiques parce qu’il est d’autant plus difficile de les isoler de leur 
environnement qu'ils sont gros, et la décohérence est due à l'information codée 
dans l’environnement. 


17.4 Corrélations de photons 


17.4.1 Détection de photons et fonctions de corrélation 


Nous avons vu que le concept de photon n’était pas indispensable pour 
rendre compte de l’effet photoélectrique habituel. On peut se demander s’il 
existe des situations où ce concept est nécessaire pour rendre compte en géné- 
ral de la détection du rayonnement électromagnétique. Avant de donner une 
réponse positive 4 cette question dans le § 17.4.2, nous allons d’abord exa- 
miner le mécanisme de détection du rayonnement électromagnétique. Réduit 
à sa plus simple expression, un photodétecteur consiste en un atome qui est 
ionisé par effet photoélectrique. Le signal est ensuite amplifié et se traduit 
en fin de compte par un clic du détecteur, mais nous ne nous attarderons 
pas sur le détail du mécanisme d’amplification. Nous allons écrire un modèle 
de l'effet photoélectrique, en nous donnant un hamiltonien H composé d’un 
hamiltonien libre Ho, somme du hamiltonien atomique et de celui du champ 
électromagnétique quantifié (17.48), et de l’interaction W que nous écrirons 
à l’approximation dipolaire comme le produit scalaire de l’opérateur moment 
dipolaire D de l’atome et du champ électrique quantifié E 


=> 


W = -D.E(r,t= 0) (17.143) 


où 7 est la position de l’atome : nous supposons que la longueur d’onde du 
photon est grande par rapport aux dimensions atomiques, de façon à pouvoir 
utiliser l’approximation dipolaire. Il est commode de se placer dans le point 
de vue de l'interaction, où le champ électrique E(r, t) est donné par (17.49), 
puisque dans notre cas les points de vue de l’interaction et de Heisenberg 
coincident. Afin de simplifier les notations, nous allons considérer une seule 
direction de polarisation, ce qui nous permet de remplacer les opérateurs 
vectoriels D et E par des scalaires D et E. Le champ électrique devient?! 


E(F,t) =X Er az rent) 4 gh eR Foe) | L EC (t)+E) (t) (17.144) 
i 


21. La légère différence par rapport à (17.48) est absorbée dans une redéfinition de la 
phase des états atomiques. 
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avec Ek = \/hw,/2eoV. Les termes E (t) et ET) (t), (EM (4) = ES (t)), 
proportionnels respectivement à apexp(—iwrt) et à al exp(+iwgt), sont 
appelés composantes de fréquence positive et de fréquence négative?? de E. 
Nous appelons |a) et |b) les deux niveaux atomiques? d’énergie Ea et Ep, où 
la) est un état lié et |b) un état du continuum, wpa = (Ey — Ea)/h et Dealt) 
V’élément de matrice du dipôle donné dans le point de vue de l’interaction par 


Dyalt) = (b|D(t)|a) = et Dra (17.145) 


Au premier ordre de la théorie des perturbations, le vecteur d’état 
atome+champ est donné par (|Y (t = 0)) = |W(t = 0))) 


L10) = |W(t = 0)) + of dt! W(t’) | U(t = 0)) (17.146) 
1n Jo 


Nous supposons que l’état de l’atome et celui du champ ne sont pas corrélés 
at=0 

[U(t = 0)) = ja @ yi) (17.147) 
où |¢;) est l’état du champ électromagnétique. Soit |b @ Wy), un état final 


possible, orthogonal à |Y (t = 0)). Au premier ordre, l'amplitude de transition 
vers cet état est d’aprés (17.146) 


t 
(b@ yst) = af dt! ea" Dya lipp ECF, lti) (17.148) 


En utilisant le même raisonnement que dans le § 17.2.3, nous observons que 
l'approximation séculaire conduit à conserver uniquement la partie à fré- 
quences positives de E, ce qui permet de récrire (17.148) 


~ 1. fe si 
avs) =F f are DIE) (07149) 
0 


Le module carré de amplitude de transition (17.149) donne la probabilité 
pour que l’atome soit au temps t dans l’état |b) et le champ dans l’état |). 
Toutefois, nous observons uniquement l’état de l’atome, pas celui du champ, et 
il nous faut sommer sur tous les états finaux possibles du champ. Pour ce faire, 
nous nous concentrons pour l'instant sur la partie de l’amplitude de transition 


22. Cette terminologie a l’origine suivante : un état d’énergie E évolue comme 
exp(—iEt/h) = exp(—iwt). En fait, ce signe moins est une convention, mais il est choisi 
une fois pour toutes. 

23. Nous utilisons a et b plutôt que i et f, car cette notation sera réservée aux états du 
champ. La notation (a,b) sera reconduite dans la section suivante. 
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(17.148) qui dépend du champ en calculant la quantité intermédiaire X (t) 
t 
x= fae wer 
f 0 
t 
= > de! dt” (pil EF, the (EM (F, 1°) Hi) 
7 70 


t 
= fae at” (EO HEME Lvs) (17.150) 

0 
où nous avons utilisé la relation de fermeture 7; |Y) (| = I dans l’espace 


des états du champ. L’état initial du champ n’est pas en général un état pur, 
mais un mélange décrit par un opérateur statistique p 


p =X pilti) il (17.151) 
et dans ces conditions 
t 

X(t) = it dt! dt” Tr Le EDR EN (7, r)] (17.152) 
0 


Cette formule nous conduit à définir la fonction de corrélation du premier 


ordre GO) 


Tr Le ED) Ft”) EO (F, 2] = (ES) (F, PE (r,t) Y 


(17.153) 
La valeur moyenne dans (17.153) s’annule pour l’état du vide, p = |0)(0|, 
et plus généralement, elle ne contient aucune contribution des fluctuations 
de point zéro. L’équation (17.152) conclut le traitement de la partie de la 
probabilité de transition qui dépend du champ. Pour traiter la partie atome, 
nous définissons la transformée de Fourier s(w) de la sensibilité du détecteur 


s(t) 
s(w) = 2r Y` £l Dral? ów — w) = fas (17.154) 
b 


où & est la probabilité que le photoélectron soit finalement enregistré par le 
détecteur après amplification. En portant (17.152) et (17.154) dans l’expres- 
sion de la probabilité de transition p(t) nous obtenons 


t 
ptt) = | dt’ dt" s(t! — #’)G™ (F, t"; 7,0) (17.155) 
0 


Soit Aw la largeur de bande du rayonnement incident : la détection n’est pas 
localisée dans le temps, elle dure un temps ~ 1/Aw. Si la sensibilité s(w) est 
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indépendante de la fréquence, on a affaire à un “détecteur idéal”, pour lequel 
s(t’ — t”) = s9d(t’ — t”) ; on obtient alors une formule très simple pour le taux 
de détection par unité de temps w(t), 


w(t) = g = sol EC? (F, t) EO (F, t)) (17.156) 
Cette expression est valable si le temps de corrélation du champ est très grand 
par rapport au temps de corrélation du détecteur : dans (17.156), on néglige 
les corrélations temporelles du champ, car ET) et E+) sont pris au même 
temps t. 

L’expression (17.153) se généralise à la détection du rayonnement par N 
atomes placés en 7,--- ,Fy. Le taux de détection fait intervenir la valeur 
moyenne 


x EM (a%y)] 
= (E) (x) ED (ay )E (xl)... EH) (x) 
(17.157) 


où nous avons utilisé la notation quadri-dimensionnelle x = (r,t). Pour une 
complète généralité, nous avons choisi des arguments x! + x;. Par exemple la 
généralisation de (17.153) serait 


GOF”, t'r’, t) = (CED ENE (r, t')) 


17.4.2 Cohérences 


Dans le produit de champs utilisé pour définir (17.157), tous les opérateurs 
de création sont à gauche de tous les opérateurs d’annihilation : un tel ordre 
est appelé ordre normal, et est noté : e :. Par exemple l’ordre normal : E? : du 
produit E? est obtenu en omettant un commutateur 


rE? =: (EH + ED) = (ED) $ GO 42EO EO) (17.158) 


Nous allons maintenant donner l’interpétation physique et quelques proprié- 
tés des fonctions de corrélation, ainsi que quelques applications des fonctions 
de corrélation d’ordre un et deux. La fonction G)(7,t;7,t) n’est autre que 
Vintensité lumineuse Z(7,t) (à un facteur numérique près) au point 7 et au 
temps t 


TF, t) = (EO (r,t) EP RD) = GO (F, t; r,t) (17.159) 


En effet, si nous calculons la valeur moyenne de E? (17.158), nous remarquons 
que (E‘*))? se comporte en exp(+2iwt), et les valeurs moyennes temporelles de 
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ces deux termes sont nulles car le temps de réponse du détecteur est trés long 
par rapport a la période du rayonnement : seule subsiste la valeur moyenne 
de Et) EG) dans (17.158). 

Il est facile de montrer l’inégalité 


IG (21; 2)? < GO (x1; 21)G™ (£2; £2) (17.160) 
Considérons, en effet, la quantité 
A = ME (21) + AQE™ (x) 


On déduit immédiatement (17.160) de Vinégalité (ATA) > 0. L’inégalité 
(17.160) se généralise aisément à des fonctions de corrélation d’ordre plus 
élevé. 

Pour donner l’interpétation physique de G® (21; £2), examinons une expé- 
rience d’interférences du type fentes d’Young. Le champ sur l’écran au point 
d’espace-temps x = (r,t) est la superposition des champs issus des fentes (1) 
et(2) aux temps t; 

P-ñl_,_ ŝi 


po i=1,2 
C 


ti =t— 


où 7; est la position de la fente (i). Le champ E(P) (F, t) est donc 
E(P, t) = KIE (F1, t1) + K2E (F2, to) (17.161) 
où Kı et Kə sont des coefficients numériques, et l'intensité au point f est 
T(F,t) = |Ky|?Z(F., t1) + |Ko|?Z (Fo, t2) + 2Re [Ki K3 GO (ey; z2)| (17.162) 


Le dernier terme de (17.162) est manifestement un terme d’interférences, et 
il est contrôlé par la fonction de corrélation G“ (x1; 22). Si l’on utilise pour 
E un développement en ondes planes, la contribution d’une onde plane a 
G (x1; £2) est donnée par 


GO (x1; 22) = C iF) gon (és te) (of az) (17.163) 


La première exponentielle est indépendante de r et la seconde est à l’origine 
des interférences, si on la reporte dans (17.162). Dans le cas général, on voit 
d’après (17.162) que la visibilité des franges est contrôlée par la cohérence 
d’ordre un g®) 


GO (x1; 22) 


ee a ae (17.164) 
[GM (21321)GO) (£2; ze) 1/2 


g™ (z1; x2) = 


qui vérifie d’après (17.160) l'inégalité |g | < 1. Une analyse plus complète 
de cette expérience d’interférences est proposée dans l’exercice 17.5.8. 
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Les expériences d’interférences qui mesurent les corrélations du premier 
ordre ne peuvent pas distinguer les différents états du champ, par exemple 
un état à un photon et un état cohérent. Ce sont uniquement les corrélations 
d’ordre supérieur ou égal 4 deux qui permettent de faire la différence. Nous 
nous contenterons de la corrélation d’ordre deux, définie suivant (17.157) par 


GO) (x1, £2; 22,01) = (EO (21) EO (ag) EO (x2) EM (21) (17.165) 


où nous nous sommes limités au cas z; = x;. Jusqu’a la fin de cette sous- 
section, nous allons ignorer les corrélations spatiales du champ et supprimer 
Vargument r afin d’alléger les notations. De plus, nous nous limitons à des 
situations stationnaires : par exemple l'intensité est indépendante du temps, 
Z(t) = Z. Ecrivons donc la forme simplifiée de la corrélation d’ordre deux, 
avec tı = t, t2 =t—T 


GO (t,t-T;t— r,t) = (ED) E (t — rE (t — r) E(t)) (17.166) 


qui ne dépend en fait que de 7 en raison de la stationnarité, et définissons la 
cohérence d’ordre deux g®) (T) par 


GO t-r;t-r,t) =T? (1 + g(r) (17.167) 


Dans le cas d’un rayonnement classique, G®) (t,t — T; t — T, t) est une simple 
corrélation d’intensité 


GO (t,t —7;t—7,t) = (L(t) T(t —7)) (17.168) 


et on voit que g?) (T) n’est pas limité comme l'était g@ 


ce qui montre que 0 < g)(0) < oo. A contrario, toute expérience mesurant 
une valeur g°?)(0) < 0 mettrait en évidence le caractère quantique du rayon- 
nement détecté. Un autre cas intéressant est celui du rayonnement gaussien : 
lorsqu'une distribution de probabilité est gaussienne, les moments d’ordre 4 
s'expriment en fonction des moments d’ordre 2, et comme ((E(+)}?) = 0, on 
déduit 


GOGt-rit-7,t) = (EO HEM (NEO (t — r) EH (t - 7) 
HESE) EP (t — r) (EO (DEN (t — 7)) 
=P (1+|9()P) 


La cohérence d’ordre deux s’exprime en fonction de la cohérence d’ordre un. 
Un autre cas extrême est celui d’un état à photon, car alors G) = 0, soit 
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FIG. 17.7 — Mesure de la corrélation d’intensité. La lame séparatrice LS est équi- 
librée et les détecteurs Dı et D2 sont à égale distance de LS. Un retard 7 variable 
est introduit entre LS et D2, et le produit des intensités est effectué en C. 


g = —1, ce qui est hautement non classique! Enfin, pour un état cohérent, 
on a manifestement g?) = 0, car a?|z) = 2?|z). 

Le schéma d’une expérience permettant de mesurer une cohérence tem- 
porelle d’ordre deux est dessiné sur la figure 17.7. Cette expérience a été 
réalisée pour la première fois par Hanbury Brown et Twiss?+ (HBT), et a 
donné comme résultat g(2)(0) = 1. En fait, le rayonnement mesuré par HBT 
était un rayonnement thermique, et dans ce cas, il est facile de voir que 


(2) _ (aïaïaa) _ _ (n?) = {n) | _ 
g`“ (0) Gee ae ei 


Lorsque g?) (0) > 0, on dit que l’on a affaire à un groupement de photons. 
Le dégroupement de photons, g) (0) < 0 ne peut s'expliquer que par le 
caractère quantique du rayonnement. La quantité g? (0) reflète la distribution 
de probabilité du nombre de photons dans un mode : distribution de Bose- 
Einstein pour le rayonnement thermique (g(2)(0) = 1), de Poisson pour un 
état cohérent (g) (0) = 0), et plus étroite que Poisson pour un état non 
classique (g® (0) < 0). 


17.4.3 Expérience de Hanbury Brown et Twiss 


L’expérience HBT destinée à mesurer le diamètre angulaire des étoiles 
est schématisée sur la figure 17.8 : deux sources Sı et S2 vues depuis l’origine 
sous un angle 20 émettent des photons détectés en A et B par deux détecteurs 
distants de d. On définit les distances S4 A = SB = R, et S1 B = SoA = Rə. 


24. Cette expérience était à l’origine destinée à mesurer le diamètre angulaire des étoiles. 
25. En anglais : photon bunching et photon antibunching. 
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La corrélation d’intensité (I(A)I(B)) est déterminée en faisant le produit des 
signaux mesurés en A et B. Commençons par un raisonnement classique : 
comme 


Rə — Ry ~ kd0 (17.169) 


5 @ 7 


Fic. 17.8 — Schéma de l’expérience HBT destinée à mesurer le diamètre angulaire 
des étoiles. 


où 0 est défini sur la figure 17.7 et k est le module du vecteur d’onde des 
photons, le champ électrique au point B, Eg(1), dû à la source S; est relié à 
EA(1) par 

Eg(1) = Ea(1)e* = Ea(1)ei (17.170) 


tandis que pour la source S2 
Eg(2) = Ea(2)e = Ea(2)e (17.171) 

L’intensité moyenne en A est 
(I(A)) = (\Ea(1) + E4(2)?) = (hh +b +2VHB cosy) (17.172) 


où w est le déphasage entre E4(1) et E4(2). Ce déphasage est aléatoire et 
(cos Y) = 0 : en d’autres termes, il n’y a évidemment pas d’interférences du 
premier ordre si les sources Sı et S2 sont incohérentes. Il n’en est pas de même 
pour la corrélation d’intensité. Un calcul immédiat donne 


(I(A)I(B)) = {( + Y + 2(h + b)V hI [cosy + cos(Y — 26)] 
+ 41 Ip cos cos(Y — 26)) = (11 + I2)? + 21112 cos 26 


soit, si 1 = I = I /2 
(I(A)I(B)) = I? h + 5 cos 2 (17.173) 


Prenons un modèle unidimensionnel où l'étoile est représentée par une source 
étalée entre —@5 et +60 avec une intensité 1/209. On trouve en intégrant 
sur 0 


(17.174) 


(I(A)I(B)) = P h + nee) 


4kdOo 
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Un pic de largeur Aĝo = 1/(2kd@) se superpose à un fond constant, et la 
largeur du pic, mesurée en faisant varier la distance d entre les détecteurs, 
donne accès au diamètre angulaire de l'étoile. 
Dans une description quantique, cette expérience mesure la cohérence 
d'ordre deux 
gP (Fa, t, Fp, ti FB, t, Fa, t) 


Afin de déterminer cette fonction, utilisons le raisonnement simplifié suivant : 
soit a;, amplitude de probabilité pour que la source S; émette un photon. 
Les amplitudes de probabilité pour les quatre configurations possibles sont 


SA S:B : gere gi 
SAB a,c ee 
ASE : ajag e ra Sir 
S1B S2A : aga, e*P2 @ikR2 


Les chemins {61A S2B} et {91B SA} sont indiscernables et les photons sont 
des bosons : on doit ajouter les amplitudes. La corrélation (I(A)I(B)) sera 
donc de la forme 


(I(A)I(B)) œ ja? |? + |a3|? + Jara2|?(1 + cos ô) (17.175) 
Si nous revenons à g? et au formalisme opératoriel 


2,2 Tila cla a 2 Taal an 
la; |" — (aja; aiai) laia; > (ajaiaia;) 
et si nous supposons que les intensités des deux sources sont identiques, nous 
obtenons pour la corrélation d'intensité 


(I(A)I(B)) x (n°) — (n) + (n)?(1 + cos 26) (17.176) 


Lorsque Sı et S2 sont des sources thermiques, (n?) — (n) = 2(n)?, on retrouve 
g® (0) = 1. Lorsque ce sont des lasers 


(n?) — (n) = (n)? = g (0) = 0 


Lorsque Hanbury Brown et Twiss ont proposé leur méthode, l’objection sui- 
vante leur avait été faite : comme les émissions de photons par S4 et S2 sont 
séparées par un intervalle du genre espace et ne peuvent pas étre reliées de fa- 
con causale, comment peut-on espérer voir une corrélation ? En fait, le champ 
électrique juste avant les photodétecteurs est la superposition d’ondes émises 
par tous les atomes de l’étoile. Ce que mesurent les détecteurs, ce sont les 
propriétés statistiques du champ quantifié résultant de l’addition de toutes 
ces contributions. Les fluctuations du champ électromagnétique ont comme 
conséquence que les détections 4 deux instants ou en deux points voisins sont 
corrélées. 
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Une autre question intéressante est la suivante : l’effet HBT est-il relié à 
la statistique bosonique des photons ? La réponse est à la fois oui et non : la 
statistique ne suffit pas à expliquer la grande variété de g?) (0) observés, mais 
l'effet n’est pas non plus indépendant de la statistique. Avec deux fermions, 
nous aurions un signe (—) dans la combinaison des amplitudes {SA S2B} et 
{S:B S2A} et 

(I(A)I(B)) x (n)?(1 — cos 26) 


ce que l’on voit aisément en remplaçant les RCC des a; et des al par des RAC 
(14.48) des c; et des el. Cet effet a été observé expérimentalement par Kiesel 
et al. [2002] et Jeltes et al. [2007]. L'effet HBT appliqué aux mésons 7 émis 
dans une collision d’ions lourds peut être utilisé pour mesurer la taille des 
“boules de feu” résultant de la collision (voir par exemple Baym [1998]). 


17.5 Exercices 


17.5.1 Potentiels scalaire et vecteur en jauge 
de Coulomb 


On écrit formellement la relation (17.23) donnant le potentiel de Coulomb 


instantané 1 
V=-— (V Pen 


qui est la relation inverse de VV = —pem/£0. Utiliser la seconde équation de 
Maxwell (17.2) sous la forme 


2 a Ce if 
20x Gx i= IE UE 
0 


pour montrer que A vérifie 


où le “courant électromagnétique transverse” 7,7, vaut 
>T _> = 2-1/5, > 
Jom = Jem — V [V (V + Jem)] 


17.5.2 Dépendance temporelle du coefficient 
de Fourier classique 


On écrit la décomposition de Fourier du potentiel électromagnétique clas- 
sique 
Aa(r,t) = >. (Agel renin! + A. gots mae + c.c. 


k 
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où l’on a omis la dépendance vectorielle qui ne joue aucun rôle dans l’argu- 
ment ; c.c.= complexe conjugué. En utilisant 


eae 


montrer que l’on peut faire en sorte que exp(ik - F) soit toujours associé à 
exp(—iw;,t), comme dans (17.33). 


17.5.3 Relations de commutation du champ 
électromagnétique 


1. En se plaçant à t = 0, évaluer le commutateur (17.51) 
dk 
(27)? 


Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur à temps 
égaux 


[A; (F), —e0E;(7’)] = iñ / Q — ik) elk (FF) 


[Ani(7, t), —Ee0En, (F, t)] 


2. En déduire les relations de commutation entre Eq; et By;. 


17.5.4 Détection homodyne et lame séparatrice 
déséquilibrée 
1. On reprend l’interféromètre du § 1.4.5, en supposant qu’un seul photon 


dans le mode a arrive dans l’interférométre. Le mode b est le vide, et l’état 
initial est donc |1,0,). Montrer que l’état final est 


1 | i ; 
|7) = (—1 + et?) |1,0,) + (1 +e?) |0415) 
En déduire les taux de comptage Sa et Sp des détecteurs D, et D, et retrouver 
les résultats du § 1.4.5 


Sa x (Ulata|v) Sy x (UbTd|W) 


Répéter le raisonnement pour un état de Fock initial à n photons |n,0,), 
et montrer que le résultat pour n photons est le méme que pour n photons 
successifs. Que se passe-t-il si l’état initial est un état cohérent |z_0,) ? 

2. On utilise une détection homodyne avec un diviseur de faisceau dés- 
équilibré, l’oscillateur local étant dans un état |z}. Montrer que le taux de 
détection Sa du détecteur D, est 


Sa x (z|b'blz) sin? A+ Tr (psata) cos? A+iTr [ps|z)(z| (atb — ab')] sin À cos À 
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où ps est l’opérateur statistique du signal. Donner l'interprétation physique 
des trois termes. Montrer que le dernier terme est un terme de battement 
entre le signal et l’oscillateur local et qu’il peut s’écrire 


Som x 2/1 — t) |z|(Xpo4n/9)) 


avec z = |z| exp(i0). 


17.5.5 Oscillations de Rabi dans une cavité 


1. Dans le cadre du § 17.2.3 et de la figure 17.4, calculer la probabilité p(t) 
de trouver l'atome au temps t dans l’état excité hors résonance, et montrer 
que la fréquence des oscillations est maintenant (toujours dans le cas où il n’y 
a pas de photons dans la cavité) 


Q = 4/8 +93 


Montrer que pour un désaccord 6 tel que Nr < |d| < wo, l'atome reste 
pratiquement toujours dans son état excité : l'émission spontanée est inhibée 
par la présence de la cavité. Comment doit-on modifier les résultats si la cavité 
contient exactement n photons ? 

2. On suppose que la cavité contient un état cohérent du champ |z) et on 
revient au cas de la résonance : 6 = 0. Montrer que la probabilité p(t) est 


: 1 eo l2l” 2e |z|?” 


—— cos(Q,,t) Q, =NrVn+1 


Expérimentalement, la transformée de Fourier de p(t) exhibe des pics à des 
fréquences vo = 47 kHz, vı = 65 kHz et 2 = 81 kHz. En déduire le nombre 
moyen de photons no = |z|? de l’état cohérent sachant que le rapport de la 
hauteur des pics à vo et vı est ~ 0.9. 

3. Montrer que si ng > 1, alors il semble raisonnable de traiter n comme 
une variable continue et p(t) se met sous la forme 


P(E) ~ 5 = 5 COs(Qngt) 07/7 

Donner l'expression du temps de relaxation 7 des oscillations. En fait, il n’est 
pas correct de traiter n comme une variable continue : l’étude numérique 
de la somme discréte montre que les oscillations commencent par disparaitre 
pour t À T, mais qu’elles réapparaissent au bout d’un certain temps. C’est le 
phénomène de résurgence. Estimer le temps 7, au bout duquel les oscillations 
corrrespondant à no— y/no et No+./No sont déphasées de 7, et montrer que T ~ 
T1. Pourquoi les oscillations réapparaissent-elles après 27, pour redisparaitre 
ensuite ? 
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17.5.6 Effet Casimir 


En raison des fluctuations quantiques du champ électromagnétique, il 
existe une force attractive entre deux plaques conductrices paralléles distantes 
de L, méme si ces deux plaques sont disposées dans le vide et sont électri- 
quement neutres : c’est l'effet Casimir?®. On suppose que les dimensions des 
plaques sont très grandes par rapport à L. 

1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque 
par unité de surface est de la forme 


poate 
où A est un coefficient numérique. La surprise est que A Æ 0! 

2. Les deux plaques sont des rectangles parallèles au plan xOy distants 
de L, de côtés Lz et Ly, de surface S = Ly Ly avec Ly, Ly > L. On choisira 
des conditions périodiques suivant les axes Ox et Oy et on définira le vecteur 


d’onde k de xOy par 
p 27Nx WwWny 
A dag Ly 


OÙ Ng et ny sont des entiers relatifs, ng, ny € Z. Montrer que si les plaques 
sont des conducteurs parfaits, les valeurs possibles des fréquences des ondes 
stationnaires sont de la forme 


+k2 n=0,1,2,... 


On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du 
champ électrique s’annule à la surface du métal?’. Expliquer pourquoi pour 
n = 0, il n’existe qu’un seul mode de polarisation possible. 

3. Montrer que l’énergie de point zéro (17.46) est 


Eo(L) = l 2Y wn(h) 
n,k 


= TPE 


n, k Ok n2>1, k 


4. On doit tenir compte de ce que le conducteur n’est jamais parfait : 
Vapproximation du conducteur parfait est excellente à basse fréquence, mais 
à haute fréquence, tout conducteur réel devient transparent. On doit donc 
modifier l’énergie de point zéro en tenant compte d’un facteur de coupure 


26. Cet exercice est adapté d’une présentation de B. Duplantier, Séminaire H. Poincaré, 
mars 2002. 
27. Voir par exemple Jackson [2001], section 8.1. 
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x(w/we), x(0) = 1 et lim, x(u) = 0: x(u) est une fonction régulière, 
décroissant de la valeur un à u = 0 à la valeur zéro pour u — oo. En déduire 


Eo(L) = > / dk wn (R)x (22) 


Grace au facteur de coupure, cette énergie est finie. 
5. Calculer la pression exercée sur la plaque de droite 


Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression 
en sens contraire exercée par le vide à l’extérieur de l’espace entre les deux 
plaques. Calculer l’énergie correspondante et en déduire la pression 


The [© 
Poa = Te | dn g(n) 


La pression totale sur la plaque est Po = Pint — Pext. Utiliser la formule 
d’Euler-Mac Laurin 


Co 


Lum- fat) =- Gal + Fa" O + 


n=0 


pour montrer que le résultat à la limite où le facteur de coupure devient égal 
à un est 

mr? he 

240 LA 

Cette pression est attractive, et surtout elle est finie! En tenant compte soi- 
gneusement de tous les effets physiques, nous avons déduit d’une quantité 
a priori infinie, l’énergie de point zéro, une quantité finie et mesurable. 


Prot = — 


17.5.7 Observation non destructive de photons 


Le schéma de l’expérience illustré sur la figure 17.4 est semblable en partie 
à celui utilisé pour les horloges atomiques ($ 5.4.3). Toutefois, comme dans 
28. Une référence récente est Mohiden et Roy [1998]. La précision des mesures de l’effet 


Casimir est actuellement de l’ordre de 1 %, et les mesures confirment la validité de la formule 
théorique. 
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le cas des oscillations de Rabi du vide (§ 17.2.3), on dispose sur le parcours 
des atomes de rubidium, entre les cavités Rı et R2, une cavité C qui peut 
contenir des photons micro-ondes. La cavité est résonante pour une fréquence 
wo = 51.1 GHz et la vie moyenne d’un photon dans la cavité est de l’ordre de 
0.1 s. Les atomes sont préparés dans des états de Rydberg : exercice 15.4.4. 
1. Résultat préliminaire. On se propose de déterminer le déphasage accu- 
mulé par un atome dans l’état |g) ou |e) lorsque cet atome traverse la cavité C 
et que cette cavité contient exactement n photons. Représenter graphiquement 
les énergies E* des états propres (17.93) du hamiltonien de Jaynes-Cummings. 
On se place hors résonance, |6| > QR. Montrer que, dans ce cas, les énergies 


ET prennent la forme approchée 


h Q2 h 
ET ~œt- iS = h 1 
79 4 7 (n + 1)so 


avec Qn = NrVN +1 et so = 03,/(46). Si Pon compare maintenant les états 
atome+n photons |g ® n) (et non |g ® (n +1))!) et |e @ n), montrer que le 
déplacement d’énergie de ces deux états, dû à la présence de n photons quand 
l’atome traverse la cavité est, pour les états |g) et |e) 


Aen = —h(n + 1)80 Agn = hinso 


Montrer que hors résonance les vecteurs d’état |g Q n) et |e @ n), après le 
passage dans la cavité, sont déphasés de 


O(n) = a(n + 5) sot 


ot t est le temps de traversée de la cavité. En fait, le champ dans la cavité n’est 
pas uniforme, et t représente une durée effective. Les termes x n représentent 
le déplacement lumineux des niveaux d’énergie, proportionnel au nombre de 
photons, et les termes œx 1/2, le déplacement Lamb. On peut montrer que 
hors résonance les niveaux d’énergie suivent une trajectoire adiabatique lors 
du passage dans la cavité : un atome entré dans le niveau |g) (le)) en sort 
dans le niveau |g) ({e)). De plus, la probabilité d’émission ou d’absorption 
d’un photon par l’atome est négligeable. 

2. On examine maintenant le passage de l’atome dans les cavités, R et 
Rə où règne un champ de radiofréquences résonant pour la fréquence 
wo = (Ee — E,)/h. Dans ces cavités, on prend comme hamiltonien d’inter- 
action atome-champ de radiofréquences 


Hi(t) = = Shay ee ou il 


On introduit donc un déphasage d du champ de radiofréquences. Bien sûr, 
@ ne peut pas avoir de signification absolue (pourquoi ?), mais ce qui peut jouer 
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un rôle est le déphasage entre deux champs oscillants (question 5). Montrer 
que ce hamiltonien s’écrit dans le référentiel tournant 


à 1 
Hı = =z: [oz cos @ + dy sin | 


Montrer qu’à la résonance l’opérateur d’évolution dans le référentiel tournant 
exp(—ifit/h) correspond à une rotation d'angle —w;t autour d’un axe À du 
plan xOy 

ñ = (cos ¢, sin ¢, 0) 


3. On considére le dispositif expérimental de la figure 17.4. Le systéme 
à deux niveaux a pour états de base les deux états atomiques |g) = |+) et 
le) = |—), avec une différence d’énergie 


Ee — Eq = E_ — E, = hwo 


Les atomes sont produits par le four dans l’état |+). Les cavités R et Ro 
permettent d'effectuer des rotations de Rabi de 7/2 grâce à un champ de 
radiofréquences résonant, w = wo, interagissant avec l’atome. On fait le choix 
ġ = 0 pour la cavité Rı. Montrer qu’à la sortie de R1, l’atome est dans l’état 
de superposition linéaire 


1w(0)) = ail TE 


4. La cavité C contient soit zéro photon (n = 0), soit un photon (n = 1). 
Le passage de l’atome à travers la cavité induit un déphasage de l’état |—) 
calculé dans la question 1 


jeten 
On ajuste les paramètres de l'expérience (6/27 = 67 kHz, voir Gleyzes et 
al. [2007]) de telle sorte que 


O(n =1)—-(n=0)=r 


Montrer que si l’atome est détecté dans l’état |—) (|+)) après passage dans 
Rə, cela veut dire qu’il y avait n = 0 (n = 1) photon dans la cavité. Le 
photon n’étant pas absorbé par l'atome, l'expérience permet donc de détecter 
la présence d’un photon sans le détruire. 

5. L'état |x) du champ électromagnétique dans Č est maintenant une 
superposition linéaire d’états à n photons |n), par exemple un état cohérent 


bò =J alt) 3 esi 


On ajuste les paramètre de l'expérience (voir Guerlin et al. [2007]) de sorte 
que le déphasage de l’état |—) soit maintenant 


i= 5 era) 
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où q est un nombre entier (q = 1 dans la question précédente). Donner sur 
la sphère de Poincaré-Bloch l'interprétation géométrique du vecteur d'état 
fp(n)) de l'atome qui serait obtenu après passage dans C si celle-ci contenait 
exactement n photons 


Mn) = gH) +ie/ 1) 
La cavité Rg est maintenant déphasée de @ par rapport à R1 (voir la ques- 
tion 2). Quelle est la probabilité de détecter l’atome dans l’état |+) après le 
passage dans Rə ? 

6. Il sera commode de récrire les résultats de la question 5 en utilisant la 
notation |+) — |0), |—) — |1), soit |+} — |j), avec j = 0 ou j = 1. Montrer 
que l’amplitude de probabilité a(j, ) pour détecter l’atome dans l’état j sous 
la condition que la cavité contienne exactement n photons peut se mettre sous 
la forme 


alj, $) = (j, élb(n)) 


|j, d) = exp (-Tie. cos + dy sin él) 


On note p(j, |n) la probabilité conditionnelle de détecter l’atome dans l’état 
j = 0(|+)) ou dans l’état 7 = 1 (|—)), sous la condition que la cavité contienne 
n photons. Montrer que les résultats de la question 5 peuvent s’écrire 


plom) = 5 f1- cos (Z -6+ 3r) | 


Le vecteur d’état du champ étant |X} = >>, cn), la probabilité d’observer n 
photons est donnée par pg(n) = |cn|?. Montrer que la probabilité de trouver 
n photons conditionnée par la détection de la valeur j et la donnée de 6 vaut 


nr p(s, 6) = D> pCi, dln)po(n) 


7. Après le passage dans C’, mais avant le passage dans Rp et la détection 
de l’atome, le système atome+champ est dans l’état intriqué 


D_cnlp(n)) 8 In) 


p(n|, p) = 


Montrer qu'après détection de l’atome dans l’état |j,¢), le vecteur d’état 
atome+champ devient 


1 . 


Suggestion : voir l’exercice 4.4.9. Comment la distribution de probabilité des 
photons est-elle modifiée par la mesure de l’état de l’atome ? 


® |j, p) 
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17.5.8 Cohérences et interférences 


Nous allons analyser l’expérience des trous d’Young en supposant que les 
fentes sont suffisamment étroites pour que nous puissions négliger la largeur 
finie des pics de diffraction : chaque trou émet une onde sphérique. Soit a, 
Vopérateur d’annihilation correspondant au mode incident. Les trous d’ Young 
se comportent comme une lame séparatrice et on peut écrire (cf. § 17.2.2) 


a = —=(a1 + a2 
(a + a2) 
où a; est l’opérateur d’annihilation correspondant au mode radial du champ 
émis par le trou 7. Nous avons pour le champ au point 7° 
+) (> iksı iks2] ,—iwt r= ril 
EU (7, t) = f(r) [ae + age’**?] e sen 
Comme dans le cas de la lame semi-transparente, la cohérence du formalisme 
impose d’introduire un mode b 
1 
b = (a1 — a2 
(a — a2) 
bien que ce mode reste constamment dans l’état du vide. 
1. On suppose que le mode a contient un seul photon : l’état initial est 
donc |1,,0,). Montrer que 


1 
v2 


où |10) correspond à 1 photon (resp. 0 photon) dans le mode ay, (resp. a2) 
et |01) à 1 photon (resp. 0 photon) dans le mode az (resp. a1). Montrer que 
Vintensité est 


|140) = = (110) + |01)) 


1 1 
Ix 3 (10laia1|10) + 5 (01a}a2]01) + (10a) a2|01) cos D 


avec ® = k(s1 — 52) + este. 

2. Généraliser ce résultat à un état initial à n photons |n_0,) et à un état 
cohérent |z405). 

3. Supposons que les modes a, et az sont indépendants et sont engendrés 
par deux lasers différents. Peut-on observer des interférences ? 


17.5.9 Forces réactives 


1. On reprend le hamiltonien de Jaynes-Cummings du § 17.2.3 pour un 
atome à deux niveaux |g) et |e) plongé dans le champ électrique quantifié 


d’une cavité 
hw 
(a+a')sinkz Vay 
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La fréquence Qı définie par 
dE 
Q(2) = 2 + sin kz 


est une fonction de z. Si l’on se restreint au sous-espace H) sous tendu par 
les vecteurs |2) et |f) (17.78), les vecteurs propres sont donnés par (17.93) 


lvin(z)) = —sin0,(2)|g Q (n + 1)) + cos 8n (z)le @ n) 
IX2n(2)) = cos 8n (2)1g @ (n + 1)) + sin 0n (z)le S n) 


Calculer la force sur un atome au repos en z lorsque cet atome est dans l’état 
IXin) ou dans l’état |X2n). 

2. On supposera par la suite que le champ dans la cavité est celui d’un 
laser dans un état cohérent, avec un nombre moyen de photons (n) > 1, de 
telle sorte que An < (n). On peut alors écrire une expression classique de ce 
champ 

Ex(t, z) = Eo coswt sin kz 


En utilisant (17.56), montrer que 


AQ, (2) Vin) = hw (z) wi1(2) = “ sinkz 


où w1(z) est la fréquence de Rabi usuelle (cf. par exemple (15.36)). Dans la 
discussion précédente, on n’a pas pris en compte l’émission spontanée, qui a 
pour effet de dépeupler le mode laser au profit du mode du vide. Les taux de 
transition entre les états à n + 1 et à n photons sont donnés par 


Dig (z) =P (xen (z)lb + b [Xin (2)? 


avec (i, j) = 1,2. Calculer l';;(z) en fonction des angles 0,,41(z) et @n(z). On 
supposera dans toute la suite de l’exercice que le laser est intense, n >> 1 et 


Qin © Q4 (ny (2) = 4/02 +w? (z). 


3. On définit les populations p;(z) de la manière suivante 
pi(z) = D (xin (z)lalxin(z)) 


où p est l’opérateur statistique de l’atome habillé par le champ. En déduire 
que si 24(,) > I, les populations obéissent aux équations pilotes 


Py(z) = -r21 (2)p1 (2) + li2(z)po(z) 
Po(z) = P21 (2)p1 (z) — li2(z)po(2) 


Quelles sont les valeurs stationnaires des populations pẹ! en fonction de z? 
Montrer qu’un atome au repos subit une force 
1, Ow?(z) 1 


F(z) = I nh De JAA (pi (2) — p3 (2)) 


Reporter dans ce résultat les valeurs de p$t et pS’ et comparer à (15.60). 
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17.5.10 Capture radiative de neutrons par l’hydrogène 


NB. Il est utile de relire les § 13.2.3 et 13.2.4. Dans un réacteur nucléaire 
à eau bouillante ou à eau pressurisée, une fraction des neutrons est absorbée 
par l'hydrogène de l’eau suivant la réaction 


n+p>D+y 


n = neutron, p = proton, D = deutéron, y = photon. Cette réaction, dite 
de capture radiative, a l'inconvénient de diminuer le nombre des neutrons 
disponibles pour la fission. Le deutéron est un état lié neutron-proton, de 
moment angulaire total J = 1 et dont l'énergie de liaison est B = 2.23 MeV. 
Le deutéron est un mélange d’états 3S4 et 3D1, mais on tiendra compte pour 
simplifier uniquement de l’état 3S4. Le but du problème est de calculer la 
section efficace de capture radiative. Dans les applications numériques, il sera 
commode d’utiliser un système d’unités où A = c = 1. Dans ce système, 
masse, impulsion et énergie ont les dimensions de l’inverse d’une longueur, et 
le facteur de conversion est 


1 (fm)~! ~ 200 MeV 


1. Les neutrons dans un réacteur sont de très basse énergie (< 1 MeV), 
et on peut alors représenter à une bonne approximation le potentiel n-p dans 
londe S par une fonction 6(7) [voir (13.44)]. La fonction d’onde de l’état 
lié est donnée par (13.45), avec a — a, © 5.40 fm. Calculer la constante de 
normalisation C et «~+ en fm. On notera que k~! fixe l'échelle de longueur 
du problème. 

Les états de diffusion qui vont nous intéresser sont les états 15o, où la 
longueur de diffusion est as, as ~ —23.7 fm. Il est commode de fixer la nor- 
malisation en écrivant 


sin[pr + ô(p 
wr) = Salen + 80) 
pr 
En déduire que pour p — 0 
wr) = -4 (1-4) aG=a OÙ Q= as 
r a 


2. Le neutron de la réaction de capture est très lent, et en raison de l’effet 
de barrière centrifuge, la réaction se fait dans une onde S$, ce qui donne a 
priori deux possibilités 


(n-p: °S1) > DËS) +7 (n—p: So) + DËS) +7 


Les transitions dipolaires électriques sont négligeables car elles correspon- 
draient à un état initial dans une onde P (pourquoi ?). La réaction provient 
du couplage à -B entre le moment magnétique du deutéron ji et le champ 
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magnétique quantifié B, avec 


, 1 5 5 
H= 5 LN (Yp%p + YnGn) 


1 S A a aS 
= FEN [Op + m) (p + On) + (Yp = Wn) (Ep — n)) (17.177) 
où UN = dph/(2M); Yp © 5.59 et Yn © —3.83 sont liés aux facteurs gyroma- 
gnétiques du proton et du neutron et & sont les matrices de Pauli. Montrer 
que le couplage avec le champ électromagnétique quantifié responsable de la 


réaction est 
fa at ħw > TL. >I] T ike? 
W = cN 20V F- [k x ex(k)la; e 


où le photon a un vecteur d’onde k, une fréquence w = ck, k= k/k, ex est 
un vecteur de polarisation unitaire que l’on pourra prendre réel et V est le 
volume de normalisation. En négligeant le recul du deutéron et en remarquant 
que l'énergie des neutrons incidents € < B, calculer k en fm! et en déduire 
que l’on peut faire l’approximation exp(—ik - r) & 1. 

3. Justifier les différents facteurs dans l’expression ci-dessous de la section 
efficace, où Q repère la direction d'émission k du photon et F est le flux de 
neutrons incidents 


do _ 27 
dQ AF 


i ħw ro too ^ 
Se D SE (bh) =k = 
We oe ee) Ex) = k x Ex 


|i) = état n-p initial, |f} = état du deutéron. 

4. L'élément de matrice (f|W|i) se décompose en une partie de spin et 
une partie spatiale, car le vecteur d’état total Y; ; est le produit d’un vecteur 
d'état de spin y;,f par une fonction d’onde spatiale Y; ; (7) 


Wig = Vis 0) Xif 


(a) Si xi”, m = +1,0 et x, désignent les états triplet et singulet de spin, la 
partie spin de (f|W|i) sera 


(FW i)? (iw — (Bi — 


avec 


$ 


1 a 2 4 5 3 4 
Wapin = 7 HN ÜXS (Op + In)(Op + Gn) Ex + (Ip = W) (Ep — Gn) : Exlxi) 
où xf = X et Xi = x7" ou Xs. Montrer que 
(Sp oT Gn)|Xs) = 0 (xel@p|xs) =0 


(b) La partie spatiale fait intervenir l’intégrale 


a f dêr ys (Fil) = J d'r wh (Pubs (F) 
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Montrer sans calcul que Ip; = 0 si Y; et Yp sont des fonctions d’onde L = 0 de 
l’état triplet. Calculer explicitement J; si Y; est une fonction d’onde singulet 
en utilisant les approximations de la question 1. 

5. Les résultats précédents peuvent étre résumés comme suit 


1 


Wspin == 4 EN (Yp = MIXE (Cp — Gn) j Ex Xe) 


1 tay oe 1 
=> SUN (Yp — M) (XE Gp Ex lX) = SUN (Yp — In) Wopin 


Il faut élever au carré, sommer sur les polarisations du photon final (>°)), 
sur les spins finaux du deutéron (5:,,) et prendre la moyenne sur les spins 
initiaux (facteur 1/4). Montrer que 


1 Hise 
(|W, spin = TDA lo - Ex '1xs) 
m xX 


1 Lu 
=} D (Gi — hiki) (xs lOpiOp5|Xs) 


i,j 


Suggestion : montrer que `, X£) (X£ | peut être remplacé par l'opérateur 


identité dans l’espace des spins. En déduire (Wiin?) = 1/2. 
6. En rassemblant tous les facteurs, montrer que 
bi 272 
TEE uwi? =p Sh — Yn) Ty; 


spins A 


Compte tenu de la normalisation des fonctions d’onde spatiales, on peut mon- 
trer que le facteur de flux F = ,/2¢/M. En déduire la section efficace totale 
de la réaction de capture (a = q} /(4reoħc)) 


do arh? B3/2 1 
ot = Q — =n 2 = : 2 
Otot Ja dQ 2c4 V2E M3 (Yp 7 ) ( Ka ) 


Comparer avec le résultat expérimental pour des neutrons thermiques 4 300 K 


Otot = 0.329 + 0.006 x 10728 m? = 32.9 + 0.6 fm? 


17.5.11 L’expérience de Badurek et al. 


L’expérience de Badurek et al. [1985]?° montre qu’un champ classique ne 
s’intrique pas avec le système quantique avec lequel il interagit. Le schéma 
de l’expérience est donné sur la figure 17.9 : il s’agit d’un interférométre à 
neutrons où arrivent des neutrons polarisés spin up. Chaque bras de linter- 
férométre contient une cavité où règnent un champ magnétique constant Bo 


29. Voir par exemple Omnès [1994], chapitre 11. 
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paralléle 4 Oz et un champ de radiofréquences By(t) polarisé suivant Ox de 
fréquence w ~ wo, où wo est la fréquence de Larmor dans Bo, qui fait bascu- 
ler les spins. Si le champ classique By (t) s’intriquait avec le spin, une trace 
du passage du neutron dans le bras supérieur (1) ou inférieur (2) de lin- 
terférométre serait laissée dans l’environnement, et les interférences seraient 
détruites. L'expérience montre que les interférences persistent, et donc qu’un 
champ classique ne s’intrique pas avec le système quantique avec lequel il 
interagit. 


hwo 


FIG. 17.9 — Schéma de l’expérience de Badurek et al. Les deux faisceaux sont 
recombinés par la lame horizontale de droite et les neutrons sont détectés en D. 


1. Pour une étude quantitative, on écrit le vecteur d’état initial 
1 
~ v2 
où | Î); représente un spin up incident dans le bras (i) de l’interférométre et 
|z(t = 0)) l’état cohérent du champ engendré par la source de radiofréquences 


à l’entrée de la cavité. Le champ magnétique quantifié B est dans le point de 
vue de Schrödinger (a est une constante) 


|v) (| T)1 +| 1)2) @ [z(t = 0)) 


B: =a (a + a) $ 
L’état cohérent du champ est supposé de la forme 
|2(t)) = Iele) 
Montrer que la valeur moyenne du champ est 


(B1) (t) = 2a|z| cos(wt — ¢) À 
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et en déduire 2a|z| = By. 
2. On se place dans le point de vue de l’interaction, avec pour hamiltonien 
Ho 


+ 1 
Ho = ħwa'a — 3 wo: 


Montrer qu’à l’approximation séculaire le hamiltonien d’interaction W s'écrit 
dans le point de vue de l'interaction 


7 1 ; à 
W = -30h [o4 ae! 4 g_al eit] 


où y est le facteur gyromagnétique du neutron et ô = w — wọ est le désaccord. 
2. On définit le vecteur |e) par 


a'|z) = 2*|z) + le) 


Montrer que (z|e) = 0 et que |le|? = (ele) = 1 : ajouter un photon à un 
état cohérent le modifie de façon négligeable si |z| > 1. En déduire que W 
appliqué sur un état cohérent peut s’écrire sous la forme 
- 1 : che : 
We =z [o ei? eo ge est] |z)(z| — 2 o et% |e) (z| 
où w, = yB; est la fréquence de Rabi. Le premier terme de W est le hamilto- 
nien d’interaction avec un champ classique, le deuxiéme terme est négligeable 
si |z| > 1, ce qui est le cas pour un champ classique. L’interaction avec le 
champ classique maintient la cohérence entre les états de spin | T)1 et | T)2, 
et les interférences ne sont pas détruites. 


17.6 Bibliographie 


Pour des compléments sur la quantification du champ électromagnétique, 
on pourra se reporter à Itzykson et Zuber [1980], chapitre 3, Le Bellac [1988], 
chapitre 9, Grynberg et al. [2010], chapitre 4, Gerry et Knight [2005], cha- 
pitre 2 ou Weinberg [1995], chapitre 8. Les fluctuations du champ électroma- 
gnétique et les états comprimés sont traitées par Grynberg et al. [2010] cha- 
pitre V et complément V.1, par Gerry et Knight [2005], chapitres 4, 6 et 7, ou 
par Mandel et Wolf [1995], chapitres 10, 11 et 12. L’électrodynamique en cavité 
et la détection homodyne sont traitées en détail par Gerry et Knight [2005], 
chapitres 6 et 10 et par Haroche et Raimond [2006], chapitre 3. La décohé- 
rence par émission de photons est traitée par Cohen-Tannnoudji [1989]. Pour 
le comptage de photons, on pourra se reporter à Ballentine [1998], chapitre 19, 
à Scully et Zubairy [1997], chapitre 4, à Gerry et Knight [2005], chapitre 5, 
ou a Mandel et Wolf [1995], chapitres 9 et 14. 


Chapitre 18 


Systémes quantiques ouverts 


La plupart des manuels de mécanique quantique traitent exclusivement, 
ou presque exclusivement, de l’évolution de systèmes fermés. Nous avons déjà 
examiné l’évolution de systèmes ouverts dans le § 11.4.3 et la section 15.3, et 
nous allons en donner une vue plus générale dans ce chapitre. L'évolution d’un 
système fermé est régie par l'équation de Schrödinger sous forme différentielle 
(4.11) ou sous forme intégrale (4.14). Cependant, un système fermé est une 
idéalisation, et en pratique tous les systèmes quantiques (sauf peut-être l’Uni- 
vers entier) sont en contact avec un environnement. L'espace de Hilbert est 
alors un produit tensoriel HA ® Hg, où Ha est l’espace de Hilbert du sys- 
tème À auquel nous nous intéressons et Hp celui de l’environnement E. Au 
chapitre 11, nous avons appris que l’opérateur statistique p4 de A s’obtenait 
en prenant la trace partielle de pag (11.10) sur les degrés de liberté de l’en- 
vironnement, et l’évolution temporelle de p4 n’est pas unitaire : elle n’est pas 
régie par (11.33) avec un hamiltonien hermitien. L’entropie de von Neumann 
Tr{pa ln pa], qui est constante pour une évolution unitaire, dépend du temps 
quand le système est ouvert. Elle augmente en général parce de l’information 
s'échappe dans l’environnement, et il s’ensuit un comportement irréversible 
parce que nous ne sommes pas capables de contrôler les degrés de liberté de 
l’environnement. Nous en avons vu un exemple au § 15.3.1, où A était un 
atome à deux niveaux et € le champ électromagnétique quantifié. 

Revenons au système à deux niveaux. Il sera commode d’emprunter tout 
au long de ce chapitre les notations de l'informatique quantique (11.110). Nous 
allons choisir comme vecteurs de base ceux d’un hamiltonien libre Ho 


1 
Ho = 729 hwoo , (18.1) 
et nous appelons |0) et |1) ces vecteurs 


1 1 
Hol0) = hwo|0) Hol1) = z lol) (18.2) 
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fiwo est donc la différence d’énergie entre l’état fondamental |0) et l’état excité 
|1). Les éléments de matrice poo et p11 = 1 — poo de l'opérateur statistique 
décrivent les populations des états |0} et |1), tandis que poi et pig (P01 = Pio) 
décrivent les cohérences. À l’équilibre thermique et à la température T, les 
populations ppa et pj] sont déterminées par la loi de Boltzmann 


eq hw 
at = exp (=) (18.3) 


Afin de fixer les idées, nous reprenons le cas de la RMN (section 5.2). Si 
les spins des protons étaient isolés, leur évolution temporelle serait régie par 
(11.33), avec un hamiltonien dépendant du champ magnétique constant Bo 
et du champ de radiofréquences Bı (t). Comme au § 15.3.1, il est commode 
d'utiliser le vecteur de Bloch b = (u,v, —w) (15.39); w = (p11 — poo) décrit 
la différence de populations et (u,v) les cohérences, po, = r = (u — iv)/2. Si 
les spins étaient isolés, l’équation d’évolution (11.33) de p avec le hamiltonien 
(5.26) serait, en termes de populations et de cohérences 


w = iw; (r* e™t — re") 
iw f (18.4) 

t = iwor + a we 
où w est la fréquence de Rabi. Les légères différences avec (15.42)-(15.43) 
disparaissent à approximation séculaire. Afin de prendre en compte l’envi- 
ronnement de façon phénoménologique, nous suivons le § 15.3.1 en ajoutant 


deux termes de relaxation 


w= iw, (r* est _ ne) — Tı (w — Weq) 
(18.5) 


ke iwi i 
# = wor + wel’! — Tar 


Ces équations sont les équations de Bloch de la RMN. La forme du terme 
de relaxation n’est pas la plus générale possible, mais les approximations 
conduisant à (18.5) sont généralement justifiées : voir les commentaires suivant 
(18.68). Afin de donner une interprétation physique aux termes de relaxation, 
supposons que le champ de radiofréquences a été coupé à t = 0, de sorte que 
w1 = 0 pour t > 0. La solution de (18.5) est alors 


w(t) — Weq = (w(t = 0) — Weg) eTit 


l 18.6 

r(t) = r(t =0)e™* e Tt ( ) 
Les populations reviennent à l'équilibre avec un temps de relaxation T1 = 
1/T1, le temps de relaxation longitudinale, et les cohérences avec un temps 
de relaxation T2 = 1/T2, le temps de relaxation transverse, introduits dans 
la section 5.2. La différence principale par rapport à (15.44)-(15.45) est que 
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nous avons maintenant deux temps de relaxation indépendants!, tandis que 
dans ces équations nous avions [2 = l1/2 = T/2. Dans le cas de la RMN, Tı 
est de l’ordre de la seconde, et T2 S Tı (avec Tz < Tı dans la plupart des 
cas, par exemple T2 ~ 1ms et Ti ~ 1s, voir Levitt [2001]). 

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 18.1, nous établissons 
la forme de Kraus de l’opérateur statistique réduit au temps t en fonction de 
son expression à t = 0. Dans la section 18.2, nous étudions le cas particu- 
lier important où l’on peut écrire une équation différentielle du premier ordre 
pour l’évolution de l’opérateur statistique réduit, ou équation pilote du type 
de Lindblad. Finalement, dans la section 18.3, nous étudierons deux modèles 
où l’environnement est constitué d’un bain thermique d’oscillateurs harmo- 
niques indépendants : le premier système couplé à cet environnement sera un 
système à deux niveaux typique des sytèmes rencontrés en optique quantique, 
et le second une particule brownienne. Ce dernier cas sera particulièrement 
intéressant dans la mesure où il nous permettra de comprendre le phénomène 
de décohérence pour la superposition de deux paquets d’onde dans le cas de 
particules lourdes. 


18.1 Superopérateurs 


18.1.1 Représentation de Kraus 


Dans cette section, nous allons essayer de répondre a la question suivante : 
si un état de HAQHpg subit une évolution unitaire Upg entre t = 0 et t, quelle 
est l’expression au temps t de l’opérateur statistique de A? La réponse est 
donnée par la représentation de Kraus que nous allons maintenant établir. 
Nous supposons que le système et l’environnement ont été découplés jusqu’à 
t = 0, et à cet instant l’opérateur statistique global est un produit tensoriel 
PAE = PA ® pg. Il sera commode de supposer en outre que pz est de la 
forme |0g)(0g| : cette supposition n’enléve rien à la généralité, en raison de 
la linéarité des résultats. Nous avons donc à t = 0 


pAE(t = 0) = pa ® pe = pa ® |02) (02| (18.7) 
Le système bipartite AE évolue pendant l'intervalle de temps t suivant 
pag(t = 0) = par > pag(t) = par = Uar pan Ur (18.8) 


où Uag est obtenu en résolvant (11.33) dans H 4 ® He. Pour trouver l’opéra- 
teur statistique pa(t) = p’, du système A, on effectue une trace partielle? 


=) Uh y4 
p^ mn — Sp k0 pia ( AE oom (18.9) 
u,k,l 


1. On rencontre aussi des équations de Bloch avec deux temps de relaxation indépendants 
dans la physique des lasers; voir par exemple Mandel and Wolf [1995], chapitre 18. 

2. Pour la clarté des notations, nous écrivons AE en exposant dans les éléments de 
matrice. 
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où nous avons fait explicitement usage de la forme particulière (18.7) de l’opé- 
rateur statistique initial pag. Les éléments de matrice de U Ag sont 


Uw = (ma © uelUag|nA © VE). 


L’équation (18.9) peut être écrite en fonction de l’opérateur M, qui agit dans 
Ha défini par 


M, = (uelUA#|0r) (18.10) 


Écrivant pl, = K(pa), (18.9) devient (figure 18.1) 


K(pa) = >_> M, pa Mi (18.11) 
H 
pa Pa = K(pa) 
Ua booo a UsE 
PA ph = Ua pau} 
Oz) (Oz| 
(a) (b) 


Fic. 18.1 — Représentation graphique (a) d’une évolution unitaire, (b) de l’évolution 
(18.11). 


L’unitarité de U1r implique que l’ensemble des opérateurs M, vérifie la re- 
lation de fermeture (il faut noter l’ordre des opérateurs : > u MyM i n’a pas 
d’expression simple dans le cas général) 


XC MIM, = NV (OelUiglus)(uelUarl08) = La (18.12) 
H u 


L’équation (18.11) est la représentation de Kraus de p',. Cette représentation 
de Kraus, jointe à la relation de fermeture (18.12), définit une application 
linéaire pa — p'a = K(pa). K est appelé superopérateur, car il agit dans 
l’espace vectoriel des opérateurs : les opérateurs F; sur HA forment un es- 
pace vectoriel et un produit scalaire (e, e) peut être défini sur cet espace par 
(Fi, Fj) = Tr [F Fi]. Si Ha est de dimension infinie, il faut se restreindre aux 
opérateurs de Hilbert-Schmidt F tels que Tr [FF] existe. 

L'opérateur p', doit obéir aux trois conditions suivantes pour être un opé- 
rateur statistique respectable : 
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(i) p', doit être hermitien, ce qui est manifestement le cas ; 
(ii) on doit avoir Tr p’, = 1, ce qui résulte de (18.12) ; 
(iii) p'4 doit être positif, et de fait avec |Y4) = Milpa) 


(valolalya) = X ((ealM,)oa(Milpa)) = X ileal) > 0 


Inversement, toute représentation du type (18.11) peut toujours se déduire 
d’une représentation unitaire dans un certain espace de Hilbert Ha @ Hp, ce 
que nous allons montrer. Choisissons comme espace Hg un espace de Hilbert 
dont la dimension est au moins égale au nombre de termes dans (18.11), soit 
{|4z)} une base orthonormale dans Hpg et |Og) un vecteur de cette base. 
Définissons l’action de U1g sur le vecteur |y4 @ Og), où |ya) est un vecteur 
arbitraire H4, de la façon suivante 


Uar|pA © Or) =) (M, 8 Iz)|~a ® ue) (18.13) 
H 


L’équation (18.13) décrit un saut quantique : dans l'intervalle de temps [0, t], 
le système AE “saute” de l’état |p4 80g) à une superposition d’états M |p 48 
LE). L’interpétation physique de cette équation est importante : supposons 
que nous effectuions une mesure de l’environnement et que le résultat soit |u). 
Alors, après la mesure, le système A se trouve dans l’état M,]p4) : le saut 
quantique décrit l’évolution de À sous l’effet d’une mesure de l’environnement 
(voir § 11.4.3 pour un exemple). L'opérateur U1K conserve le produit scalaire 


(Eva @ nellMf @ Io}) (SIM, @ Iellea ® vr))=(al(S MEM) loa) 


= (yalpa) 


et par conséquent Uag, qui est défini a priori seulement sur des vecteurs 
particuliers de Ha & Hp, peut être prolongé comme opérateur unitaire sur 
HA ® Hg. Prenant la trace partielle, on trouve 


Tre (Uazlea @0z) (pa ® OxlUix) = D Mila) (valMi 
H 


de sorte que tout opérateur statistique pa, qui peut être écrit comme 
S piles) p4], se transforme suivant (18.11). Nous verrons ultérieurement 
que toute loi d’évolution “raisonnable” pour pa est de la forme (18.11). Le 
fait que l’on puisse toujours trouver une représentation unitaire (18.13) est 
à première vue quelque peu surprenant, car en principe les systèmes A et € 
sont intriqués à t = 0, de sorte que supposer un état initial de la forme (18.7) 
semble une hypothèse très forte. Mais il semble que, si le seul objectif est de 
décrire l’évolution de pa, il est toujours possible de trouver un environnement 
fictif tel qu’il n’y ait pas d’intrication entre le système et son environnement 
at=0. 
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Pour conclure cette sous-section, énonçons quelques résultats généraux sur 
la représentation de Kraus. Comme certaines preuves sont assez techniques, 
nous les omettrons en renvoyant le lecteur à la bibliographie*. Une question 
intéressante est la suivante : quelles sont les conditions “raisonnables” néces- 
saires pour prouver la représentation (18.11)? A priori, il semblerait que l’on 
doive imposer les conditions suivantes. 


(i) K doit être une opération linéaire‘. 


K(Apa + upe) = AK(pa) + uK(pB) 
(ii) K(p4) doit être hermitien. 
K(pa) = [K(pa)]! 


(iii) Æ doit conserver la trace : Tr[K(pa)] = 1. 

(iv) K(pa) doit être un opérateur positif : K(p4) > 0. 
Mais la condition (iv) est en fait trop faible. Supposons que À soit couplé à 
un environnement € et qu’il existe un autre système C auquel À a été couplé 
dans un passé lointain. Si A évolue et C ne le fait pas, alors K(p4) 8 Ic doit 
être un opérateur positif. Il en résulte que K(p,4) doit obéir à une condition 
(iv’) plus forte que (iv) 

(iv’) K(pa) est complètement positif : K(pa) ® Ic > 0, pour tout sys- 
téme C. 

Un exemple d’opérateur qui obéit aux conditions (i) à (iii), mais non à 
(iv’), est la transposition (exercice 17.4.1) 


K(pa) = pa 


Nous pouvons maintenant énoncer sans démonstration le théorème de repré- 
sentation de Kraus : toute opération p — K(p) dans un espace de dimen- 
sion dA qui obéit aux conditions (i) à (iii) et (iv’) peut s’écrire sous la forme 


K—1 K-1 
K(p) = X` Mu pM}, >. MiM, =I (18.14) 


p=0 u=0 


où on peut toujours choisir (K —1) < dł, da étant la dimension de H4 ; K est 
le nombre de Kraus. Il existe toujours une expression pour Æ(p) comprenant 
un nombre de termes < d}, indépendamment de la dimension de l’espace de 
Hilbert Hp de l’environnement, même si cette dimension est infinie. 


3. Voir par exemple Haroche et Raimond [2006], chapitre 4, ou Breuer et Petruc- 
cione [2002], chapitre 3. 

4. Voir cependant Preskill [1999], section 3.2, pour une discussion de la linéarité; les 
arguments selon lesquels une évolution non linéaire doit étre exclue ne sont pas entiérement 
incontournables. 
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La représentation de Kraus n’est pas unique, mais deux représentations 
sont nécessairement reliées par une transformation unitaire : si 


K-1 L-1 
Ke) = >= M, pM} E X MoN! 
u=0 u=0 


alors N, est relié à M, par une transformation unitaire 


Nes ui, 
H 


Comme certains éléments de matrice de U,,, peuvent s’annuler, le nombre de 
termes non nuls n’est pas nécessairement identique dans les deux décomposi- 
tions : il n’est pas obligatoire que K = L. 


18.1.2 Modèle pour l’amortissement de phase 


Il est instructif d’appliquer la notion de superopérateur à un exemple déjà 
introduit au § 11.4.2, celui de l’amortissement de phase. Un autre exemple 
traité au chapitre 11, celui de l’émission spontanée, est examiné à lexer- 
cice 18.4.2 dans le cadre de la représentation de Kraus. L'espace Hg est choisi 
de dimension 3, et l’évolution unitaire (saut quantique) est supposée de la 
forme 


Uagl04 ® 0g) = V1 -p |04 80g) + vp |04 @ 1») 


(18.15) 
Uag|14 @ 0g) = 1 —p |14 @ Oz) + vp [14 8 2g) 


Autrement dit, l’environnement reste dans |0¢) avec la probabilité 1 — p, et 
il passe dans un autre état qui dépend de celui de À avec la probabilité p. La 
représentation de Kraus suit immédiatement de (18.13) : 


10 00 
M=V1-pli, = (0): de = (01) (18.16) 


et la matrice statistique transformée est 


Ko) = (= p)o-+ 0 (7 l ) = ¢ ee ca (18.17) 


0 pu l—p)pio pu 


On note que cette transformation affecte uniquement les cohérences (les élé- 
ments de matrice non diagonaux de p), d’où la terminologie “amortissement 
de phase”. De plus, si nous appliquons K deux fois, il vient 
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Supposons maintenant que le saut quantique se passe dans un intervalle de 
temps court At, avec une probabilité proportionnelle® à At : p = At € 1. 
Ecrivons t = nAt,n > 1, et effectuons n itérations de K : 


K"(p) = G poo (= A = ( poo, Por s) (18.18) 


1 — p)” p10 Pil P10e— Pil 


Le temps de relaxation des cohérences (le temps de relaxation transverse Tz 
de la RMN) est Tə = 1/T. Si le système à deux niveaux est préparé au temps 
t = 0 dans un état pur qui est une superposition cohérente de |0) et |1) 


lp) = Al0) + ult), poo = 1 — pui = |A}, Pol = Pio = AL” 


alors, après un temps t > 1/T, l’état quantique est transformé en une super- 
position incohérente de |0) et |1) : 


t > 1/P: p(t) — JAPO 0] + lul°11) (11 


Comme application, donnons une discussion heuristique de la décohérence 
d’une superposition d’états quantiques distincts d’un systéme macroscopique. 
Identifions |04) et |14) aux états propres de position |x) et | — x) (ou, de fa- 
con plus réaliste, à des superpositions de paquets d’ondes ne se recouvrant pas 
centrés en x et —x), d’une “particule de poussiére”,® qui diffuse élastiquement 
des photons de son environnement initialement dans l’état [0%). La diffusion 
des particules de poussière localisées en |) (| — 2)) envoie les photons dans 
l’état |lz) (|2m)), tandis que la particule de poussière reste dans son état 
initial. Si la distance 2}x| entre les centres des paquets d’ondes est suffisam- 
ment grande par rapport 4 longueur d’onde des photons diffusés, les états 
lg) et |2~) seront approximativement orthogonaux, (1g|2g) ~ 0, parce que 
la diffusion des photons est localisée dans l’espace. Nous sommes donc dans 
la situation décrite par (18.15). Si la particule de poussiére est initialement 
dans une superposition cohérente de deux paquets d’ondes 


1 
lp) = vail) +|-x)) 


la cohérence entre les paquets d’ondes sera détruite au bout d’un temps 
~ 1/T. Le taux de décohérence [ est proportionnel à la section efficace ø, 
et une estimation grossière pour o est o x R? x M?/3, où R est le rayon 
de la particule de poussière et M sa masse. Le temps de décohérence Taec est 


proportionnel à M~?/3 
1 1 
Face = TX Fp 


5. Ceci est une hypothése forte : en général, nous nous attendons a ce que les amplitudes 
soient proportionnelles à At si les transitions ont lieu vers un état isolé, voir (5.65). Il faut 
une transition vers un continuum d’états comme dans la régle d’or de Fermi (8.152), pour 
que les probabilités soient proportionnelles a At. 

6. Une particule de poussière est grande à l’échelle microscopique et petite à l’échelle 
macroscopique. 
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Le temps de décohérence est beaucoup plus court que le temps de relaxation 
T caractéristique du mouvement de la particule, par exemple le temps de 
relaxation 7 de sa vitesse, le temps mis par la particule pour modifier son 
mouvement sous l’action de la diffusion de photons : Tec < T. En effet, 
le temps de décohérence Tac est contrôlé par la diffusion d’un seul photon, 
et 7 par la diffusion d’un grand nombre de photons : il faut beaucoup de 
photons pour modifier la vitesse de fagon appréciable, mais un seul photon 
suffit à détruire la cohérence de phase. Si nous envisageons une expérience 
d’interférences du type fentes d’Young, lorsque le temps de transit entre les 
fentes et l’écran de détection est plus grand que Tgec, aucune interférence ne 
sera possible, parce que la cohérence des deux paquets d’ondes quittant les 
fentes est détruite avant l’arrivée sur l’écran : une information sur le chemin 
suivi est codée dans l’environnement. 

Ainsi que nous l’avons vu au § 11.4.4, une superposition d'états quantiques 
macroscopiquement distincts est appelée chat de Schrôdinger. Nous venons de 
voir que ce chat de Schrödinger est détruit en un temps ~ Tec , et la situation 
finale est celle d’un mélange incohérent. Le mécanisme responsable de la dé- 
cohérence sélectionne une base privilégiée : la diffusion de photons sélectionne 
une base d’états de position, parce que les photons diffusés par des états de po- 
sition différents sont expédiés dans des états orthogonaux, en conformité avec 
le mécanisme général de la décohérence examiné au § 11.4.2. En fait, il n’est 
pas nécessaire que les états finaux des photons soient orthogonaux. Si l’on 
suppose, par exemple, que les états |1#) et |2~) obéissent à (1g|2g) = 1 — €, 
alors la probabilité p est remplacée par p — ep et le temps de décohérence 
par Tdec > Tdec/E. 


18.2 Equations pilotes : la forme de Lindblad 


18.2.1 L’approximation markovienne 


Le systéme d’équations de Bloch (18.5) que nous avons écrit 4 partir d’ar- 
guments heuristiques est typique de ce que l’on appelle une équation pilote, 
ou équation maîtresse : l’évolution temporelle de l’opérateur statistique est 
donnée par une équation différentielle, ou, en d’autres termes, l’évolution est 
locale dans le temps. Par exemple, les équations de Bloch optiques (15.48)— 
(15.49) sont équivalentes à (11.87) si l’on ignore la partie unitaire (—i/h)[H, p] 
de l’évolution, étant donné que (11.87) peut s’écrire sous la forme d’une équa- 


tion différentielle 
dp T ( —2pr11(t) port) 
— = —— 18.19 
ar 5 ( polt) 2pu(t) vee 


On vérifie sans peine que (18.19) peut se mettre sous la forme 


dep r 
rae [204 po- — {o_04, p}] (18.20) 
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où’ o4 = (ox+ioy)/2 (cf. 5.24)) et {A, B} désigne l’anti-commutateur (14.47) 
de deux opérateurs A et B: 


{A,B} =AB+BA (18.21) 

En fait, on peut ajouter à (18.21) une évolution unitaire comme dans (18.2) : 
dp i r 

a Rel + 5 [204 po- — {o_0+, p}] (18.22) 


Si le hamiltonien H est indépendant du temps, H = Ho, par exemple comme 
dans (18.1), il sera commode d’introduire le point de vue de l’interaction 


A(t) = eiHot/h p(t) e` iot/h 


õa (t) = elHot/h gy e-iHot/h — QFiwot | (18.23) 


L’équation (18.22) est un exemple d’équation pilote sous la forme de Lindblad, 
dont nous donnons maintenant une déduction générale. 

Cet exemple, comme celui donné au § 18.1.2, montre que l’on peut passer 
de la forme de Kraus (18.14) à l’équation pilote sous la forme de Lindblad 
(18.22). Cependant, notre déduction dépendait de l’hypothèse cruciale (et 
forte!) que la probabilité p était proportionnelle à At. Dans le cas général, il 
est loin d’être évident qu'il soit possible d’obtenir une équation différentielle 
pour l’évolution non unitaire de p(t), parce que nous nous attendons à des 
effets de mémoire. De l'information s'échappe depuis le système vers l'envi- 
ronnement, mais inversement de l'information passe aussi de l’environnement 
vers le système. Schématiquement, une équation avec effets de mémoire prend 
la forme d’une équation intégro-différentielle qui est non locale dans le temps : 


d t 
= -f y(t — t')p(t')at’ (18.24) 
dt Ta 

où y(t — t’) est la fonction de mémoire, ou noyau de mémoire.’ Si le temps 
caractéristique de relaxation Tą de y(t — t’) est beaucoup plus petit que le 
temps typique T d’évolution de p, Tx K T, nous pouvons écrire (18.24) sous la 
forme approchée 


se ~ -0 f y(t) dt’ = -T p(t) (18.25) 


et nous obtenons une équation pilote. L’approximation de mémoire courte 
dans (18.25) est aussi appelée approximation markovienne : en effet, dp/dt 


7. Attention au fait que Nielsen et Chuang [2001] utilisent la convention opposée pour 
o+. Nous avons choisi une convention compatible avec la définition (9.4) des opérateurs 
moment angulaire J+, et qui de plus est compatible avec celle de la théorie des champs, car 
o+ (o_) est un opérateur de fréquence positive (négative) suivant la définition du § 17.4.1, 
comme a (at); voir (17.18). 

8. En général, (18.24) prend une forme matricielle, et des termes additionnels sont pré- 
sents ; voir les références dans la bibliographie. 
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dépend seulement de p au temps t, et pas de sa valeur à des temps antérieurs 
t < t, et (18.25) est locale dans le temps. L’approximation markovienne 
sera valable s’il existe deux échelles de temps bien distinctes : 7, le temps 
typique d’évolution de p, et Tx, le temps typique de relaxation de la fonction de 
mémoire, avec Tą K T. L’hypothése de deux échelles de temps bien distinctes 
est habituelle dans de nombreux problémes de mécanique statistique hors 
équilibre. 

Examinons les conditions où nous pouvons espérer déduire une équation 
pilote à partir de la représentation de Kraus. La première étape consiste à 
utiliser une “granulation”? de p, sur un intervalle de temps typique At tel que 


TAKT (18.26) 


1 t+At ; ; 
ptt) + I p(t')at (18.27) 
t 


Cette granulation sert à lisser les fluctuations de p sur des temps ~ 7,, fluc- 
tuations qui sont incompatibles avec le caractére markovien. Nous écrivons 
alors la représentation de Kraus pour l’évolution entre t et t + At sous la 
forme 

dpa Apa 1 1 

— x — = — t+ At) — t)| = —|K t) — t 

a AP = AA )— PAG] = a [Kiala O] — paH] 
Deux conditions doivent être satisfaites pour que la déduction de l’équation 
pilote soit possible. 

(i) L'opérateur statistique du système bipartite AE doit se factoriser ap- 
proximativement au temps t sous la forme pag(t) © palt) 8 pelt), 
où pa(t) = Tre[pan(t)] et pelt) = Tralpan(t)]. Cette condition est 
nécessaire pour que l’on puisse écrire une représentation de Kraus au 
temps t + At. 


(ii) Le superopérateur Kia: doit dépendre uniquement de At, et pas 
de t. 
Nous donnerons des précisions supplémentaires sur ces deux conditions dans 
la section suivante, dans le cadre d’un modèle spécifique pour € et de son 
interaction avec A. Un énoncé général est que (i) et (ii) sont valables pourvu 
que |WIr../h <1, où |W] est un élément de matrice typique de l'interaction 
AE. 


18.2.2 L’équation de Lindblad 


Supposons que les conditions précédentes (i) et (ii) soient vérifiées. Nous 
pouvons alors écrire d’aprés (18.14) 


Kailea(t)] = >> M,(At)pa(t)Mj (At) (18.28) 


9. Traduction de “coarse graining”. 
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et [Kaz[p.a(t)] — pa(t)] est du premier ordre en At : 
Katlpa(t)] = pa(t) + O(At) 
Il s'ensuit que l’un des M,,, que nous appellerons par convention Mo, doit 
avoir un développement de la forme 
Mo(t) = Ia + (~in — K) At + O(At)? (18.29) 
où H et K sont des opérateurs hermitiens. Dans ces conditions, le premier 
terme de (18.28) s’écrit 
+ iAt > 
Mo(At)pa(t)M§ (At) = palt) ~ FIH, pa] — AHK, pa} + O(AL)? (18.30) 
Les autres termes de (18.28) doivent être d’ordre y At 


M,,(At) = L, VAt (18.31) 


et la relation de fermeture (18.14) conduit a 


Ia = M§Mo + > MM, = Ia -2KAt+ (= Uh) At 
u>0 u>0 


qui implique 
1 + 
K=5 SE, (18.32) 
u>0 


En combinant (18.30) et (18.32) et en supprimant désormais l'indice À de 
p, nous aboutissons à l'équation de Lindblad pour l’opérateur statistique p 


de À : 


i 


1 
RUB el — s{K,e} + Ÿ Ly pL}, (18.33) 
u>0 


Les opérateurs L, sont les opérateurs de sauts quantiques. Ainsi que nous 
l’avons déjà observé, ils décrivent la façon dont l’état de A est modifié par 
une mesure effectuée sur l’environnement. L’équation (18.33) est la forme 
la plus générale d’une équation pilote préservant la positivité de p si £ est 
un (super)opérateur borné, et donc en particulier pour un système et un 
environnement décrits par un espace de Hilbert de dimension finie. Cependant, 
la condition est suffisante mais pas nécessaire, et il existe des équations de 
Lindblad parfaitement correctes comme (18.36), même lorsque £ n’est pas 
borné. Le superopérateur £ est appelé le liouvillien. La solution de (18.33) 
s'écrit formellement 
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et comme V(t) vérifie la propriété V(t; + t2) = V (t2)V (t1), on dit que V(t) 
définit un semi-groupe dynamique.'° 

Il est instructif de redémontrer les équations de Bloch (18.20) à partir de 
la forme de Lindblad (18.33). Utilisant les expressions de l'exercice 18.4.2 de 
Mo et M; pour le modèle d'émission spontanée, nous pouvons écrire Mo et 
M, sous la forme 


af. 0 _ (0 VTAt 
= (91 tas) a = (3 0 ) 


ou, en termes de matrices de Pauli, 
TAt 
Mo = 2-004; Mi= VTAt O+ 
Les opérateurs K et Lı sont donc 


T 
K = 50-04, Ly = VT o4 (18.34) 


et nous retrouvons (18.20) à partir de (18.33). 


18.2.3 Exemple : l’oscillateur harmonique amorti 


Considérons un oscillateur harmonique, par exemple un mode d’une cavité 
couplé au champ électromagnétique quantifié via les imperfections des miroirs, 
en supposant pour simplifier que l’ensemble est à température nulle; le cas 
d’une température différente de zéro sera examiné au § 18.3.3. Si l’oscillateur 
est initialement dans un état excité, il peut seulement perdre de l’énergie en 
dégringolant les niveaux par émission spontanée de photons; il ne peut pas 
absorber de photons, car il n’y a pas de photons disponibles à température 
nulle. Il existe donc un seul opérateur de saut quantique Lı, qui doit être 
proportionnel à l’opérateur d’annihilation a (il est utile de se souvenir de 
l’analogie entre l'opérateur d’annihilation a (10.6) et o4 ; voir la note 7) : 


I1=vT a (18.35) 


On peut alors écrire par inspection l'équation de Linblad, par comparaison 
avec (18.22) : 
dp i 


1 7 
£ = —= [Hop] + 51 [2apat — {ata, p} (18.36) 


où Ho = woata est le hamiltonien libre. Dans cette démonstration, nous avons 
raté la renormalisation radiative des niveaux d’énergie due à l’interaction entre 
Voscillateur et le champ quantifié, qui est appelé déplacement Lamb et qui sera 


10. Semi-groupe parce que l’inverse de V(t) n’existe pas. 
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calculée au § 18.3.3. De plus, une démonstration compléte de (18.36) montre 
que celle-ci est valable sous la condition I < wo. Cette condition nous permet 
d’ignorer le couplage entre éléments de matrice de l’opérateur statistique qui 
évoluent avec des fréquences différentes, par exemple le couplage entre popula- 
tions et cohérences (exercice 18.4.8). Nous nous débarrassons du commutateur 
en passant dans le point de vue de l'interaction (comparer avec (5.57)) 


a(t) = eiHot/h Ge-iHot/h — ga—iwot 
l(t) = eilfot/h gt e—iHot/h _ gteivot (18.37) 
d’où 7 
dp ERS 
ara pa t- Hata, ay] =P [a pat - Hata, 9} (18.38) 


Nous avons utilisé a .37) pour obtenir la seconde expression. En l’absence 
d’amortissement (T = 0), la valeur moyenne de l’opérateur 


i= e` iHot/A q itot/h 


est indépendante du temps. Si T 4 0, nous déduisons de (18.38) l'équation 
d’évolution pour sa valeur moyenne 


d d d i i d dp 
T (a) — J r(@p)= gE (a eot pee") = re (ap) =Tr (<2) 
et donc 
d r 
Tr (« 2) = Tr [2a? pat —aalap— apa‘ a] 
T F- 
Z3 Tr [[a, a]ap] = E (a) 
Nous en déduisons la loi de décroissance 
(a(t)) = e-T*/? (a(t = 0)) (18.39) 


Un argument analogue montre que le nombre moyen d’occupation n(t) = 
(ata) décroît avec un temps de relaxation 1/1 (exercice 18.4.6) 


n(t) = eT? n(t = 0) (18.40) 
Si l’état initial de Voscillateur est un état cohérent (§ 11.2.1) |z) à t = 0, 


l’évolution temporelle conduit à 


lz) = [ze wot T2) 


et l’état cohérent ne s’intrique pas avec son environnement, bien qu’il dé- 
croisse lentement (T < wo) vers l’état du vide. En revanche, si l’on part d’une 
superposition linéaire d’états cohérents |z1) et |22) 


|z1) + |z2)) 
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comme on le montre dans l'exercice 18.4.6, les termes non diagonaux de la 
matrice statistique décroissent comme 


1 
exp [-5Tla — aal 


Le taux de décohérence l'a est beaucoup plus grand que le taux d’amortis- 
sement I si |z1 — 22|? > 1: 


1 
Tec = 5 la — 22l". (18.41) 
Il est proportionnel au carré de la “distance” |z1 — z2| entre les deux états 
cohérents. Les états cohérents sont donc des états pointeurs. 


18.3 Couplage à un bain thermique 
d’oscillateurs 


18.3.1 Equations d’évolution exactes 


Dans cette section, nous nous proposons de donner une image plus quan- 
titative du phénomène de décohérence en étudiant un modèle explicite semi- 
réaliste. Le modèle décrit l'interaction d'un système A avec un ensemble R 
d’oscillateurs harmoniques indépendants de fréquences w) à l’équilibre ther- 
mique, ou réservoir, qui joue le rôle de l’environment de A. Dans le § 18.3.3, A 
sera un système à deux niveaux, et dans le § 18.3.4, une particule brownienne. 
Le hamiltonien complet H 4r se décompose en H 1, le hamiltonien du système, 
HR, le hamiltonien du réservoir et W, l'interaction système-réservoir 


Har = Ha + Hr +W = Hr +W, Hr = H4 + HR (18.42) 
avec 
Hp =X hwyahay (18.43) 
À 


Les fréquences w) sont supposées former un continuum dans un grand inter- 
valle de fréquences w, ~ 1/7,. En effet, un nombre fini de fréquences condui- 
rait à des récurrences de Poincaré et il ne pourrait pas y avoir d’irréversibilité : 
il faut donc prendre la limite d’un nombre infini de fréquences. Lorsque W = 0, 
Vopérateur statistique du réservoir est donné par la distribution canonique 
e-Hr/keT 
pr(t = 0) = Tr (e Hr/keT) (18.44) 
On déduit de cette expression les résultats standard pour les moyennes d’équi- 
libre, notées (e) 


(ax) = (af) = 0, (al an) = naban» (axal) = (na + 1)ôa, (18.45) 


786 Physique quantique : Exercices et applications 


où le nombre d’occupation nà est celui de la distribution de Bose-Einstein 


1 


na = iT L] (18.46) 
L’interaction système-réservoir s’écrit plus précisément 
W = AR, R=R' =X (gxax + gia) (18.47) 


À 


où A = A? est un opérateur agissant dans H4. L'évolution de l'opérateur 
statistique est donnée dans le point de vue de Schrödinger par 


dear i 
—— = ——|Hap, 18.48 
T 5 (Har, par] ( ) 


Pour résoudre cette équation, il est utile de passer dans le point de vue de 
l'interaction?! 


HAR WC parC] = -7 AORC), arC) (18.49) 


où les opérateurs A(t) et R(t) sont définis par 


A(t) = eiHrt/R A —iHrt/h _ QiHat/h y eiHat/h, 


R(t) = eifrt/h Re ilrt/h = eifrt/h Pp e-iftrt/h (18.50) 


= 5 (aax e wat a gah eu) 
À 


car Hr (HA) n’agit pas sur les degrés de liberté de A (R). Une fonction 
qui jouera un rôle crucial dans ce qui suit est la fonction d’autocorrélation 


d'équilibre g(t’) de R(t) 
g(t’) = (RE)RG -— t')) = (RU) R(0)) 
ne peut dépendre que de la différence (tı — t2), et de plus g(t) = g*(—t 


) 
que R(t) est hermitien. La forme explicite de g(t’) se calcule à partir de (18.45 
et (18.50) 


(18.51) 

En raison de l’invariance par translation de temps à l'équilibre, (R(t1)R(t2)) 
e 

) 


g(t’) = > lax? [nae + (ny + Ler” (18.52) 
A 
La fonction g(t’) est la somme d’un grand nombre d’exponentielles oscillant 
à des fréquences différentes, et ces exponentielles interfèrent destructivement 
pour |t| À Tx. On s'attend donc à une décroissance exponentielle, contrôlée 
par un temps d’autocorrélation ~ 7, 


lg(t!)| ~ e7 1/7 (18.53) 


11. Afin d’alléger les notations, nous écrivons W(t) au lieu de W(t), etc., car la dépen- 
dance par rapport à t évite toute ambiguïté. 
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Revenons à (18.49), qu’il est commode de mettre sous forme intégrale 


Parli) = par) -F f ae (WO), Parle’) 


L’itération de cette équation donne 


Panl) = pan) — > | at’ [WE par(O) 


0 


dp i : : 
ce =e [W(t), par(0)] - = if dt’ [W (t), [W(t'), dar(t’)]] (18.54) 
0 
Supposons que l'interaction W soit branchée à t = 0; par(t = 0) possède 
alors une forme factorisée 


par(t = 0) = p(t = 0) 8 pr(t = 0) (18.55) 


Prenons dans (18.54) la trace sur les degrés de liberté du réservoir (exer- 
cice 18.4.5) 


Tre [W (t), par(0)| = [A(t), pA(0)] Ter (R(t)pr) = 0 


où nous avons utilisé (18.45). Ceci donne une équation exacte, étant donné 
la condition initiale (18.55), pour l’opérateur statistique a(t) = p(t) du sys- 
tème À 


x = -= | di Tre ([W(6, (WE), Bantt’)]]) (18.56) 


18.3.2 Déduction de l’équation pilote 


Le temps caractéristique d'évolution est a priori ~ ħ/|W]|, où W est un 
élément de matrice typique de W. On ne peut pas se satisfaire de la théorie 
des perturbations, qui n’est valable que pour des temps |W|t/h 1, alors que 
nous cherchons une théorie valable pour des temps longs. Deux points sont à 
souligner : 


1. Nous pouvons espérer une factorisation approchée au temps t, et pas 
seulement à t = 0 


par(t) = Palt) © r(t) + dpar(t) 


Palt) = Trr[par(t)] Pr(t) = Tra[par(t)] 
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En effet, comme R > A (le réservoir est beaucoup plus grand que le 
système), nous nous attendons à ce que 


\SPar(t)|/|Par(t)| <1 


Ceci revient à ignorer la réaction du système sur le réservoir et conduit 
à des équations irréversibles pour le système. 


2. Sur un temps t ~ Tą, les relations de phase entre A et R évoluent de 
~ |W\r*/h. Comme il y a perte de mémoire pour t À Tx, une phase 
typique ® effectue une marche au hasard, et pendant un temps t > Tx, 
elle effectue un nombre de pas ~ t/7,; son écart quadratique moyen 
vaut 


wey bt 
h 


A®?(t > 7.) & ( 

Ta T 
Lorsque |W|7./% « 1, on se trouve en présence de deux échelles de temps 
très différentes, une échelle de temps microscopique 7, et une échelle de temps 


macroscopique T 
h 2 


avec T > 74. On peut alors procéder à la “granulation” (18.27) de p sur un 
intervalle de temps At choisi tel que 7, < At € T. La condition fondamentale 
de validité est l’inégalité 


Wits 4 (18.58) 
A 
et si elle est vérifiée, on peut montrer rigoureusement!? que 
Te j 
~ WIT: Tx 
\5gan(t)| =O ( d ) -0 (2) (18.59) 
T 
2. 


Pr(t) = prit =0) +0 (2e) = pr(0) +O (=) (18.60) 


ce qui justifie la discussion qualitative donnée précédemment. En résumé, 
V’existence de deux échelles de temps très différentes, T et T4, avec T > Tx 
h2 


h 
Ta LK — KT 


SE cae 


est la condition cruciale de validité de l’équation pilote pour la granulation de 
p : rappelons que la dérivée par rapport au temps ne doit pas se comprendre 
comme limas_0 Ap/At, car la granulation lisse les variations de D sur des 


12. Cohen-Tannoudji et al. [1998], chapitre IV. 
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temps ~ Tą. On voit que le temps caractérisque naturel h/|WV] est très petit 
par rapport 47 : ce phénomène est appelé rétrécissement par le mouvement 
(motion narrowing), et il vient de ce que A est couplé à un grand nombre de 
modes indépendants. Compte tenu de (18.59) et (18.60), ’équation approchée 
pour p est 

dp 1 : 1 I = 1 

L=- | W Trr([W (0, WE), pat) pr0)]]) 

dt R2 Jo 
En effectuant la trace sur les variables du réservoir, nous obtenons une équa- 
tion du mouvement pour p qui dépend seulement de A et g (exercise 18.4.6) : 
dp 1 


ue, de” g(t") [A(t U)a(t — tA) — AW A(t — tAlt — €) -] + h.c. 


où h.c.= terme conjugué hermitien, et nous avons effectué le changement 
de variable t/ — t — t’. Cette équation est encore une équation intégro- 
différentielle qui contient des effets de mémoire et pas une équation pilote. 
Pour obtenir une équation pilote, nous observons d’après (18.53) que les temps 
t’ qui contribuent de façon significative à l'intégrale sont bornés par 74, t S Tx. 
La différence [p(t — t’) — p(t)] est donc bornée par 


pe- n-as o (ME) 


et nous pouvons remplacer f(t’ — t) par p(t) de manière cohérente avec les 
approximations précédentes : l’erreur commise est d’un ordre plus élevé dans 
le petit paramètre 7,/7. Prenant t >> Tą, nous pouvons envoyer la borne 
supérieure de l'intégrale à linfini et écrire 

dp Nr ha Ny x 

+ — z dt’ g(t IEC — t')p(t) A(t) — A(t) A(t — tP) + | + hue. 
Ceci met un point final à notre justification de l’approximation markovienne 
car l’équation pour ø est maintenant locale en t et ne dépend plus des condi- 
tions initiales. Il est commode (mais non indispensable) de revenir au point 
de vue de Schrédinger, où l’équation pilote pour p s’écrit finalement 


dp 


i 1 + 
D = -z [H4 e] + 5 (EPA + Ap Et — AEp — pE' A) (18.62) 
Vopérateur E étant donné par 
E= | g(t')A(-t')dt’ (18.63) 
0 


Toutefois, les équations (18.62) et (18.63) ne suffisent pas pour assurer l’exis- 
tence d’un sous-groupe dynamique. Il faut, en outre, pouvoir utiliser une ap- 
proximation séculaire : voir (18.68) et l'exercice 18.4.8. 
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18.3.3 Relaxation d’un système à deux niveaux 


Appliquons les résultats précédents au cas où le système A est un système 
à deux niveaux couplé à un bain thermique d’oscillateurs harmoniques indé- 
pendants : photons, phonons... Le hamiltonien libre H4 du système à deux 
niveaux est maintenant Ho (18.2) 
hwo 


Ha = Ho eae a (18.64) 


et notre objectif est de comprendre ses propriétés de relaxation. L’interaction 
systéme-réservoir W doit être capable d’induire des transitions entre les deux 
niveaux, et un choix possible est 


W = oR = 0% 5 (sr. + gha\) (18.65) 
x 


et par conséquent À = 04 = (04 +ao-). L'opérateur E (18.63) agissant sur le 
système à deux niveaux est 


E = a g(t')A(-t’) dt! = G4(wo)o4 + G_(wo)o_ (18.66) 


avec 


Cr) sue | 7 Jeet at! (18.67) 


où nous avons utilisé (18.23). Reportant (18.66) dans (18.62) et utilisant of. = 
o2 = 0, nous obtenons 


dp i 
qe — 3 ol: 
(G+ +G} oppo. — Go 63p-Gipo ei (18.68) 
+(G_+G*)o_po, -G_oro_p—G*poro- 
(G4 +G*)orpor + (G_ + G4 )o_po_ 


Utilisant l’invariance de la trace par permutation cyclique, nous pouvons vé- 
rifier que l’équation a été écrite de telle sorte que chacune des trois premières 
lignes est de trace nulle. La quatrième ligne ne contribue pas à l’évolution des 
populations (exercice 18.4.7), seulement à celle des cohérences. Mais même 
cette contribution aux cohérences peut être négligée à l’approximation sécu- 
laire, en utilisant le même argument que dans le § 5.3.2 : si nous revenons à 
dp/dt et au point de vue de l'interaction, ¢4(t) ~ exp(+iwot), et le dernier 
terme de (18.67) varie comme exp(+#2iwot). Il oscille donc très rapidement 
contrairement aux autres termes et on peut supposer qu'il est nul en moyenne. 
Ceci est un résultat général : si les termes de relaxation sont écrits sous la 
forme 


R 1 
dpi; > 
Pa = à Vijki Pkl 
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on peut montrer que les coefficients Ņijgı peuvent être négligés si’? lu; —wm| > 
T, hwy; = Ei — Ej. Cette approximation séculaire nous permet de justifier la 
forme des équations de Bloch (18.6) ; voir aussi l’exercice 18.4.8. 

Calculons explicitement G+(wo) 


G+(wo) = D In (o si t mo) 
À 


Wo — w + in wo +w + in 
(18.69) 
—i —i 
Gun) = Elat (mS +m +) 
: wo — wa — in wo + wy — in 
où 7 — OF. Utilisant la formule classique 
i P 
+ =i + rô(x) (18.70) 
TT 11) x 


où P désigne une valeur principale de Cauchy, nous trouvons pour G4 (wo) 


= (18.71) 
P P 
A=- : 1 
Tilak (m+ tm) 
tandis que G- (wo) est donné par 
1 
G_(wo) = 2 T_- iA_, 
te ony Iga nx0(w0 — wy), 
= (18.72) 


P p 
Anse e (mma) 
Liat (aga + tD 


En substituant les deux équations précédentes dans (18.68), en omettant la 
dernière ligne et en utilisant 


1 
040-=5 (+c), O04, = 


nous obtenons une équation pilote sous la forme de Lindblad 


d i 
ap = 5 Go + A)loz pl 
1 
To T4 (20,p0_ — {o_04, p}) (18.73) 
I 


u T- (20_ pox = {o+0-, p}) 


13. Voir Cohen-Tannoudji et al. [1998], Chap. IV, pour une discussion détaillée. 
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Soulignons que la forme de Lindblad ne peut être obtenue que si l’on effec- 
tue l'approximation séculaire, qui est valable à condition que la fréquence 
caractérisique wo du système libre soit très grande par rapport au taux de 
relaxation I : wọ >T. Cette condition est bien vérifiée en optique quantique 
où wo ~ 10! rad.s~! et T ~ 10% rad.s~!. En d’autres termes, la dynamique 
cohérente du système doit être rapide par rapport à celle de sa relaxation, et 
le systéme effectue un grand nombre de cycles pendant le temps de relaxation. 
Dans ces conditions, et si le spectre de Hy est non dégénéré, on peut montrer 
que les populations obéissent 4 un systéme fermé d’équations différentielles, 
les équations de Pauli (exercice 18.4.8, question 3). 
Les deux opérateurs de saut quantique de l’équation de Lindblad sont 


Dy = =R OS. L= = (18.74) 


Le déplacement d’énergie A (ou déplacement Lamb) 


p 
A=A_—A, = So [gx (2nx +1) (+ — i (18.75) 
x WG — WA Wo TW 
représente les corrections radiatives à la différence d’énergie hwo entre les 
deux niveaux provenant de l’interaction du système à deux niveaux avec le 
bain thermique d’oscillateurs. 

L’équation (18.73) généralise (18.22) obtenue à T = 0, où seule l'émission 
spontanée avait été prise en compte, et le déplacement Lamb ne pouvait pas 
être calculé. À température non nulle, on doit aussi prendre en compte l’ab- 
sorption de photons : le taux de relaxation T4 décrit les transitions |1) — |0) 
et T_ les transitions |0) — |1) (figure 18.2). Il est facile de vérifier (exer- 
cice 18.4.7) que IF = r4 +T- est le taux de relaxation des populations, tandis 
que celui des cohérences est ['/2 : la relation Tə = 2T est aussi valable à 
température non nulle. Dans le méme exercice, on montre qu’a la limite des 
temps longs, les populations des niveaux |0) and |1) sont donnés par la loi de 
Boltzmann (1.12), avec une température T égale a celle du bain thermique. 
Ceci confirme la cohérence de notre approche, car ce résultat montre que le 
systéme est en équilibre avec le bain thermique dans la limite des temps longs. 
La largeur totale [ est donnée explicitement par 


2 
r=; +r = = D Jal? (2na + 1)5(fiwo — hwa) (18.76) 
A 


Ceci est une vérification intéressante du calcul, car (18.76) peut être écrit sous 
la forme de la règle d’or de Fermi (8.152) : 
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r; T- 


Fic. 18.2 — Taux de transition r4} and T_. 


où D(fiwo) est la densité d’états du réservoir. Le rapport [,/l_ est donné 
par la loi de Boltzmann 

Dy ehw/keT 

Le 


L’équation pilote (18.73) nous permet d'écrire par inspection (en se souvenant 
de la correspondance a — a+, a! — c ; voir la note 7) la généralisation à 
T £0 de (18.36), qui donne l’équation pilote pour un oscillateur harmonique 
couplé au champ électromagnétique quantifié à température non nulle 


d i 1 1 
+ = = (Ho, p| + 5 T',[2apat — {aïa, p}] + 3 T_[2apa — {aa',p}] (18.77) 
Des démonstrations détaillées de cette équation se trouvent dans des livres 
d'optique quantique cités dans la bibliographie. 


18.3.4 Mouvement brownien quantique 


Notre dernier exemple sera celui d’une particule de masse M, couplée à 
un bain thermique d’oscillateurs harmoniques indépendants de masses mx et 
de fréquences wy. Ceci est un cas typique de mouvement brownien, où une 
particule lourde interagit avec des particules légères (molécules) d’un bain 
thermique, et où l’on peut identifier deux échelles de temps très différentes : 
l'échelle de temps T, typique du bain et l’échelle de temps T typique du mou- 
vement de la particule lourde, avec 7, & T. Caldeira et Leggett [1983] ont 
proposé un modèle spécifique pour A et AR, où A est une particule quan- 
tique libre!# se déplaçant dans un espace à une dimension, une simplification 
qui n’affecte pas la physique 


P? P2 1 
Har = — > = =D AX- KY 18. 
AR sar + - TN à Mywy ( x) (18.78) 


14. On peut aussi mettre la particule dans un potentiel U(X), par exemple un potentiel 
harmonique MQ? X?/2, voir (18.97). 
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(P, Py) et (X, X) sont les opérateurs impulsion et position de la particule 
et des oscillateurs. Les différents hamiltoniens sont 


P? 
Ti = => 
A= IM’ 
fa. ENES =X hwya\ay 
— \2mx 2 = E (18.79) 


1 
ve Ra aa] 


où les coefficients gx et « valent 


ga = 4/ imaw} /2 k= S maux (18.80) 
À 


A est ici l'opérateur position X de la particule brownienne, et CT désigne un 
“contre-terme”, ainsi appelé pour des raisons qui seront explicitées ci-dessous ; 
nous avons négligé l’énergie de point zéro des oscillateurs. Il semble que lin- 
variance par translation ait été brisée dans (18.79), mais ceci est bien sûr 
un artefact de la décomposition : ainsi que nous le verrons ultérieurement, la 
contribution du contre-terme non invariant par translation 


1 
HR, KX? (18.81) 


compense exactement une autre contribution provenant de l’interaction, d’où 
la dénomination “contre-terme”. La situation ressemble superficiellement à 
celle étudiée dans le § 18.3.3, mais il y a une différence importante. Dans le 
cas de l’optique quantique, le temps de relaxation 1/[ = r doit être grand 
par rapport au temps d'évolution cohérente de A : T > |w —w’| 1 = Ta, où 
w et w’ sont deux fréquences de Bohr typiques (exercice 18.4.8). La condition 
de validité de l’équation pilote pour le mouvement brownien est au contraire 
TA © Ts, où par exemple r4 ~ QT! si la particule est soumise à un poten- 
tiel harmonique MQ?X?/2_ : le temps typique de l’évolution cohérente doit 
être grand par rapport à la fréquence typique du réservoir. Ces conditions de 
validité sont résumées ci-dessous 


optique quantique : Ta KT, TA KT 
mouvement brownien : 7 K T, Tx K TA 


Il est commode pour des calculs analytiques simples (mais pas indispensable 
en principe) de prendre une limite haute température, où 
keT 
ny S na +1 ~x — > 1 
À À Ti 
Nous rappelons que les fréquences w\ sont très resserrées sur un intervalle 
~ 1/7, et les sommes sur À peuvent être remplacées par des intégrales. Les 
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résultats s’expriment en terme de la fonction spectrale J(w) 


=> 22 lga Sw — wa) = 5 > mail (& — wy) (18.82) 


Nous déduisons de ads et (18.82) les expressions de la partie réelle C(t’) 
et de la partie imaginaire y(t’) de la fonction d’autocorrélation g(t’) : 


2kgT [© d 
cé) = 2 | BE viet 
0 


T WwW 


A (18.83) 
"E | _ A(t’) dc 
x(t’) = ga. dw J(w)sinwt = oT dr 


Il nous faut maintenant choisir une forme spécifique de la fonction spectrale 
J(w). La fréquence caractéristique typique pour J(w) étant w, = 1/7,, nous 
choisissons une fonction J(w) s’annulant pour w >> w, : Ws joue le rôle d’un 
cut-off en fréquence. La forme la plus commode pour les calculs analytiques 
est celle de Caldeira and Leggett [1983] 


J(w) = Mywb(w, — w) (18.84) 


L'analyse dimensionnelle montre que y a les dimensions d’une fréquence, et 
donc d’un coefficient de viscosité, comme dans ù = —yv. Le choix J(w) x w 
assure que le coefficient de viscosité est indépendant de la fréquence. Nous nous 
attendons à ce que les résultats ne dépendent pas qualitativement de la forme 
précise de J(w), la seule caractéristique importante étant l'existence d’un 
cut-off en fréquence w,. Dans l'exercice 18.4.10, on montre que des résultats 
équivalents sont obtenus en utilisant 


Wy 


On peut relier y 4 un coefficient de diffusion D dans l’espace des impulsions 
grâce à la relation d’Einstein (15.75) D = MykpT. Avec le choix (18.84), 
C(t’) a une forme analytique simple 


sin est 


C(t’) = 2kpTMy (18.86) 


La fonction sin w,t’/7t’ exhibe un pic de hauton w,/M et de largeur + 1/w, = 
Tą at’ = 0, et elle devient une fonction delta dans la limite w, — oo. Nous 
appellerons 6.(¢’) une “fonction delta étalée” sur un intervalle de largeur de 
largeur ~ 7., et écrirons g(t) comme 


g(t) = 2D6,(t) + ihwô! (t) (18.87) 
Après ces préliminaires, nous sommes maintenant prêts à donner la forme de 
l'équation pilote (18.62), qui devient dans le cas présent 
dp i [ P? ifl sh 1 : 
= |——,p| — — |=KkX — — (Ep X +XpEt-XEp—pEtX 
Ew TE P| — (EPX + Xp p — pE'X) 
(18.88) 
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avec 
E= ls t)ar (18.89) 
L'opérateur X (t) est donné dans le point de vue de l'interaction par 
X(t')=e r Xe Ti X+ n (18.90) 
= exp | — xp |- =— | = — : 
P | 2Mh P |- 2Mh M 


un résultat que l’on déduit immédiatement de (7.67) si la dynamique est celle 
d’une particule libre. Les termes proportionnels à D dans le membre de droite 
de l’équation pilote font intervenir l'intégrale 


= Tat) | (x — z) p(t)X + X p(t) (x — z) 


— X (x — +) p(t) — p(t) (x — +) x| dt’ 


En raison de la largeur étroite de la fonction 6, (t’), les termes proportionnels 
à Pt'/M sont négligeables, et il nous reste le double commutateur 


-3 [X, [X, p(t)]] (18.91) 


Le terme proportionnel à My est 


Pi Py (18.92) 
—X |X —-— | plt t) | X — —— | X|de’ 
a a ptt) (x) x] 
Les deux intégrales dont nous avons besoin sont 
(i) f Ò (tE dt = —= 
0 2 
a 2a d /sinw,t w ue) 
ii 6! (t')dt = dt’ — — | =- 
w f'acar- f awg (es) - 2 


L’équation (18.92) peut être écrite comme la somme de deux termes. Le pre- 
mier, qui dépend de (i), est 


L Ix, {P o0) (18.94) 
et le second, qui dépend de (ii) est 


iM yw. 
Th 


[X*, PE] 


É KX? p(t) (18.95) 
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car dans le modèle de Caldeira-Leggett, x est donné par 


2 Ted 2M yw. 
nia? Ey 
À 0 


T Ww T 


Dans ces conditions, la contribution de Hor (18.81) à l’évolution de l’opéra- 
teur statistique compense exactement (18.95). Il suffit maintenant de reporter 
(18.91) et (18.94) dans (18.88) pour obtenir le résultat final, qui est une équa- 
tion pilote pour une particule brownienne quantique 


L’équation (18.96) est un résultat fondamental de la théorie des systèmes 
quantiques ouverts. On observe que cette équation n’est pas du type de Lind- 
blad; on peut néanmoins montrer qu’elle préserve la positivité de p et se 
ramène à une équation de Lindblad en ajoutant des termes négligeables dans 
une limite de haute températurel®. Les trois termes du membre de gauche de 
(18.96) s’interprétent comme suit : 


1. Le premier terme est un terme d’évolution libre, (—i/h)[Ha, p(t)]. 
2. Le deuxiéme terme est un terme de frottement. 


3. Le troisième terme correspond à une diffusion, et c’est ce terme qui 
conduit à la décohérence. 


Il est possible de déterminer la solution du modèle de Caldeira-Leggett lorsque 
la particule est soumise à un potentiel harmonique MQ?X?/2. On peut en 
fait écrire une solution exacte!® au temps t 


se — -; a + 5 MO?(t)X?, olt) z a) [X, {P, p(t)}] 
D(t) 


h2 


(18.97) 
x, x, 2601] - Č [x, pol] 


Le dernier terme est appelé terme de diffusion anormale, qui est négligeable 
dans la limite des temps longs. Les fonctions Q(t), D(t), y(t) et f(t) s’ex- 
priment sous forme d’intégrales que l’on doit en général calculer numérique- 
ment, sauf lorsque t — co, auquel cas une expression analytique est parfois 
disponible. 


15. Breuer et Petruccione [2002], chapitre 4. 

16. Le probléme étant linéaire (les équations du mouvement sont linéaires), il n’est 
pas surprenant que l’on sache écrire une solution exacte qui s’obtient par des méthodes 
d’intégrale de chemin. 
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18.3.5 Décohérence d’un paquet d’ondes 


Supposons que nous partions d’une superposition de deux paquets d’ondes 


gaussiens centrés à x = +a et de largeur o <a 
i ṣi (x — a)? (x +a)? 
~x — | — — ——— exp | ——— 18. 
olx) T (=) (el 552 | + exp| 202 J) (18.98) 


La transformée de Fourier donne la distribution de probabilité en impulsion 


20 o?p? pa 
x(n) 2 2 
|2(p) |? = ih exp (- F2 ) cos” — (18.99) 


On observe des oscillations rapides de période rñ/a & h/o à l’intérieur d’une 
enveloppe gaussienne, en raison de la cohérence des deux paquets d’ondes. 
Avant d'exploiter (18.96), donnons une explication qualitative de la décohé- 
rence. La particule brownienne subit un grand nombre de collisions avec les 
particules légères (molécules) dans le bain thermique. En raison de ces col- 
lisions, la particule brownienne effectue une marche au hasard dans l’espace 
des impulsions!” avec un coefficient de diffusion D (15.75), et la dispersion en 
impulsion Ap est donnée par 


Ap? = 2Dt (18.100) 
Chacun des pics dans |¢(p)|? s'élargit sous l’effet des collisions, et ces pics 
vont être complètement brouillés au bout d’un temps Tgec que l’on évalue à 


partir de (18.100) 


ou encore 


(18.101) 


Pour étudier quantitativement l’évolution du paquet d’ondes, on se reporte à 
(18.96), en utilisant le fait que les temps courts sont dominés par la diffusion 


(18.102) 


Le coefficient de diffusion est D = MykpT (15.75) et Ar est la longueur 
d’onde thermique (14.87) 


h 
(p= ao 
T SrMkT 


17. Que l’on ne doit pas confondre avec une diffusion dans l’espace des positions ! 
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La figure 18.3 montre l’évolution de la matrice statistique : à t = 0, on observe 
des pics à x = +a et x’ = +a, mais pour t > Tec, les pics à {x = a, x! = —a} 
et {x = —a,x’ = a} ont disparu. Il reste un mélange statistique de deux 
paquets d’ondes : la décohérence a “transformé” la superposition linéaire en 
mélange incohérent!8. Les états propres de l'opérateur position X ne s’in- 
triquent pas avec l’environnement : ce sont des états pointeurs. 


Fic. 18.3 — Évolution temporelle de la matrice statistique pour la superposition de 
deux paquets d’ondes. Figure de gauche : t = 0. Figure de droite : t >> Tgec. D’après 
Zurek [1991], reproduit avec l’aimable autorisation de W. Zurek. 


L’expérience d’interférences avec des molécules lourdes (§ 17.3.5) illustre 
cette décohérence : on constate sur la figure 17.6 (partie supérieure) que les 
interférences sont de plus en plus brouillées quand la pression du gaz résiduel 
augmente. Les molécules lourdes effectuent une marche brownienne dans le 
gaz, et les paquets d’ondes émis par les deux fentes d’Young perdent leur 
cohérence. 


18.4 Exercices 


18.4.1 La transposition n’est pas complètement positive 


Soit HA et Hg, deux espaces de Hilbert de dimension d. Considérons l’état 
intriqué de façon maximale 


N 
1 
lpaB) = 7 2 ImA 8 mp) 


et l'opérateur statistique correspondant pag = |paB)(vag|. L'opérateur de 
transposition T4 dans H4 est défini par son action sur pap : 


(Ta © In)pas = pan = 57 DU) (l)a (m')(n'l) 


18. Les guillemets rappellent qu’il s’agit d’un mélange impropre, voir la discussion du 
§ 11.1.4. 
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Si l’on définit M = Np’,,, montrer que l’application de M sur un vecteur 
\p4 @ YB) a pour résultat 


N\pa 8 dB) = |va 8 YB) 


Montrer que M? = 1. Écrire la forme explicite de M dans le cas d = 2: la 
matrice correspondante est appelée “matrice SWAP”. Montrer, d’abord dans 
le cas d = 2 et ensuite dans le cas général, que W doit avoir des valeurs propres 
négatives. 


18.4.2 Représentation de Kraus pour le modèle 
d’émission spontanée 


1. On reprend le modèle pour l’émission spontanée du § 11.4.3, la loi pour 
les sauts quantiques étant 


Uar|04 @ 0x) = |04 8 02), 
Uag|14 @ Or) = V1—p |14 @ 0) + VP [04 @ 1x) 


Écrire les opérateurs de Kraus Mo et M1, en déduire K(p) et retrouver la loi 
d'évolution (11.87) pour les populations et les cohérences. 

2. Partant de (18.15), utiliser la méthode du § 11.4.3 pour obtenir direc- 
tement X(p). 


18.4.3 Modèle de dépolarisation 


Dans cet exercice, Hpg est de dimension 4 et une base orthonormée est 
formée par un état de référence |0#) et trois états jig), i = 1, 2, 3; Ha est 
de dimension 2. La loi pour les sauts quantiques est définie par 


3 
UaglpA 808) = 1 -p [va @ 0x) + VE [Sia ®@Iz)|~a @ iz) 
i=1 


Montrer que les opérateurs de Kraus sont 


Vérifier >’, M iM, = I et calculer K(p). Montrer que l’évolution peut s’écrire 
en fonction du vecteur de Bloch : si 


1 > 


alors i 
Uan v-Q-2\e 
K(p) = 5(1+4 0’) r= (1 aD 


Pourquoi peut-on parler de modèle pour la dépolarisation ? 
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18.4.4 Amortissements de phase et d’amplitude 


1. Examinons le modèle suivant d’amortissement simultané de phase et 
d’amplitude pour un système à deux niveaux. Les trois opérateurs de Kraus 
sont donnés par 


MG) MG) Gi) 


Vérifier que 
2 
AM. = 
XO MİM, =I 
p=0 
Quelles sont les restrictions sur À et y? 
2. Montrer que l’opérateur statistique transformé K[p] est 


( Poo + YP11 on 
povl=à=7 pull-7) 


3. Quel est le résultat après n itérations de l'opérateur de Kraus ? Posant 


Tt At 
y==, AES, 
n n 


n > 1 


montrer que 


p(t) = ( 1—pue™ Los 


pe A+T2 pyre T" 
Quels sont les temps de relaxation Tı and Tə ? Vérifier que To < 27). 
18.4.5 Détails de la preuve de l’équation pilote 
1. Vérifier que si p4r(0) = pa(0) @ pr(0), alors 
Tr (W(t), par(0] = [A(é), pa (0)]Tr (R(t) pr (0)) = 0. 
2. Compléter les détails du calcul conduisant à (18.62). Suggestion 
g(t — t') = Tr [R() RO’) pr (0)] = Tr [RC ) pr (0) RO) 
Pour le passage du point de vue de l'interaction à celui de Schrödinger, utiliser 


dọ i 


, dõ . 
_ iHat/h OP —iHat/ħ 
d R ° i 


H 
(HA, p] + dt 
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18.4.6 Superposition d’états cohérents 


Nous nous proposons d’étudier la décohérence d’une superposition de deux 
états cohérents dans le modèle d’oscillateur harmonique amorti du § 17.2.3. 
L’évolution temporelle de l’opérateur statistique est donné par (18.36) : 
dp i 


1 + 
qe = Hoel + ST [2apa' — {a'a, p} 
Dans cet exercice, il est instructif de conserver la partie Ho de l’évolution. 
1. Considérons deux états propres |n} du hamiltonien libre Hp = woata, 
et Soit Pnm, les éléments de matrice (n|p|m) de p. Montrer que les éléments 


de matrice diagonaux pnn obéissent à 


dpnn 
dt 


= NT pan + (n+ 1)Tpn+1n+1 


Donner l'interprétation physique des deux termes de cette équation. Donner 
des arguments permettant d'interpréter [ comme le taux d'émission d’un 
photon (ou d’un phonon). Quelle est l'équation d'évolution des cohérences 


Pn+ijn? 
2. Introduisons la fonction C(A, A*;t) par 


C(A, à*; t) = Tr (per e-*a) 


Montrer que les dérivées partielles par rapport à À ont l'effet suivant à l’inté- 
rieur de la trace 


a a 
+ jj dt 
aa S? (+ x) rte 


Suggestion : utiliser l'identité (2.72) pour commuter exp(Aaï) et exp(—A*a). 
Quelles sont les identités correspondantes pour 0/0X* ? 
3. Montrer que C(A, A*; t) obéit à l'équation aux dérivées partielles 


ð | S o r.. o GN a 
a+ (5 io) dma. Ga ao C(A, A*;t) = 0 


Cette équation se résout par la méthode des caractéristiques. La solution est 
(à démontrer ou à vérifier) 


C(A, \*;t) = Co(Aexp[—(I'/2 — iwo)t], A* exp[—(I'/2 + iwo)t]) 


avec 


C(A, \*;t = 0) = Co(A, A*) 


4. Supposons que l’état initial à t = 0 soit un état cohérent |z) 


|z) = e 27/2 @zat |) 
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Montrer que dans ce cas 
Co = exp(Az* — À*2), 

et que cet état est devenu au temps t l’état cohérent |z(t)) avec 
z(t) = ze ivote-Tt/2 


En conséquence, un état cohérent reste un état cohérent quand I 4 0 (com- 
parer avec (10.38)), mais |z(t)| — 0 pour t > 1/T. Dans le plan complexe, 
z(t) décroît en spirale vers l’origine. Comme I < wo, on observe un grand 
nombre de tours autour de l’origine. 


5. Considérons maintenant une superposition de deux états cohérents à 
t=0: 


|®) = c1|z1) + c2l22) 
Montrer qu’a t = 0 
Croft = 0) = Tr (I21)(zale**"e-*"2) = (aa) 3e "4 
Quelle est l'interprétation de Ci2(t) ? Définissons 


(22121) 


LE PGO) 


et écrivons Ci2(t) sous la forme 
Cut) = n(t)(z2(t)|z1(t)) 02M eV aA) 


Montrer que 


1 Tr 
In(t)| = exp 514 zə? (1 er) ~ exp EE = all 


où la dernière expression est valable pour Tt < 1. Le temps de décohérence 
est donc 
2 


Tdec = Tja = PRE 

6. Choisissons zı = 0 (état fondamental de l’oscillateur) et z2 = z. D’après 
la question 1, le temps moyen pour l'émission d’un photon est ~ (I'|z2|?)~!. A 
partir de la trace sur l’environnement (ici le champ de rayonnement), justifier 
le fait que la cohérence entre les composantes 21 = 0 et z de |®) est perdue 
après l’émission spontanée d’un seul photon. 
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18.4.7 Dissipation dans un système à deux niveaux 


1. Partant de (18.68), déduire les équations d’évolution pour les éléments 
de matrice de l’opérateur statistique p : 


d 

= = (G4 + G4)pu — (G_ + G*) poo 

d 

oa = iwopor — (G4 + G_) por + (G+ + G*) pio 


La dernière ligne de (18.68) ne contribue donc pas à l’évolution des popula- 
tions. 

2. Montrer qu’à l’approximation séculaire, on peut négliger le terme (G+ + 
G* ) pio dans l’évolution de po1. Dans le cadre de cette approximation, récrire 
les équations d'évolution en terme de T'+ and A+ (18.71)-(18.72). Vérifier que 
le taux de relaxation est T = r} +T_ pour les populations et ['/2 pour les 
cohérences. 

3. A partir des expressions de F4 et F_, montrer qu’à l'équilibre les po- 
pulations des niveaux |0) et |1) sont 


OT 


T+ 
Po = T ER 


Mr 


et que leur rapport est donné par la loi de Boltzmann 


18.4.8 Approximation séculaire et équation de Lindblad 


1. On écrit l'interaction systéme-réservoir (18.47) sous la forme générale!’ 


W=) Aa ® Ro 


Partons de la représentation spectrale de H1 
HA = 5 E P(e) 
E€ 


où P(e) est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre € pour définir 
l'opérateur Aa(w) par 


Aalw)= X. Ple)AaP(e’) 
e/—e=hw 


Montrer que 
[Ha, Aa(w)] = —hwAa(w) 


19. Breuer et Petruccione [2002], chapitre 3. 
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Les opérateurs 4,(w) sont les “opérateurs propres” de H4. Le commutateur 
ci-dessus généralise 


ji 1 
|- : hwo, oz] = Fhwo+ ou [hwa'a,a] = —hwa 


2. On généralise (18.66) en écrivant 


GP w) = i‘. dt’ Tr [Ra(t)Ra(t — t')pr(0)) e" 


Montrer que l’équation d’évolution de p est 


n =) J as? w) [AoA Al (w!) — At (w) Agw A)| + hc. 


ww’ a,B 


L’approximation séculaire consiste à omettre tous les termes tels que w 4 w. 

3. Une fois faite approximation séculaire, montrer que les populations 
Pnn(t) = p(n, t) vérifient l’équation de Pauli à condition que le spectre de Hy 
soit non dégénéré 


Š pln: t) = S-[W(nhm)p(m, t) — W(min)p(n. t) 


m 


Donner l’expression des coefficients W(m|n). 


18.4.9 Modèles simples de relaxation 


1. Dans le premier modèle, un atome à deux niveaux A est préparé dans 
une superposition des états fondamental |04) et excité |14) au temps t = 0. 
Le champ électromagnétique est supposé dans son état fondamental (le vide) 
|Om), de sorte que le vecteur d’état initial est 


IT (t = 0)) = (àl04) + u]14)) 8 |02), JA? + la? = 1 


Guidés par la méthode de Wigner-Weisskopf (Appendice B), nous écrivons le 
vecteur d’état au temps t comme 


IT (t)) = à|04 @ Og) + aul04 @ 18) + ue t/t] 4 @ 0p) 


où |14) est un état à un photon normalisé. Utiliser la conservation de la norme 
|| (t)||? = 1 pour calculer a et déduire de ce calcul les élements de matrice de 
l'opérateur statistique au temps t. Comparer avec les modèles d'amortissement 
de la section 18.2 et trouver les opérateurs de Kraus. Montrer que To = 271. 

2. Dans le second modèle, l’état |1) est supposé stable, mais la fréquence 
de résonance dépend du temps. Ceci sera le cas par exemple en RMN, où un 
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spin 1/2 est soumis à un champ magnétique fluctuant Bo(t). Le vecteur d’état 
du spin est au temps t 


(WC) = X(DI0) + (DID) 
avec A(t) et u(t) donnés par 
iM) =D A= oe) A0) = do, (0) = Ho 


La solution est 


A(t) = Ap exp (5 [avr u(t) = Ho exp (-5 [ oar) 


On suppose que wo(t) est une fonction aléatoire gaussienne dont la fonction 
d’autocorrélation connexe est 


C(t’) = (wolt + t’)wo(t)) — (wo)? 


où (e) est une moyenne d’ensemble sur toutes les réalisations de la fonction 
aléatoire. Supposant aussi que 


montrer que les populations po et p11 sont indépendantes du temps, mais que 
les cohérences sont données par 


por (t) = por (t = 0) Hot e707, t>T. 


18.4.10 Un autre choix pour la fonction spectrale J(w) 


Au lieu de (18.84), on utilise un autre choix de fonction spectrale J(w), 


à savoir 5 


w 
ha Myg = 
(w) W apu 
Montrer que la partie réelle C(t) de la fonction d’autocorrélation est 
C(t) = kpT Myw,e ®t 


Montrer que toutes les étapes conduisant à (18.96) restent valables avec cette 
nouvelle fonction spectrale. 


18.4.11 L’équation de Fokker-Planck-Kramers pour une 
particule brownienne 


1. Déduire de (18.96) l'équation aux dérivées partielles (Fokker-Planck- 
Kramers) pour la distribution de Wigner (12.116) w(x, p; t) : 


ðw p Ow 0 Ow 
es E ei D 
Ot = M Ox "8p ip] + Op? 
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2. Intégrer sur x pour obtenir une équation de Fokker—Planck pour la 
densité de probabilité w,(p; t) 


Ow o 3w 
7 [pwp] + Dap 


Ot | Op 
Montrer que dans la limite des temps longs w, est une distribution de Maxwell 
et retrouver la relation d’Einstein entre y et kpT. 


18.5 Bibliographie 


Ce chapitre s’est inspiré des sources suivantes : Peres [1993], chapitre 9, 
Preskill [1999], chapitre 3, Nielsen et Chuang [2001], chapitres 2 et 8, 
Dalibard [2003], Haroche et Raimond [2006], chapitre 4 et Breuer et Petruc- 
cione [2002], chapitres 3 et 4. Levitt [2001], chapitre 16 étudie les mécanismes 
de relaxation en RMN. Le concept de systéme quantique ouvert est largement 
utilisé en optique quantique : voir par exemple Carmichael [1993] ou Scully 
et Zubairy [1997]. Les effets de mémoire et le mouvement brownien sont étu- 
diés en détail par exemple dans Foerster [1975], chapitres 1 à 6 ou Le Bellac 
et al. [2004], chapitre 9. Le modéle du § 18.3.4 a été proposé par Caldeira 
et Leggett [1983]; voir également Cohen-Tannoudji et al. [1998], chapitre IV. 
On trouvera des références récentes sur le modéle de Caldeira-Leggett dans 
l’article de revue de Zurek [2003]. 


Chapitre 19 


Physique quantique relativiste 


Jusqu’a présent, nous avons uniquement considéré le cas ot les particules 
de masse non nulle, électrons, protons, atomes... avaient un vitesse v faible 
par rapport à la vitesse de la lumière : v < c. Les seules particules “rela- 
tivistes" que nous avons prises en compte étaient les photons, particules de 
masse nulle se déplaçant à la vitesse de la lumière. Le groupe d’invariance de 
la physique non relativiste est le groupe de Galilée, et l’équation de Schrédin- 
ger est “covariante de Galilée" : elle a la même forme dans tous les référentiels 
galiléens. Pour passer au cas de la relativité restreinte, la premiére idée qui 
vient à l’esprit — et c’est effectivement celle qui fut explorée par les pionniers 
aux alentours de 1925/1930 — est de construire une généralisation relativiste 
de l’équation de Schrédinger, c’est-à-dire une équation à une particule qui soit 
covariante de Lorentz, et non de Galilée. Cette idée est a priori pertinente, 
mais elle ne peut être poussée à son terme : toute équation d’onde relativiste à 
une particule se heurte à des difficultés d'interprétation insurmontables et ces 
équations d’onde doivent être réinterprétées dans le cadre d’une théorie quan- 
tique des champs donnant la possibilité de créer et d’annihiler des particules. 
C’est après tout logique : la relativité restreinte permet la conversion d’éner- 
gie cinétique en énergie de masse et vice versa, et une équation qui prétend 
décrire une particule unique ne doit pas être compatible avec cette relativité. 

Nous avons pu mesurer dans les chapitres précédents, et en particulier dans 
les chapitres 7 à 9, l'importance des considérations de symétrie et de groupe 
d’invariance. Le groupe d’invariance de la physique relativiste est le groupe 
de Poincaré, combinaison des translations d’espace-temps et des transforma- 
tions de Lorentz, aussi appelé groupe de Lorentz inhomogène. La section 19.1 
donne les résultats de base sur les groupes de Lorentz et de Poincaré. La 
section 19.2 décrit l’analyse de Wigner des représentations irréductibles du 
groupe de Poincaré, analyse qui conduit au résultat fondamental suivant : 
les particules élémentaires sont caractérisées par leur masse et leur spin, car 
ce sont les propriétés qui servent à étiqueter les représentations irréductibles. 
On met ainsi en lumière le lien profond entre ces propriétés et le groupe 
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d’invariance sous-jacent. La section 19.3 est consacrée à la construction de 
l'équation de Dirac, équation d’onde relativiste pour les particules de spin 1/2, 
et à sa solution dans le cas de l’atome d’hydrogène. La section 19.4 décrit les 
propriétés de symétrie et la dernière section est une courte introduction à la 
quantification du champ de Dirac. 

NB : Dans ce chapitre nous utilisons un système d’unités tel que A = c = 1. 


19.1 Les groupes de Lorentz et de Poincaré 


19.1.1 Transformations de Lorentz spéciales 


En relativité restreinte, les transformations de Lorentz (ou plus précisé- 
ment les transformations de Lorentz spéciales) permettent de passer d’un 
premier référentiel d’inertie à un second se déplaçant par rapport au premier 
avec une vitesse uniforme v. Dans le cas particulier d’une vitesse dirigée sui- 
vant Oz, les coordonnées de temps t et d’espace (x,y,z) d’un événement se 
transforment suivant la loi (rappelons que c = 1) 


es t— vz 
V1—v? 

sn a: (19.1) 
V1—v? 

waa y =y 


où t, x,y,z sont les coordonnées de l'événement dans le premier référentiel, 
t, x',y', z" ses coordonnées dans le second. L’équation (19.1) définit une trans- 
formation de Lorentz spéciale (ou transformation de Lorentz pure, aussi ap- 
pelée boost) de vitesse v le long de laxe Oz. La transformation (19.1) est 
une transformation passive : le même événement est vu dans deux référentiels 
différents. 

Au lieu de la vitesse v, il est plus commode de paramétrer la transformation 
de Lorentz (19.1) à l’aide de la rapidité n = tanh v. Sous forme matricielle, les 
deux premières lignes de (19.1) deviennent 


4 coshn —sinhn \ /t 
(o) 7 (< sinhn coshn ) \z (19.2) 
Pour déduire (19.2) de (19.1), nous avons utilisé les identités de trigonométrie 
hyperbolique 
! tanh 
-= sinh 7 = SAn 
1 — tanh’ 7 1 — tanh? n 


L’avantage de la rapidité est d’être un paramètre additif : la composition d’une 
transformation de Lorentz spéciale de rapidité 7 et d’une seconde transforma- 
tion spéciale de rapidité 7” (le long d’un même axe!) est une transformation 


cosh 7 = 
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de Lorentz de rapidité n” = 7+ 17. En effet, en multipliant deux matrices 
de type (19.2) et en utilisant des identités de trigonométrie hyperbolique, on 


obtient 
t”\ _ f coshy’ —sinhn’ coshn —sinhn\/ft 
z!) \ =sinhy! coshn’ —sinhn coshy z 
__f cosh(n +n) —sinh(n+7)\/ft 
© \=sinh(7 +n’) cosh(n +n) / \z 


La transformation (t, z) — (t”, z”) est donc de rapidité n” = n’ +n. Contraire- 
ment à la rapidité, la vitesse n’est pas un paramètre additif, et la loi d’addition 
des vitesses 


/ 
n U+U 


| 1+uv 
est complexe parce que c’est une loi d’addition de tangentes hyperboliques. La 
paramétrisation des transformations de Lorentz par les vitesses serait l’ana- 
logue d’une paramétrisation des rotations par les tangentes des angles au lieu 
des angles de rotation eux-mêmes, ce qui serait manifestement un assez mau- 
vais choix. Compte tenu de 


cos in = cosh n sin in = isinhin 


et bien que cette observation ne soit pas particuliérement utile pour la suite, on 
voit d’ailleurs que l’équation (19.2) peut être interprétée comme une rotation 
d’angle imaginaire in dans le plan (it,z). Le passage à un temps imaginaire 
est appelé rotation de Wick (voir la note 5 du chapitre 12). 


19.1.2 Produit scalaire de Minkowski 


L'observation suivante sera fondamentale pour ce qui suit : la quantité 
(t? — z?) est invariante par toute transformation de Lorentz spéciale le long 
de Oz 

gt —2? (19.3) 


identité qui se déduit de (19.2) et de (cosh? 7 — sinh? n) = 1. On généralise ce 
résultat en considérant un second événement de coordonnées (t1, z1) dont les 
coordonnées transformées de Lorentz sont (t1, z1). Si À est un nombre réel, la 
quantité (t + At,)? — (z + Az1)? doit être invariante par cette transformation, 
ce qui montre que 

Ut — 2/2, =tthi-22 (19.4) 


Une transformation de Lorentz le long de Oz conserve donc non pas le produit 
scalaire habituel dans un espace euclidien (t, z) qui serait (tt; +221), mais le 
produit scalaire de Minkowski (tt, — z 21). 

Introduisons maintenant les notations quadri-dimensionnelles de la rela- 
tivité retreinte. Un ensemble (t,x,y,2) = (t,r) = (t, Z) d’une coordonnée 
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de temps et de trois coordonnées d’espace définit un point de l’espace-temps 
spécifiant les coordonnées d’un événement, et le vecteur joignant l’origine à 
ce point est appelé quadrivecteur, que l’on représentera par le symbole x. La 


composante de temps d’un quadrivecteur est indicée par un exposant 0 et les 


coordonnées d’espace sont indicées par un exposant latin à — 1, 2, 3. Avec 
ces conventions 


x = (t,2,y,2) = (a°,2,2°, 2) (19.5) 


Les quatre coordonnées sont notées collectivement par un exposant grec p 
variant de 0 à 3 : —=0, 1, 2, 3 


x" = (x°, x1, x°, x°) (19.6) 


Les composantes (19.6) de x” sont appelées composantes contravariantes du 
quadrivecteur. Une transformation de Lorentz spéciale de rapidité ņ le long 
d’une direction À s’écrit avec cette notation 

x’? = x° cosh n — Z - ù sinh n 

x =a! — (Z -AJ + [(Z- A) cosh n — z? sinh nû’ (19.7) 
En effet, la composante de # dans la direction À est le produit scalaire tridi- 
mensionnel # - À : si À = 2, alors Z- À = x3(= z) et l’on retrouve bien (19.2). 
Le membre de droite de (19.7) est une combinaison linéaire des composantes 
x” du quadrivecteur x et peut s’écrire sous forme matricielle 


(19.8) 


Examinons la quantité (x°)? —#? : elle est invariante par toute transformation 


de Lorentz spéciale (19.7) ainsi que par toute rotation d’espace. Elle est donc 
invariante par toute combinaison de rotations et de transformations de Lorentz 
spéciales, et nous appellerons transformation de Lorentz! toute combinaison 
de ce type en généralisant la notation (19.8) a l’ensemble des transformations 
de Lorentz. Par définition, une transformation de Lorentz (19.8) laisse inva- 
riant le produit scalaire de Minkowski de deux quadrivecteurs x et y défini 


~ 


par 


(19.9) 


1. Comme nous le verrons d’ici peu, il s’agit plus précisément des transformations du 
groupe de Lorentz connexe. 
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Afin d'écrire commodément ce produit scalaire de Minkowski’, introduisons 
le tenseur métrique, ou simplement métrique de Minkowski guv 


goo = 1 Jii = —1 Joi = 0 gi =0 si i#j 


Autrement dit, guv est représenté par la matrice diagonale 
Juv = diagonal (1, —1, —1, —1) (19.10) 


Le produit scalaire (19.9) devient alors 
3 
r- y= 5 LY guot” (19.11) 
i py =0 


La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés que nous adop- 
terons par la suite, sauf en cas d’ambiguité possible, permet de simplifier 
Vécriture : avec cette convention, la sommation © qui porte sur un indice en 
haut et un indice en bas est supprimée dans (19.11) qui devient 


YV 
Ty =a gyt 


Un quadrivecteur x est de genre temps si x? > 0, du genre espace si x? < 0 et 


du genre lumière si x? = 0. On définit aussi les composantes covariantes x, 
d’un quadrivecteur par 

Ly = ut Zo=2 a= x’ (19.12) 
ce qui permet de récrire (19.11) 


— pl 
T'Y =T Yu 
La distinction entre composantes contravariantes et covariantes d’un quadri- 


vecteur est plutôt triviale en relativité restreinte, mais elle devient essentielle 
en relativité générale. Le tenseur g”” est défini par 


gt” = gt gap 9” 


et g}” = diagonal(1,—1,—1,—1). La dérivée partielle par rapport à x", 
0/0x! = ð, est un vecteur covariant 


D -(2.3\_(2.2 2 2 
E AIP © (x0 ðr!’ Ax?’ ðr? 
2. Le lecteur doit être prévenu qu’il existe deux conventions pour guv, celle utilisée dans 
ce livre, ou métrique de la côte Ouest (des USA) et celle où guy = diagonal (—1, +1, +1, +1), 


ou métrique de la côte Est. La convention adoptée dans le présent texte permet de faire 
l’économie de multiples signes moins. 
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Il convient d’être très attentif au signe dans l'équation suivante : si V” = 
(V°, V) est un champ vectoriel V“ (a), alors 


ð, V" = 7 +V.V = av + VV (19.13) 


Il est important de se convaincre que le signe devant la partie spatiale vey 
est (+), et non (—) comme dans (19.9)! 
19.1.3 Groupe de Lorentz connexe 


Compte tenu de l’invariance du produit scalaire de Minkowski 


2g 


l’équation (19.10) montre que la matrice 4 x 4 A définie en (19.8 
A` IAA, = Juv 


Nous appellerons de façon générale transformation de Lorentz toute transfor- 
mation de type (19.8) qui vérifie ’équation ci-dessus, que nous récrivons sous 


forme matricielle 
AT gA =g (19.14) 


où AT est la matrice transposée de A. Les transformations A définies par 
(19.14) forment un groupe. En effet, si A et A sont deux transformations 
obéissant à (19.14), il en est de même de leur produit AA 


(KA)? g(KA) = ATK’ gKA = ATgA =g 


De plus, l’inverse A~ ainsi que la matrice transposée AT vérifient également 
(19.14), et on remarque que l’équation donnant l'inverse A~! de A est 


Aa gATg (19.15) 


Cette équation se substitue a celle valable pour les matrices orthogonales : 
A-!'= AT, par exemple les matrices de rotation. 

Prenant le déterminant de (19.14) et tenant compte de det g = —1, on en 
déduit det A = +1. D’autre part, l’examen de la composante 00 de (19.14) 
conduit à la relation 


3 


(AG)? T Daio)? = 


i=1 
qui montre que |A%| > 1. Ces deux remarques permettent de classer les trans- 
formations de Lorentz en 4 sous-ensembles 


(1) detA =1 ASÍ 
(2) detA=1 A9 < 1 
(3) det A = —-1 A >1 
(4) det A = —1 A <- 
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Les transformations de type (2) et (4) contiennent un changement de signe 
du temps, tandis que les transformations (3) et (4) contiennent une inversion 
d'espace à — —7. Les transformations de type (1) forment un sous-groupe 
du groupe de Lorentz, le groupe de Lorentz connexe noté Ll, et sauf mention 
explicite du contraire, nous allons nous limiter à ces transformations. La pro- 
priété fondamentale du groupe de Lorentz connexe est que tous ses éléments 
peuvent être reliés de façon continue à l'identité, ce qui n’est manifestement 
pas le cas pour les transformations (2), (3) et (4) : on ne peut pas passer 
continûment de det A = +1 à det A = —1, pas plus que de AÌ > 1 à A% < —1. 
Nous montrerons ultérieurement que toute transformation du groupe de 
Lorentz connexe foal est le produit d’une rotation par une transformation 
de Lorentz spéciale. 

Pour passer au groupe de Lorentz inhomogéne, ou groupe de Poincaré P, ou 
plus précisément au groupe de Poincaré connexe P|, on ajoute les translations 
de a” 


ge = ah + AM oY (19.16) 


La translation s’effectue aprés la transformation de Lorentz. La loi de com- 
position de deux transformations du groupe de Poincaré (a, A) et (@, A) est 
donnée par 
NU _ =p a" 1V js ré Vp v 
r =T +AA, =a? HA (Aa +0”) 


= Li Li 
=a 4+ Aa + NA x? 


et la loi de groupe de Pl est donc 


(a, A)(a, A) = (@+ Aa, AA) (19.17) 


19.1.4 Relation avec le groupe SL(2,C) 


Nous avons vu (chapitre 7 et exercice 7.5.2) qu’il existait une relation re- 
marquable entre le groupe des rotations SO(3) et le groupe SU (2) des matrices 
2 x 2 unitaires et de déterminant unité : à toute rotation R correspondent 
deux matrices +V(R) de SU(2) telles que la loi de groupe soit respectée au 
signe prés 


V(R1) V(R2) = £V(Ri Ro) (19.18) 


Nous avons utilisé la notation V pour les matrices de SU(2), car U est ré- 
servé pour un usage ultérieur. Mathématiquement, on dit qu'il existe un ho- 
momorphisme de groupe entre SO(3) et SU(2). Contrairement au groupe 
des rotations SO(3), le groupe SU(2) est simplement connexe : il est appelé 
groupe de revétement universel de SO(3). Les deux groupes sont identiques 
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dans un voisinage de Videntité et ils ont donc la même algèbre de Lie. Repre- 
nons l'exercice 7.5.2 avec les notations du présent chapitre : soit x, la matrice 


hermitienne de trace nulle 


3 1_ 3,2 
fos sates x r —ir 
r=) ova = ot ai 98 ) (19.19) 


où les g; sont les matrices de Pauli, et soit V € SU(2) ; on note que det x = 


—?. La matrice 
a’ =VeVv'=Vev (19.20) 


est hermitienne et de trace nulle; elle est donc de la forme x’ = & - +”, et de 


plus det X’ = -r $ ce qui montre que la longueur du vecteur # est conservée. 
La transformation x — x! est donc une rotation®. 

Nous allons généraliser cette correspondance remarquable entre SO(3) et 
SU(2) à une correspondance entre le groupe de Lorentz connexe et le groupe 
des matrices complexes 2 x 2 de déterminant unité, appelé groupe SL(2,C). 
Une matrice À € SL(2,C) est de la forme 


a= (56) ad — By=1 (19.21) 


où a, 3, y, ô sont des nombres complexes. Le groupe SU (2) est manifestement 
un sous-groupe de SL(2, C). Nous pouvons généraliser (19.19) en construisant 
la matrice hermitienne x = x 


01 »3 pl _ m2 
_ u 0,2, 2_(2% +x xr — it 
Tout" = 00€ +0- F Gare "Oo | (19.22) 


où nous avons défini 79 = J. Par convention, o” = a, : les matrices de Pauli 
ne forment pas les composantes d’un quadrivecteur. On note que deta = 


zz, = x’. Soit A une matrice de SL(2,C). La généralisation de (19.20) est 


mais à la différence de (19.20), en général At 4 A1. La matrice x’ est hermi- 


tienne et de déterminant unité, et (19.23) définit une transformation linéaire 
sur les quadrivecteurs x — x’ qui conserve le produit scalaire de Minkowski. 


Calculer avec les matrices 2 x 2 de SL(2, C) est souvent beaucoup plus écono- 
mique que d’utiliser les matrices 4 x 4 des transformations de Lorentz, et nous 


3. En toute rigueur, il pourrait s’agir de la combinaison d’une rotation et d’une inversion 
d’espace, mais nous montrerons d’ici peu que cette seconde possibilité est exclue. 
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ferons par la suite un usage intensif de cette propriété. Si l’on veut cependant 
revenir aux matrices 4 x 4 de pi la matrice À qui donne la transformation 
x’ = Ax s'obtient en remarquant que (exercice 3.3.5) 


1 1 
r!“ = 5 D'ou) = zro, A'o) 


d’ot par identification 


At TTo, Ato) (19.24) 


On déduit de cette équation la composante A0% 
1 1 
= z TIAI) = zA) >0 


et A“, définie par (19.24) ne change pas le signe du temps. Pour montrer 
que A appartient au groupe connexe, il faut se convaincre que det A = +1. 
Une démonstation directe est possible, mais il est plus instructif de montrer 
directement la connexité de SL(2,C). Considérons un trajet dans le groupe 
de matrices complexes 2 x 2, ou groupe GL(2,C), dont SL(2, C) est un sous- 
groupe, en définissant B(t) € GL(2,C) 


B(t) = [1 - AÐ +AA O<t<1 


avec A(t = 0) = 0, A(t = 1) = 1 et A € SL(2,C). D’après (19.21), le détermi- 
nant de B(t) est 


det B(t) = [L + A(t)(a = DJ +A = 1)] — By 


C’est donc un trinôme du second degré en A(t) qui a deux zéros dans C. On 
peut toujours choisir un trajet qui évite ces deux zéros. Soit alors u(t), une 
des deux racines carrées de det B(t). L'application t > A(t) = p—!(t)B(t) 
définit un chemin dans SL(2,C) qui va continiment de J vers A puisque 
det A(t) = 1 : le groupe SL(2,C) est connexe par arcs, et donc connexe. Le 
sous-groupe SU (2) est donc aussi connexe. Tout comme SU (2) est le groupe de 
revêtement universel de SO(3), SL(2, C) est le groupe de revêtement universel 
de £}. 

Tout élément A € pi peut s’écrire comme le produit d’une rotation par 
une transformation de Lorentz spéciale. On peut monter directement ce résul- 
tat (exercice 19.1), mais il est plus commode d’utiliser la correspondance entre 
L} et SL(2, C). En effet, toute matrice A € SL(2,C) s'écrit de façon unique 
comme le produit A = VH d’une matrice hermitienne strictement positive H 
par une matrice unitaire V 


H? = AA V = A(Aï A)-1/? (19.25) 


H est la racine carrée positive unique de AÌA : comme A'A est une matrice 
hermitienne strictement positive, elle est diagonalisable et H est définie en 
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prenant la racine carrée positive de ses valeurs propres. Nous savons déjà 
que A(A) est une rotation si et seulement si A est unitaire : dans ce cas, 
A € SU(2) et nous avons déjà observé la correspondance entre SO(3) et 
SU (2). A(A) est une transformation de Lorentz spéciale si et seulement si A est 
hermitienne. Pour le montrer, remarquons d’abord qu’une transformation de 
Lorentz spéciale (19.2) le long de Oz peut s’écrire en fonction des coordonnées 
du cône de lumière x? = x° + x? 


at = £? +g? Sa! +x? = (x!) = 77/2 (x° + 23) 


(19.26) 
a = g? — x + x? = (x) = e"? (x° + 2°) 


Ensuite, toute matrice hermitienne A € SL(2,C) peut être diagonalisée par 
une matrice unitaire V sous la forme 


=n/2 4 + 
A=V (e h i) vi=ve 15/2 (19.27) 


où la forme diagonale suit de det A = 1. A(A) est donc une transformation 
de Lorentz spéciale le long de l’axe À qui se déduit de Oz par la rotation 
correspondant à V. 


19.1.5 Cinématique relativiste 


Cette sous-section contient un résumé de cinématique relativiste; pour 
plus de détails, le lecteur est renvoyé à un manuel de relativité restreinte. La 
vitesse d’une particule ne possède pas de loi de transformation simple dans un 
changement de référentiel d’inertie. En revanche, la quadrivitesse u” définie 
par 

dg” 


H 
T = 
dr 


(19.28) 
où 7 est le temps propre, T = Vt? — £2, est un quadrivecteur se transformant 
suivant la loi (19.8). Les composantes u” de la quadrivitesse d’une particule 
se déplaçant à la vitesse Ÿ dans un référentiel donné sont 
0 1 | y E 
u = —— =r ü = —— = TY (19.29) 


VERS V1 — v? 


avec IT = (1 —v?)-1/2, En multipliant par la masse m de la particule, on 
obtient sa quadri-impulsion p” qui est aussi un quadrivecteur puisque m est 
un scalaire 

p=E-mr p=ml¢ (19.30) 


La combinaison 
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est un invariant (ou scalaire) de Lorentz, car c’est un produit scalaire de 
Minkowski. On en déduit les relations 


E= Vp +m v= 5 (19.31) 
Une particule de masse nulle est telle que E? — p? = 0 et, dans ce cas, E = |p}. 
Nous aurons besoin par la suite de “l’espace de phase relativiste”. Remar- 
quons d’abord que 
dtp = dp? dp! dp? dp? 
est un invariant de Lorentz : dp = d*p’ car le jacobien de la transformation 
(19.8) faisant passer de p à p’ est égal à l’unité : det A = 1. Un autre invariant 


~w 


de Lorentz (ou plus précisément de ps est 


O(p°)8(p° — m?) 


~ 


où O(p°) est la fonction de Heaviside, égale à un si p? > 0 et à zéro si p° < 0; 
comme les transformations de Ei: conservent le signe du temps, 9(p°) = 0(p'°). 
En écrivant 


J E00? = m2) = f apap? 0(0°)6 [p VPE m V m) 
= J d'p 
= J? D? + m2 


d°p d°p 


on montre que 


(19.32) 


24/p? + m? _ 2E 


est un invariant de Lorentz : c’est l'élément de volume de l’espace de phase 
relativiste souvent appelé par abus de langage espace de phase relativiste. 


19.2 L’analyse de Wigner : masse et spin des 
particules 


19.2.1 Algèbre de Lie du groupe de Poincaré 


Ce qui nous intéresse en dernière analyse, c’est de trouver l’action dans 
l’espace de Hilbert des états d’une transformation (a, A) du groupe de Poincaré 
Pl sous la forme d’un opérateur unitaire U(a,A). Les opérateurs U(a, A) 
doivent former une représentation unitaire du groupe de Poincaré, ce qui 
implique d’après (19.17) que l’on ait au signe près 


U(a, A) U(a, A) = U(@+ Aa, A A) (19.33) 
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Les opérateurs U(a, A) sont fonctions des translations a et des transforma- 
tions de Lorentz A € real et sont écrits comme exponentielles de générateurs 
infinitésimaux ou comme produits de telles exponentielles. I] nous faut déter- 
miner les propriétés des générateurs infinitésimaux hermitiens du groupe de 
Poincaré, et en particulier leurs relations de commutation. Ces générateurs 
sont au nombre de 10 : 4 pour les translations, 3 pour les rotations et 3 pour 
les boosts. Le groupe de Poincaré est un groupe de Lie 4 10 paramétres. Nous 
allons suivre une stratégie parallèle à celle utilisée pour le groupe des rota- 
tions : au § 7.2.3, étant donné dans l’espace ordinaire à trois dimensions une 
rotation d’angle 0 autour d’un axe À, nous avons construit l'opérateur uni- 
taire agissant dans l’espace des états comme exponentielle d’un générateur 
infinitésimal hermitien 


U(Ra(8)) = 0 


où Ja = Jest le générateur infinitésimal des rotations autour de À, et nous 
en avons déduit les relations de commutation des J;. Cependant, il existe une 
différence essentielle avec le cas des représentations du groupe des rotations : 
il n’existe pas de représentation unitaire de dimension finie du groupe de 
Lorentz. 

Nous allons considérer une transformation infinitésimale de Pl paramétrée 
par une translation infinitésimale e” (|e“| < 1) et une transformation de 
Lorentz infinitésimale 


A, = 06, +o", o| & 1 (19.34) 


Le formalisme introduit dans (19.34) permet de traiter simultanément rota- 
tions et boosts. On définit la matrice w = gw, soit en explicitant les indices 
Wuv = Juxwr,. Compte tenu de (19.13), on observe que w est une matrice 
antisymétrique réelle 


ou, en explicitant les indices 
Wy + Wu = 0 
Nous aurons également besoin de la formule donnant @ en fonction de w : 


w = gw, soit w, = g"w,,. Ecrivons une transformation de l’espace des états 
U(e,I + w) sous la forme 


U(e,1+æ)=1+ 5 Mord” +ie,P? (19.35) 


L’unitarité de U implique que les opérateurs J°7 et P7 sont hermitiens 


JOT =(J77)i P? =(P°) (19.36) 
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mais, ainsi que nous l’avons souligné, J77 ne peut pas être représenté par une 
matrice unitaire dans un espace de dimension finie. Comme w,, est antisy- 
métrique, on peut toujours choisir J77 antisymétrique 


por = [CS 


Pour déterminer les lois de transformation des générateurs infinitésimaux P° 
et J°7, nous allons examiner le produit 


U(a, A) U (e, I + w)U~*(a, A) (19.37) 


où a et A sont finis (non infinitésimaux). La loi de groupe (19.17) se traduit 
par l’équation (19.33) tandis que l’inverse U~! (a, A) est donné par 


Ua, A) = U(-A Ta, A 1) (19.38) 
Utilisons la loi de groupe (19.33) pour évaluler le produit (19.37) 
U(a, A)U(e, I + w)U"(a, A) = U(Ae — AwA ta, A (I +æ)A 1) 


et développons le membre de droite de cette équation au premier ordre en € 
et w en utilisant (19.35) 


1 1 
U(a, A) 5 Word?" +¢,P"| U (a, A) = aX ws + (Ae = AwA a), pH 


(19.39) 
La matrice infinitésimale antisymétrique X,,, correspondant à la transforma- 
tion AwA7! est donnée par 


X =gAwA = (AT)“*wA 


Cette matrice est manifestement antisymétrique, XT = —X, en raison de 
wT = —w. En explicitant les indices, on écrit Xuv 
Xu = (A mor (AT), = (AT) wor, (19.40) 


En identifiant le coefficient de w,, dans les deux membres de (19.39) et en 
utilisant la propriété d’antisymétrie X,, = —X ,, on obtient 


U(a, A)J77U—*(a, A) = (A71) (A), (JH — a” PY +a” PH) (19.41) 


L’identification du coefficient de €, donne la loi de transformation de P7 


Ca PEU (a, A) = (A717 P” (19.42) 
Nous avons donc obtenu en (19.41) et (19.42) les lois de transformation des 
générateurs infinitésimaux J°7 et P7. Les relations de commutation de ces 
générateurs se déduisent de (19.41) et (19.42) en prenant a et A infinitésimaux, 
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a=eet À = I + w. Afin de simplifier la discussion, nous nous limitons au 
cas € = 0 en renvoyant le cas général à l’exercice 19.2. Ecrivons 


U(0,A) = U(A) =I+ 5 wap IP 


Si nous développons (19.41) au premier ordre en w, le premier membre de 
cette équation fait apparaitre un commutateur 
i 
= wag[J°%, JT] 
Pour évaluer le membre de droite, nous utilisons 
A, = on s Da = on = 9 Waja 
ce qui donne pour le membre de droite de (19.41) 
CAT (ATHS, J = 068) + da g — zwang] JH” 
=J — waagt I = wapg®™ JPT 
Comme wag est antisymétrique, il faut d’abord antisymétriser le coefficient 
de wag dans le membre de droite de l'équation précédente avant de pouvoir 
procéder à l'identification dans les deux membres de l'équation. Cette antisy- 
métrisation conduit à l'expression suivante du commutateur [J°%, J77] 
if Jo? J7] = gorge = gr iad _ ge age JE (19.43) 


On vérifie, comme il se doit, que le second membre de (19.43) est antisymé- 
trique dans les échanges a +> 8, 0 + T et (af) + (or). Ces relations de 
commutation sont complétées par celles des P7 (exercice 19.2) 
: J? P? Z of pa _ oa pl 
il I=9 (19.44) 
[P", PT] =0 


La première ligne de (19.44) montre que P” se transforme comme un qua- 
drivecteur. Pour faire le lien avec les résultats du chapitre 7 sur le moment 
angulaire, définissons le vecteur tridimensionnel moment angulaire J 


J = {hi = -J Jo = -J J3 = — J} (19.45) 
ainsi que le vecteur tridimensionnel boost 
K ={kK, =—J", Ky = —J, K3 = —J™} (19.46) 
On vérifie à partir de (19.43) les relations de commutation 


(Ji, Im] = 1€lmpJp 
[Jt Km] = l€ImpKp (19.47) 
[K Krn] = —i€impIp 
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On peut se contenter de calculer les commutateurs [J1, J2], [Ji, K2] et 
[K1, Ko] : les autres commutateurs s’en déduisent par permutation circu- 
laire. Il faut souligner le signe moins dans la troisième équation (19.47). On 
remarque que les générateurs des rotations J; commutent avec P®°, l’opéra- 
teur énergie que l’on peut identifier au hamiltonien : ces générateurs sont 
donc conservés, au contraire des générateurs K; des boosts qui ne commutent 
pas avec le hamiltonien. Ceci n’est pas surprenant, car les boosts modifient 
l'énergie. 

Outre le signe moins, un point très important est visible dans la dernière 
des relations (19.47) : le produit de deux transformations de Lorentz spéciales 
n’est pas en général une transformation de Lorentz spéciale, mais la combinai- 
son d’une telle transformation et d’une rotation. Considérons en effet le pro- 
duit de deux transformations de Lorentz spéciales suivant les axes £1 et £2, de 
rapidités respectives 71 et 72, avec |m], |n2| < 1: U = exp(in2K2) exp(imi K1). 
Le calcul peut se faire par un développement limité à l’ordre 2 en 7, mais il 
est plus simple d’utiliser la formule de Baker-Campbell-Hausdorff pour deux 
opérateurs A et B 


1 1 
exp Aexp B = exp (B+ A+ z724 T pe [B, A]] + =) 


qui donne directement à l’ordre n? 


. | i ; 1 
exp(in2 K2) exp(im Kı) = exp (nx: + ing Ko + gmneds +e ) 


La présence dans cette expression de l’opérateur de rotation J3 montre que 
le produit de deux transformations de Lorentz suivant des axes différents 
contient une rotation, appelée rotation de Thomas (ou de Thomas-Wigner), 
voir l'exercice 19.3. 

Lorsque la translation a et la transformation de Lorentz A ne sont pas 
infinitésimales, on peut écrire* 


U(a, A) = U (a, 0)U (0, A) = exp (ia, P”) exp (5 su") (19.48) 


ou bien utiliser la décomposition de À en une transformation de Lorentz spé- 
ciale et une rotation et écrire U(a, A) comme un produit de 3 exponentielles. 


4. En raison de la décomposition (19.25) de toute transformation de Lorentz comme 
produit d’une rotation Ar et d’un boost Ag, il est toujours possible d'écrire 


U(A) = U(Ar)U(As) 


Bien que le résultat soit difficile à prouver, on montre que toute transformation de Lorentz 

eut aussi s’écrire comme l’exponentielle d’un générateur infinitésimal, ce qui permet de 
généraliser l’expression U (R) = exp(—-i0J;), mais nous n’aurons pas à nous servir de cette 
propriété. 
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19.2.2 Etats à une particule : masse et spin 


Comme nous l’avons mentionné, notre objectif est de déterminer la loi de 
transformation des systèmes quantiques élémentaires sous une transformation 
U(a, A) du groupe de Poincaré. Un systéme quantique élémentaire est par dé- 
finition un système stable en l’absence de toute influence extérieure : particule 
élémentaire comme l’électron ou le proton (mais pas le neutron!), atome ou 
noyau atomique stables, etc. Par commodité, nous appellerons simplement un 
tel système une “particule". Nous choisirons comme base des états à une par- 
ticule des états de quadri-impulsion bien définie p”. Ceci est possible car les 
4 générateurs infinitésimaux P” commutent (voir (19.44)), et on peut donc 
trouver des vecteurs propres |p) communs à ces 4 générateurs 


P*|p) = p*|p) (19.49) 


Dans la suite de cette section, nous allégerons les notations en notant les qua- 
drivecteurs p au lieu de p : l’équation (19.49) devient simplement P"|p) = 


p“|p). Ainsi que nous l’avons observé au § 19.1.1, les transformations de 
Lorentz spéciales définies par (19.1) ou (19.2) sont des transformations 
passives. Par souci de cohérence avec les conventions utilisées dans les 
chapitres 7 à 9, nous allons adopter le point de vue actif, où un boost dans 
la direction &, par exemple transforme une particule de masse m au repos 
(p = 0) en une particule d’énergie m cosh n et d’impulsion pl = msinh n. Si 
l'impulsion initiale est (p°, pt, p?, p?), cette transformation de Lorentz s’écrit 


p° cosh 7 sinhn 0 0 p° 
p' sinh n cosh n 0 0 p! 
2 |= a ae 7? (19.50) 
p’ o 0 o1/ \p 


On note le signe (+) devant sinh7 au lieu du signe (—) de (19.2), ce qui 
correspond au passage du point de vue passif au point de vue actif. Examinons 
les boosts infinitésimaux en commençant par un boost AY? (w) de rapidité 
infinitésimale 7 = w, |w| & 1, suivant ĉı 


0100 
AQ (w) =I +w” =I+4+w ae (19.51) 
0000 


ce qui définit le générateur infinitésimal 101. Nous avons utilisé la notation 
I!” pour les générateurs infinitésimaux, car il s’agit maintenant des généra- 
teurs dans l’espace de Minkowski à quatre dimensions, et non dans l’espace 
de Hilbert des états. Le générateur I?! n’est pas hermitien, car il n’existe pas 
de représentation unitaire du groupe de Lorentz dans un espace vectoriel de 
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dimension finie : il ne faut pas confondre les générateurs J#” agissant dans l’es- 
pace des états et les générateurs 7” agissant dans l’espace-temps à quatre di- 
mensions. Le boost fini de rapidité 7 (19.50) s'écrit aussi AC (n) = exp(in101). 


Une rotation AD (0) d'angle 0 autour de £3 est représentée par la matrice 


1 0 0 0 
0 cos 0 — sin @ 0 
0 sinf cosé 0 
0 0 0 1 


AS) (8) = exp(iðI®?) = 


et la rotation infinitésimale d’angle 0 = w s’exprime en fonction du générateur 
infinitésimal 7!? 


0000 
AO (w) = I +iwl? = I +w ae (19.52) 
00 0 0 


Les autres générateurs I” et I’) se déduisent de (19.51) et (19.52) par per- 
mutation circulaire et l’ensemble des résultats est résumé ci-dessous 


0100 0010 0001 
~o | 1000 ae | 0000 03 [0000 
= | 9000 = i000 r=] 0000 
0000 0000 1000 
(19.53) 
00 0 0 000 0 0 0 00 
ss. | O0—10 aia.) POO 0 ae [0001 
= | OO = | 000-1 i =| don 
0000 001 0 0-100 


On vérifie par inspection que l’expression générale des éléments de matrice de 
IF” est donnée par 

[AV] = gt™6% — g’*54 (19.54) 
Il suffit bien sûr de le vérifier pour 1°! et I'* par exemple, les autre matrices 
s’en déduisant par permutation circulaire. En suivant (19.45) et(19.46), nous 


pouvons définir les générateurs infinitésimaux des rotations (J;) et des boosts 
(Ki) 

Jı = —I?8 Ja = —1% Jz = —I”? 

Kı = jl Ko = —I K = — I” 
Ainsi que nous l'avons déjà observé, les générateurs J‘? sont hermitiens, 
contrairement aux générateurs 1°; ils obéissent aux relations de com- 


mutation (19.47). Une transformation de Lorentz générale s’écrira comme 
exp(iw,,1"” /2) : voir la note 4. 
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L’objectif de analyse de Wigner est de caractériser les représentations 
unitaires irréductibles du groupe de Poincaré. Rappelons notre analyse du 
groupe des rotations : nous avons étiqueté les représentations irréductibles 
par l'invariant J? = j(j + 1) qui commute avec tous les générateurs J; des 
rotations : Le, Ji] = 0. Nous allons procéder de façon similaire avec le groupe 
de Poincaré, en recherchant les combinaisons de générateurs qui commutent 
avec l’ensemble des P“ et des J#”. Le point de départ de l’analyse de Wigner 
est Videntification des transformations de Lorentz qui laissent invariant le 
quadrivecteur p” : ces transformations forment un sous-groupe du groupe de 
Lorentz appelé petit groupe de p. L’invariance de p implique, compte tenu de 
(19.54) 


iW I] gp? = our [oo — 9°°55| p? = Wop" = 0 


ce qui montre que w,,, vérifie w,,p” = 0. La solution de cette équation pour 
Wyy est de la forme 
Wij = Eupe hD" (19.55) 


OU Epvpo est le tenseur d’ordre 4 complètement antisymétrique avec £0123 = 1, 
et h un quadrivecteur arbitraire qui n’est pas parallèle à p. Ainsi, les trans- 
formations U (0, A) = U(A(p)) qui laissent p invariant sont de la forme 


U(A(p)) = exp (5 rt" ED”) (19.56) 


Compte tenu de (19.49), nous pouvons écrire 
U(A(p))|p) =e" |p) (19.57) 


où Popérateur W, a été défini par 


1 
W, = 9 Euvpo JP P? (19.58) 
Par construction, W,, est un (pseudo) quadrivecteur. Comme les indices v, p 
et o sont différents, les opérateurs J#” et P7 commutent dans (19.58). Les 
relations de commutation 


[Juv Wy] = (gx We — GvaW) (19.59) 
[Was Wo] = —ie pupo WP P? 


se déduisent aisément de (19.43) et (19.44) (exercice 19.4); on peut écrire 
directement les deux premières équations, qui traduisent le fait que W, est un 
(pseudo) quadrivecteur se transformant comme P, et en déduire la dernière. 

Afin d'identifier les représentations irréductibles, cherchons les invariants 
possibles : ce sont les produits scalaires P? = P,P” et W? = W,,W# qui 
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commutent avec tous les générateurs du groupe de Poincaré; on peut montrer 
que ce sont les seuls invariants. Toute représentation irréductible du groupe 
de Poincaré est donc étiquetée par les valeurs propres de P? et W?. Nous 
savons déjà que P? est le carré de la masse 


P?|p) = m°|p) 


et nous allons voir dans un instant que -W?/m? est le carré d’un spin : tous 
les systémes quantiques élémentaires sont caractérisés par leur masse et leur 
spin. Si le système quantique est une particule, l’analyse de Wigner permet 
de comprendre l’origine profonde de la masse et du spin des particules : ce 
sont des propriétés liées à l’invariance par rapport au groupe de Poincaré. 

Comme W commute avec P, W|p) est encore un vecteur propre de P avec 
la valeur propre p. Appelons W (p) la restriction de W au sous-espace des états 
de valeur propre p. Comme W (p) : p = 0, W (p) peut être développé sur une 
base de vecteurs orthogonaux à p au sens de la métrique de Minkowski. A ce 
point, il est nécessaire de faire la distinction entre deux cas : p? > 0 (m Æ 0) 
et p? = 0 (m=0). Nous supposerons aussi p? > 0, le cas p? < 0 (tout comme 
le cas p? < 0) ne présentant pas d’intérét physique. 


19.2.3 Particules de masse non nulle 


Dans ce cas, le petit groupe de p est le groupe des rotations, ce qui est 
évident si la particule est au repos : p = (p? = m, p = 0). Au lieu du groupe 
de Lorentz, il est commode d’utiliser son groupe de revêtement universel 
SL(2,C), et le petit groupe est donc SU(2). Nous écrirons donc U(A) au 
lieu de U(A), A étant une des matrices de SL(2,C) correspondant à A. A 
chaque quadrivecteur p”, on attache une transformation |p] € SL(2,C) qui 
transforme les quatre vecteurs de la base orthogonale suivante de l’espace de 
Minkowski 


oO 


[p] = {[p° = m,p = 0], m1(p) = 21, na(p) = #2, n3(p) = #3} (19.60) 


dans les quatre vecteurs de la base 


[p] = {[p°. P], nı (p), n2(p),n3(p)} (19.61) 


où les n;(p) sont trois quadrivecteurs du genre espace (n? (p) < 0) vérifiant 
ni(p) -n5(p) = —0i; p-ni(p) = 0 (19.62) 


L'ensemble des 4 vecteurs |p] est appelé tétrade. Afin de ne pas alourdir inuti- 
lement les notations, nous utilisons la notation [p] pour désigner à la fois la 
tétrade [p] et la transformation de SL(2,C) qui fait passer de la tétrade [p] à 
[p]. Comme W (p) est orthogonal à p, on peut le décomposer sur les vecteurs 
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ni (p) avec des composantes S;(p) 


3 
Ww = Si i 
(p) n (p) : ni(p) (19.63) 
mSi(p) = -W (p) - ni(p) 
De (19.59), on déduit les relations de commutation des S; (p) 
[Si (p), Sj (p)] = ieign Sk (19.64) 


Ces relations de commutation montrent que les S;(p) sont les générateurs 
infinitésimaux d’un groupe SU (2) qui n’est autre que le petit groupe de p. 
Compte tenu des propriétés générales des opérateurs de moment angulaire, 
on observe que la somme 


3 2 
357) = = Sati (19.65) 


où s est entier ou demi-entier : c’est le spin de la particule. 

Un ensemble complet d'opérateurs compatibles est donné par P", 
—W?/m? et lun des S;(p), par exemple S3(p). Les valeurs propres de ces 
opérateurs sont respectivement p”, s(s + 1) et s3, où s3 est entier ou demi- 
entier suivant la valeur de s avec —s < s3 < s. Une base des états à une 
particule peut être formée des vecteurs |[p], s, s3) 


P¥|[p], s, s3) = p“ |p], 8, 53) 
me [p], 5, 83) = s(s + 1)|[p], 8, 83) (19.66) 
S3(p)|[p], 8, 83) = $3|[p], 8, $3) 


Examinons les propriétés de transformation des états |[p], s,53) par applica- 
tion de U(a, A) : rappelons qu’a la transformation de Lorentz A correspond 
une matrice A € SL(2,C), et que [p] désigne la matrice de SL(2, C) qui trans- 
forme la tétrade [p] (19.61) dans la tétrade [p] (19.62). Pour toute rotation 
V € SU(2) appliquée sur une particule au repos, nous avons la loi de trans- 
formation usuelle (9.26) 

U(V)I[Pl, 8,83) = IIB], 8, 85) Dy 


1 
S3 83 


(V) (19.67) 


où DY, (V) est un élément de la matrice de rotation correspondant au mo- 
ment angulaire s et à la rotation V. On en déduit l’action de U (a, A) sur un 


état |[p], s, s3) en écrivant d’abord 
U(a, A)|[p], 8, 83) = U (a, I)U (A) lfp], 5, s3) 


> (19.68) 
= U (a, T)U ([Ap])U ([Ap]* Alp}) [2], s, $3) 
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Pour comprendre cette équation, rappelons que si x est un quadrivecteur 
et A € SL(2,C), le transformé x’ de x par A est donné par a! = AxAï. 


La transformation A fait passer de p à p' = Ap (p' = ApAt), et [Ap] fait 
passer de la tétrade [p] à la tétrade [Ap]. Par conséquent, [Ap]~! A[p] est une 
rotation de Thomas-Wigner : partant d’une particule au repos, on retrouve 
une particule au repos, mais les axes d’espace ont changé. La partie non 
triviale réside dans le fait que les transformés An;(p) des vecteurs n;(p) de la 
tétrade initiale [p] ne sont pas identiques aux vecteurs n;(Ap) de la tétrade 


finale [Ap] : An;(p) 4 n;(Ap). Poursuivant le calcul et utilisant (19.68), nous 
obtenons 


U(a, A)|[p], 8, 83) = U (a, 1)U ((Ap))| [PI s, 8) DS, (Ap)! Alp]) 


= U (a, D|[Ap], s, s5) DE? [Ap]? Afp]) 


Sa 83 


et finalement 
U(a, A)|[p], s, 83) = expli(4p) - a] [Ap]; s, 55) DÈ (LAPTA | (19.69) 


ce qui résout le problème posé : l'équation (19.69) donne la loi de transforma- 
tion de l’état |[p], s, s3} quand on lui applique U (a, A). 


19.2.4 Particules de masse nulle 


Examinons à présent le cas p? = 0, c’est-à-dire celui des particules de 
masse nulle m = 0. Construisons un ensemble de deux vecteurs attachés à p” 
en choisissant deux vecteurs de genre espace n1(p) et n2(p) orthogonaux à p 


ni(p) = n3(p) = —1 r(p) : na(p) = 0 p-n(p)=0 (19.70) 


Comme dans le cas des particules de masse non nulle, il sera utile de définir 
. 2 o o 2 . 
un ensemble standard de trois vecteurs formé de p et n;(p) définis par 


p= (1,0,0,1) mi(p) =(0,1,0,0)  n2(p) = (0,0,1,0) (19.71) 


Cherchons comme précédemment les transformations qui laissent invariant p, 
c’est-à-dire les transformations du petit groupe de p. La matrice p est 


o 20 
b=o+03= (00) 


et si A € SL(2,C) est donnée par (19.21), alors 
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ce qui montre que |a| = 1 et y = 0. La condition det A = 1 implique ô = 1/a, 
tandis que @ est un nombre complexe arbitraire G = z; par conséquent, les 
matrices A du petit groupe de p sont de la forme 


eif/2 z 
a, asm 


Ces matrices engendrent un groupe euclidien 4 deux dimensions, le groupe 
des déplacements du plan. 

Examinons a présent les transformations infinitésimales du petit groupe : 
pl < 1 et z = e, |e| < 1. Il est facile (exercice 19.5) de trouver les matrices 
4 x 4 A correspondantes 


1 Ej E3 0 
i z i Ea (19.73) 
0 Ej &9 1 


où £1 et €2 sont deux paramètres réels : €41 = (€ + €*)/2 et eg = i(e — €*)/2. 
Cela donne la matrice antisymétrique w,, (19.33), w = gA 


0 Eji €2 0 


_ [| -61. 0 pe 
Wu = za a es (19.74) 
0 ET —€2 0 
ce qui implique wo, = w13 = €1, Wo2 = W23 = E2 et wy2 = —®. Une transfor- 


mation infinitésimale U(A) s’écrit donc 


U(A) = + ey J Stern) —iġJ3 (19.75) 


où les opérateurs J; et K; sont définis en (19.45). L’équation (19.75) suggère 
d'introduire les opérateurs C et D 


C= ki + D=K2- J; (19.76) 
dont les relations de commutation entre eux et avec J3 sont 
[C, D] =0 [J3, C] = iD [J3, D] = —iC (19.77) 


Les opérateurs C et D peuvent être diagonalisés simultanément. Les transfor- 
mations U (A), où A appartient au petit groupe de p, vont se trouver consi- 
dérablement simplifiées si l’on impose une restriction sur W (p). En effet, le 
calcul des composantes de W (p), compte tenu de (19.58) et de p = (1,0,0, 1) 
donne le résultat suivant 


Wo(p) = Js Wi(p) = Ji — Kg = -D 
Wa(p) = —J3 Wa(p) = J2+ Ki =C (19.78) 
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de sorte que W?(p) = —(C? + D?). La quantité —W?(p) est un nombre positif 
ou nul qui peut étre arbitrairement grand. Cependant, il n’existe pas dans la 
nature de particule de masse nulle dont le spin soit un nombre arbitraire, 
qui pourrait même être arbitrairement grand. Nous allons donc imposer la 
restriction W?(p) = 0, ce qui implique en outre que W (p): p = 0 et que W (p) 
est parallèle à p : W(p) = Il(p)p (noter que p, = (1,0,0,—1)!). Un autre 
argument en faveur du choix C = D = 0 est développé dans l'exercice 19.5. 

Pour définir dans l’espace de Hilbert une base des états |[p], À) à une 
particule dans le cas de la masse nulle, nous choisirons comme opérateurs 
compatibles P” et —W3(p) = J3 


P*|[p], À) = p“ [p], À) Js|[p], À) = Allp], à) (19.79) 


Le nombre quantique À est appelé hélicité : c’est la projection du spin sur 
la direction de l'impulsion p de la particule : comme p” = (1,0,0,1), p est 
parallèle à l’axe #3. La loi de transformation dans une rotation de @ autour 
de #3 s'obtient par application de l’opérateur de rotation exp(—idJ3) 


715], A) = IBICO), À) = e™™ l], A) (19.80) 


L’état Iip], À) doit rester inchangé dans une rotation de 47, ce qui implique 
que A soit entier ou demi-entier. Compte tenu des propriétés des matrices de 
rotation, on peut récrire (19.80) sous la forme (voir l'équation (9.32)) 


e97 lB], A) = IIBI(), à) = IP], DSA? (0 = 0, 6) 


La loi de transformation générale analogue de (19.69) se déduit de l’équation 
précédente 


U (a, A)|[p], A) = e¥(4P* [Ap], x) DIV ([Ap]-1 Alp]) (19.81) 


Les équations (19.69) et (19.81) sont fondamentales pour l'étude relativiste 
des collisions et des désintégrations de particules de spin non nul. 

L’hélicité À est invariante dans toute transformation de Lorentz : une parti- 
cule de masse nulle garde toujours la même hélicité, et apparaît donc identique 
à elle-même dans tous les référentiels d’inertie (en dehors de son énergie et 
de son impulsion). On appelle s = |A| le spin de la particule de masse nulle : 
s = 0,1/2,1,3/2... L’hélicité ne peut prendre que deux valeurs, À = s et 
À = —s, mais si l’on se restreint aux transformations du groupe connexe, il 
n’y a aucun moyen de passer de À = s à À = —s. Si les neutrinos, particules 
de spin 1/2, avaient une masse nulle, les neutrinos auraient par définition 
une hélicité À = —1/2 et les antineutrinos une hélicité À = 1/2. L'expérience 
montre que la masse des neutrinos est non nulle, ce qui rend la situation plus 
compliquée. 

Les photons, particules de masse nulle et de spin 1, ont deux états d’hé- 
licité : À = +1 et À = —1. Ces deux états correspondent à des états de 
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polarisation circulaire bien définie : À = +1 à un état de polarisation circu- 

laire droite et À = —1 à un état de polarisation circulaire gauche. Considérons 

un photon d’impulsion paralléle a p et décomposons sa polarisation sur les 
o 


vecteurs n;(p) orthogonaux à p; soit ple) = p', le transformé par rotation de 


ġ autour de l’axe #3. Les transformations du petit groupe de p appliquées aux 
vecteurs n;(p) donnent 


1(p) cos — n2(p) sind + aip 


9.82 
1(p) sind + n2(p) cos ¢ + azp (19.82) 


=f 
=n 
où a1 et a2 sont des nombres complexes. Cette loi de transformation reflète le 
fait que les vecteurs n;(p) ne sont pas des quadrivecteurs : à la transformation 
de Lorentz s’ajoute en général une transformation de jauge : dans l’espace de 
Fourier, la transformation A (x) — A,(x)+0, (x) se traduit par l’adjonction 
d’un terme proprotionnel à pp. 


19.3 L’équation de Dirac 


19.3.1 Construction de l’équation de Dirac 


La relation entre l’énergie et l'impulsion pour une particule libre non rela- 
tiviste est E = p?/2m et l'équation d’onde pour cette particule se déduit du 
principe de correspondance 


0 = 
E — i Si p — —iV 
qui donne l’équation de Schrödinger pour une particule libre 
Ow l 2 
i—=-—V 
‘oF 


Pour écrire une équation d’onde covariante de Lorentz, c’est-à-dire une équa- 
tion qui garde la méme forme dans une transformation de Lorentz, on peut 
essayer de partir de la relation relativiste E? = p? + m? entre énergie et im- 
pulsion et appliquer le principe de correspondance, ce qui donne l'équation 
suivante pour une hypothétique fonction d’onde w(t, Z) = w(x) 


(0? — V? + miy = (6? +m?) = 0 (19.83) 


L’opérateur ô? = ð ð! = 92 — V? est le d’Alembertien. L’équation (19.83) 
est appelée équation de Klein-Gordon. On montre à partir de (19.83) que le 
courant j” défini par 


Ju = (p, J) = Ww" On = (0u) Y 7 : (19.84) 
p = D" db — (Or) Y = DVD (V0) yp 
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est un courant conservé (exercice 19.6.6) 
AaptV-j = dj" = (19.85) 


On remarquera le signe + devant V5. Cependant, la densité p n’est pas définie 
positive et on ne peut pas interpréter dŸ comme une amplitude de probabilité. 
En fait, d doit être considéré comme un champ classique, qu’il est nécessaire de 
quantifier suivant la procédure utilisée pour le champ électromagnétique. Dans 
le cadre d’une telle théorie des champs quantiques, Y devient un opérateur de 
champ, qui crée et annihile des particules. On montre que ces particules sont 
de spin zéro : l’équation de Klein-Gordon décrit des particules de spin zéro. 

En 1928, et en suivant des arguments dont nous savons aujourd’hui qu’ils 
ne sont pas convaincants, Dirac fut capable de construire l’équation d’onde 
relativiste qui porte son nom. L’équation de Dirac va un peu plus loin que celle 
de Klein-Gordon en tant qu’équation d’onde pour une particule quantique : 
elle donne une excellente approximation tant que le potentiel varie peu sur une 
distance de l’ordre de 1/m (ñ/mc en rétablissant A et c), la longueur d’onde 
Compton de la particule. Mais cette interprétation comme équation d’onde 
à une particule ne peut être maintenue de façon complètement cohérente. 
Comme dans le cas de l’équation de Klein-Gordon, il faut interpréter Ÿ non 
pas comme une fonction d’onde, mais comme un champ classique qu’il est 
nécessaire de quantifier (section 19.5). Dans ce cadre, l'équation de Dirac 
décrit correctement des particules de spin 1/2. 

Pour construire l'équation de Dirac, revenons à l’équation (19.23). Dans le 
cas d’une rotation de 0 autour d’un axe À, la matrice A s'écrit (exercice 7.5.3) 


i 0 
A = exp ETC) = Iost- ig- À sin? (19.86) 


Nous avons écrit l’expression d’un boost de rapidité 7 suivant ĉ3 en (19.27), 
et il est immédiat de généraliser à un boost suivant À 


1 
A = exp nel =I cosh +8- à sinh à (19.87) 
où le changement de signe de 7 a pour origine le passage du point de vue 
passif au point de vue actif. Un spineur de Pauli X est par définition un 


vecteur de composantes (X1, X2) dans un espace complexe à deux dimensions 
qui se transforme par rotation comme un spin 1/2 


x — X = exp -4 ICE à) x (19.88) 


Un spineur de Weyl est un spineur qui se transforme par rotation comme un 
spineur de Pauli et dans un boost (19.87) comme 


1 
X — X = exp E no - a x (19.89) 
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On note que cette loi de transformation n’est pas unitaire, contrairement à 
(19.88) : elle ne conserve pas le carré de la norme ||x||? = |yi|? + |x2[?. Dans 
une transformation de Lorentz générale, la loi de transformation des spineurs 
est x — X = Ay, où A € SL(2,C). 

Soit A € SL(2, C) : on appelle automorphisme du groupe SL(2, C), une cor- 
respondance bijective A + B où B € SL(2,C) qui respecte la loi de groupe : 
si Ay + Bı et Ag + Bə, alors A; 42 > Bı Bg. Un exemple d’automorphisme 
de ce type est donné par la correspondance 


Aw B=(AT)} 


En effet 
[(A1A2)7]7* = [Ag A1] = (AT) (45) 


On montre alors facilement (exercice 19.6.7) que A et (AT)! sont reliés par 
la transformation de similarité 


re 


¢ = —io2 représente une rotation de m autour de l’axe <2. Un autre auto- 
morphisme, celui que nous allons utiliser, est donné par la correspondance 
A+ B=(Aï)-1. Si A est donné par (19.21), nous avons 


(At)! = a A (19.90) 


Dans ce cas (exercice 19.6.7), il n’existe pas de matrice? ¢ telle que (A')~! = 
ÇAÇT! : A et (AT)! ne sont pas reliés par une transformation de similarité. 
Par définition, les spineurs x se tranforment suivant y — x’ = Ay, et nous 
allons introduire un second type de spineur de Weyl noté y qui se transforme 
suivant y — y’ = (AT)~1y. Lorsque A est unitaire, (A')~! = A, et dans une 
rotation les deux types de spineur ont la méme loi de transformation. Mais 


5. Un autre automorphisme de SL(2,C) est A A* et comme 
x 

(At? = [an] 

A* est relié à (At)~! par une transformation de similarité 
A* =Q (At) eT 

Dans les livres de théorie des champs quantiques, et en particulier dans ceux qui traitent de 
la supersymétrie, on utilise A* plutôt que (AT)~+ et on définit des spineurs “non pointés" 
x et des spineurs “pointés" ô qui se transforment suivant 


Xa > Xa = Aasxe Pa — Pa = Al GPi 
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cela n’est plus vrai pour une transformation de Lorentz, car 


| 
1 1 1 
CE) | = exp (inaa) soit p> gen (ne à) ¢ 


(19.91) 
On observe que le passage de (19.89) à (19.91) correspond à ñ — —ñ, et le 
passage de A à (Aï)-l est relié à l’inversion d’espace, ou opération parité : 
l'opération parité commute avec les rotations, mais pas avec les boosts. Ob- 
servons également que dans (19.20), x = ooz? + &- #, et qu’une inversion 


d’espace 7 — —7 transforme 


Mais il n’existe aucune matrice À € SL(2,C) telle que 
Ax At = 4 
En effet, on devrait avoir 
AA =T AGAl = -ë 


soit Ag = —à À, et il n’existe aucune matrice 2 x 2 unitaire anticommutant 
avec les trois matrices g; (exercice 19.6.7). Cela confirme que la correspon- 
dance se fait bien entre SZ(2,C) et le groupe de Lorentz connexe sae Ainsi 
que nous le montrerons explicitement d’ici peu, les deux types de spineur de 
Weyl, x et y, sont reliés par inversion d’espace. Rappelons leur loi de trans- 
formation 


x — x = Ay poy’ = (AŻ) tY (19.92) 


Insistons sur le fait que les lois de transformation par rotation sont identiques : 
si A € SU(2), A = (A')~1, x et p décrivent tous deux des spins 1/2. 

Nous avons maintenant mis en place tous les ingrédients nécessaires pour 
construire l'équation de Dirac. Partant d’une particule de masse m initiale- 
ment au repos décrite par un spineur de Pauli £ = x ou é = y, nous lui 
appliquons un boost de rapidité 7 dans la direction ĉ3. Son énergie et son 
impulsion sont données par E = mcoshy et pa = msinhyn. Compte tenu de 
(19.89) et (19.91) 


1 1 
x(p3) = exp (žno) £ p(p3) = exp (žno) £ 
Eliminant € entre ces deux équations permet de relier y(p3) et (ps3) 


y(p3) = e773 x(p3) (19.93) 
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Remarquant que 
me "73 = m(I cosh — 03 sinh n) = E — o3p3 
nous obtenons 


(E — o3p3)x(p3) = mp(ps3) 


(E + o3p3)p(p3) = mx(p3) (19.94) 


où E = (P + m?)'/? est l'énergie relativiste et nous avons écrit simplement 
E pour ETI. Au lieu d’un boost suivant #3, nous aurions pu choisir un boost 
suivant une direction ÿ arbitraire, p = pp, et (19.94) devient 


(E — ë -p)x(p) = my(p) 
(E +ë: p}o(p) = mx(p) 


Récrivons maintenant (19.95) dans l’espace des coordonnées, en passant de 
x(p) à x(t, Z) par une transformation de Fourier : la correspondance entre 
espace des coordonnées et espace des énergies-impulsions étant donnée par 
E — id; et p> —iV 


(19.95) 


bo / d?r e(E-F-®)(p) 


(19.96) 
lt) = | Preiera og) 
L’équation (19.95) devient dans l’espace des coordonnées 
d +- V)x(t, Z) + imy(t, z) = 0 
(0 +8: xlt, 2) + imot, 2) a 
(O, — F- V) p(t, z) + imx(t, Z) = 0 


En multipliant à gauche la première des équations (19.97) par (0; — & - V) 
et la seconde par (0; + 8- Ÿ), on montre que les spineurs x(t, Z) et y(t, Z) 
obéissent à l’équation de Klein-Gordon 


(0? + m?)x = (9? +m’) = 0 


L’équation (19.97) (ou sa version (19.95) dans l’espace des impulsions) n’est 
autre que l'équation de Dirac, même si elle est écrite pour l’instant de façon 
quelque peu inhabituelle. La version usuelle sera écrite d’ici peu, mais il nous 
faut d’abord expliquer le rôle crucial de l’inversion d’espace pour obtenir cette 
équation. Dans une inversion d’espace, p > —p et ¢ — © : à est un moment 
angulaire, et donc un pseudovecteur. L’examen du comportement de (19.95) 
dans une inversion d’espace nous permet de confirmer que cette inversion 
transforme un spineur de Weyl x en un spineur de Weyl & et vice versa. Si 
nous voulons construire une théorie de particules de spin 1/2 décrivant un 
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ensemble d’états et aussi leurs transformés par inversion d’espace, ce qui est a 
fortiori nécessaire si la théorie doit étre invariante par parité, alors le spineur 
w décrivant ces particules doit contenir les deux types de spineurs de Weyl x 
et y. Autrement dit, d doit avoir (au moins) quatre composantes 


val pı 

_{x\_| x2] _]| # 

v=(*)= al~ ts (19.98) 
p2 4 


Le vecteur à quatre composantes w est un spineur de Dirac. 

Avant d’abandonner les spineurs de Weyl pour les spineurs de Dirac, il est 
utile d’ajouter quelques commentaires sur le cas de la masse nulle : si m = 0, 
les spineurs x et p se découplent. On le voit directement sur (19.95) écrite 
pour m = 0 

(I-@-p)x(p) = 0 (I +ë- p)p(p) =0 (19.99) 


Les spineurs de Weyl de masse nulle sont des états propres de Vhélicité ¢-p/2 : 
en effet, pour un spin 1/2, ¢-p/2 est bien la projection du moment angulaire 
sur la direction de l’impulsion. Le spineur de Weyl y(p) correspond à une 
hélicité À = 1/2 et w(p) à une hélicité À = —1/2. Ceci est en accord avec 
les résultats du § 19.2.4 : une particule de masse nulle et de spin 1/2 a deux 
états d’hélicité possibles, À — +1/2, et ces deux états ne peuvent être reliés 
par aucune transformation de Lorentz du groupe connexe. Autrement dit, 
x et y décrivent des particules différentes, et si les neutrinos avaient une 
masse nulle, x décrirait les antineutrinos et y les neutrinos, deux particules 
qui sont différentes. Comme la masse des neutrinos est non nulle, la situation 
est plus complexe et pas encore clarifiée aujourd’hui. Notons enfin que par 
analogie avec les photons, un état d’hélicité À = 1/2 est appelé état polarisé 
circulairement à droite, et À = —1/2 état polarisé circulairement à gauche. 
Après cette digression sur le cas de la masse nulle, mettons l’équation 
de Dirac sous sa forme usuelle, en définissant les matrices de Dirac 4 x 4 


yt = (7°, 7"), ainsi que la matrice ys = iy°y1y773 


i — 0 I i 0 —o; _ I 0 
7 =(% TT 0 Le (1100) 


On vérifie immédiatement (exercice 19.6.8) que (19.97) devient 


o . O 
iP +i — — = 19.101 
(Ws + m) 0 (19.101) 
soit en notation quadri-dimensionnelle 


(#9, —m) y = (id — m) = 0 (19.102) 
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où nous avons introduit la notation 9 = “ô, et plus généralement A = y" A, 
pour un quadrivecteur A“. La matrice y° échange les spineurs y et y et 
représente donc l’opération parité II 


I : y> y= yy 


Les spineurs x et y sont vecteurs propres de la matrice 5, respectivement 
avec les valeurs propres +1. On dit que ces spineurs ont une chiralité positive 
ou négative. Dans le cas de la masse nulle, l’hélicité est identique à la chiralité. 
La représentation (19.102) où ys est diagonale est, pour des raisons évidentes, 
appelée représentation chirale, ou aussi base chirale, ou encore base de Weyl. 
Elle est bien adaptée au cas de particules de haute énergie, où E > m, ce qui 
est “proche” du cas de la masse nulle. Les opérateurs 
1 


1 
Pr = 5(1 +75) Pr =5(1— 15) 


sont les projecteurs sur les états de chiralité positive (R) et négative (L). 
On vérifie par un calcul explicite que les matrices de Dirac obéissent aux 
relations d’anticommutation 


P + ya = LV = 2g (19.103) 


Il suffit de le vérifier pour {7°, y1} et {y', 77}, les autres relations s’en dédui- 
sant par permutation circulaire (exercice 19.6.8). Les identités y#1 = y°y#7° 
et {¥5,y7"} = 0 sont souvent utilisées. Lorsque l’on utilise la construction 
usuelle de l’équation de Dirac, il est nécessaire de vérifier sa covariance de 
Lorentz, mais nous n’avons aucun besoin de le faire ici puisque nous sommes 
partis de cette covariance pour la construire ! 

La représentation explicite (19.100) des matrices de Dirac n’est évidem- 
ment pas unique. Tout ensemble de matrices y" relié aux +“ par une trans- 
formation de similarité 

y” 5 y! = Qt Q! 


fait aussi bien l'affaire. La représentation usuelle des matrices de Dirac est 
celle où y° est diagonal 


0 I 0 a 0 Oi = OT 
r= (5 let FL (19.104) 


Cette représentation est bien adaptée au cas de particules de faible énergie, 
(E-m) <m, ou v < 1. On observera que les y? de la base de Dirac (19.104) 
diffèrent par un signe moins des 4’ de la base chirale. 


19.3.2 Courant de de Dirac 


Notre objectif est identique a celui du chapitre 8 : déterminer les combinai- 
sons bilinéaires des spineurs x et y qui obéissent à une équation de continuité. 
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Il est commode de récrire (19.97) en explicitant les composantes a = 1,2 des 
spineurs 


Na = —Fag : VXB — IMPa 
no (19.105) 
Pa = Fab * VPB — iIMXa 


Nous nous servirons également du complexe conjugué de ces deux équations 
Xa = (VX) Fea + impa 


= 


As = (V8) : Fea + imxa 


où nous avons utilisé oop = Ogq. On en déduit 


(xx) = -7 > (xtax) + im(yty — xty) 


: . aS | i f (19.106) 
(ep! y) = V - (y'öp) + im(p!x — x'o) 
avec les notations 
2 2 
v= Ss lex = So xhGapxe (19.107) 
a=1 a,B=1 
L’équation de continuité 
Op = 
2 ANT Sil) 19.108 
ThA ( ) 


s'obtient en additionnant les deux équations (19.106) et en définissant 


— al ij 
A tae (19.109) 
J=X IXP ap 
Initialement, Dirac introduisit son équation en imposant la positivité de la 
densité, et notre définition (19.109) de p satisfait à l évidence cette propriété : 
p = 0. De plus, la densité comme le courant exhibent des propriétés remar- 
quables. 


(i) Ils ne contiennent pas de termes mélangeant les spineurs y et p, une 
propriété très importante pour les interactions électromagnétiques et 
plus encore pour les interactions électrofaibles. 


(ii) Le courant 7 ne contient pas de dérivées spatiales, contrairement au 
courant de Schrödinger. 
On peut écrire (19.108) sous forme covariante de Lorentz en définissant un 
quadri-courant j” = (p, 7) qui vérifie 05, = 0. 
Les lois de transformation (19.89) et (19.91) des spineurs de Weyl 


x — x! = aren) /2 y yo gp! = “ni p 


840 Physique quantique : Exercices et applications 


impliquent que seules les combinaisons x et yx sont invariantes de Lorentz. 
Ces combinaisons permettent de former des densités scalaire S et pseudosca- 


laire P 
S= jy + t 
sa A (19.110) 
P= x'o- 9'x 


En effet, S est invariant par construction dans une inversion d’espace qui 
échange 4 et x, alors que P change de signe dans cette opération. De (19.89) 
et (19.91), on déduit la loi de transformation de p dans un boost de rapidité 
7 suivant n 
p— p =p coshn + (7: f) sinh n (19.111) 

C’est bien la loi de transformation de la composante de temps d’un quadri- 
vecteur. 

Pour retrouver le formalisme usuel, il suffit de remarquer que S peut 
s’écrire en fonction du spineur à 4 composantes w (19.98) 


S =$ _ vaMo) asta = vr 
ap 


ce qui conduit à définir adjoint de Pauli Y par 


Ba = D va(r0)as p = pto (19.112) 


Avec cette notation, S = 4 et P = Yysy. Il est immédiat de récrire le 
courant de Dirac sous la forme standard 


eT 


Les quantités Yy, by" ou pysy sont appelées bilinéaires de Dirac : nous en 
verrons d’autres exemples un peu plus loin. 


19.3.3 Courant de Dirac en présence d’un champ 
électromagnétique 
Pour obtenir le courant de Dirac en présence d’un champ électromagné- 
tique classique AM = (A0, A’) = (V,A), nous utilisons la prescription du 
couplage minimal 
—i0, — —i0, + qA, (19.114) 


où q est la charge électrique de la particule de Dirac. Le signe (+) devant qA, 
s’explique ainsi : la prescription pour l'équation de Schrödinger est 


ay = ay = gA = —ið;, — —i0; + qAı 
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car A, = —A!. En terme du moment conjugué II, la prescription est 
P! — II" = P” — qA" (19.115) 


L’équation de Dirac en présence d’un champ électromagnétique s’écrit finale- 
ment 


g" (iôu — Ap) = (iy Dp) Y = mb (19.116) 


Dy = dy +iqAg (19.117) 


est la forme quadri-dimensionnelle de la dérivée covariante. On vérifie que le 
transformé 7’ de w dans une transformation de jauge locale 


(a) — p(x) =e IP y(x) (19.118) 


obéit à l’équation de Dirac (19.117) à condition d’effectuer sur le potentiel la 
transformation de jauge 


A, (x) > A! (x) = Ap (£) + d,\(x) (19.119) 


Comme le courant de Dirac ne contient pas de dérivées, il ne dépend pas 
des potentiels, contrairement à celui de Schrödinger. Il sera commode pour 
ce qui suit de récrire l’équation de Dirac (19.116) en utilisant les spineurs de 
Weyl. D’après (19.115), le moment conjugué II” est donné par (attention aux 
signes et on remarque que dans ce chapitre le potentiel électrique est noté V, 
et non V!) 


>. 


I = D (11°, 1) = (id, — qV, -iV — qÀ) (19.120) 


Nous obtenons de (19.95) 


(W — g- Th) = my 


(1° +g- Il) = mx (19.121) 


Nous allons utiliser ces équations pour calculer le moment magnétique d’une 
particule de Dirac chargée. Nous avons vu que l’invariance galiléenne imposait 
un facteur gyromagnétique + = g/m pour une particule de spin 1/2, et nous 
allons retrouver ce résultat (heureusement, car sinon il y aurait une sérieuse 
contradiction!) dans le cas de l’équation de Dirac. 

Pour comparer avec le cas galiléen, examinons la limite non relativiste de 
V’équation de Dirac, lorsque la vitesse v de la particule est faible par rapport 
à celle de la lumière : v < 1, soit encore p/m < 1, où P désigne une impulsion 
typique. Comme dans ce cas II° ~ m et ë- Ü~ P, l’équation(19.121) montre 
que y ~ x, ce qui nous conduit à définir les combinaisons des spineurs de 
Weyl 


(x - #) (19.122) 


842 Physique quantique : Exercices et applications 


Nous nous attendons à ce |®| < || lorsque v < 1: Ÿ est la “grande com- 
posante” et ® la “petite composante” du spineur de Dirac. En termes de ces 
spineurs, l’équation(19.121) devient, sans approximations 


Wb — (g -E = mv 
1S — (¢-Tl)v = -m8 


Une façon un peu plus directe de déduire ces équations couplées, vérifiées par 
les grandes et petites composantes, consiste à utiliser la représentation usuelle 
(19.104) des matrices de Dirac : exercice 19.6.8. Pour une particule au repos 
et en l’absence de champ extérieur, Io = id, Il = 0; Ÿ et ® sont alors pro- 
portionnels à exp(—imt). Afin d'éliminer cette dépendance rapide en temps, 
ce qui revient à prendre la masse comme zéro d'énergie, nous définissons 


Ÿ = er int y = eo imt ® 
ce qui transforme les équations précédentes en 


Iw — (&- Tl) =0 
z (19.123) 
IS — (à: II) = —2m® 


Comme II? ~ E — m « m, |I| < m|®| et nous pouvons écrire 


1 3 
~ — (é- Ti) (19.124) 


~ 2m 


En éliminant ® de (19.123), nous obtenons l'équation suivante pour Y 


1 > 
I — — (g 1)? ) ¥=0 
(35 6-0) 
Si le champ électromagnétique se réduit à un champ magnétique : V = 0, 
alors II? = P? = id; et l'équation pour Y devient 
ou = — (¢-Th?w = Le. (B— Av 
1 = —(g : = — |: — 
: 2m 2m i 
ce qui montre que la limite non relativiste du hamiltonien est donnée exacte- 
ment par l'expression obtenue dans le cas galiléen. 
1 3 1 = a 
H = — (ë T? = — |e. (P — 4A)? (19.125) 
2m 
On retrouve donc la valeur y = q/m du facteur gyromagnétique. La déduction 
de l'expression du courant est renvoyée à l’exercice 19.6.8, où l’on montre que 
1 


= E 1. 
J=; [witty + dotu] + —¥ x (tav) (19.126) 
m 


m 


Ceci n’est autre que l'expression du courant de Schrödinger auquel s’ajoute 
un terme provenant du moment magnétique. 
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19.3.4 Le hamiltonien de structure fine 


Nous avons obtenu la limite non relativiste de l’équation de Dirac au pre- 
mier ordre en v lorsque v < 1, et cette limite n’est autre que l'expression 
galiléenne que nous récrivons sous forme explicite 


OW 1 q 
i sae 


—— =| (-i¥ =A)? — B)+qV| Y = HY (19.127) 


B = VxA est le champ magnétique. Le petit paramètre qui permet de passer à 
Vapproximation galiléenne est p/m, où P est une valeur typique de l'impulsion, 
et le développement est en fait en puissances de 1/m. L’équation (19.127) est 
valable à l’ordre p/m, et nous nous intéressons maintenant à l’approximation 
d’ordre (p/m)? qui nous permettra de déduire le hamiltonien de la structure 
fine. Il existe une méthode systématique pour effectuer ce développement à 
tous les ordres en p/m, la méthode de Foldy-Wouthuysen, mais cette méthode 
est complexe et nous allons nous contenter d’une approche plus élémentaire 
pour aller jusqu’à l’ordre (p/m)?. Nous allons nous limiter au cas d’un champ 
électrique statique dérivant d’un potentiel indépendant du temps V, et donc 
B = 0. La première remarque concerne la normalisation de la fonction d’onde : 
dans la théorie de Dirac, c’est la quantité 


[rota =v [a ([Wal? + |®a|7) 


qui doit être normalisée à l’unité. D’après (19.124) écrite avec Il = P car nous 
sommes dans le cas A = 0, la condition de normalisation s’écrit 


> Jar CEE TYP) (19.128) 


Cette équation montre qu’à l’ordre (p/m)?, la relation entre le spineur de 
Dirac w et le spineur W est 


P? P? 


La relation entre Ÿ et ® doit maintenant être améliorée pour tenir compte 
des termes en (p/m)?. Posons 


1 z 
® = — QY +P avec Q=8.P 
2m 


et utilisons la seconde des équations (19.123) pour déterminer ®’, compte tenu 
de [H°| & m 
1 
= MPY 
4m? 
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Pour mettre l'équation de Dirac sous la forme Hegy = Ey, nous utilisons la 
première des équations (19.123) et remarquons que 9? = P2 pour écrire 
0 1 52 1 0 
ILY = — PSY — —~ OI OW 
2m 4m? 


ce qui est correct à l’ordre (p/m)? inclus. Finalement, nous utilisons (19.129) 
pour passer de Y aw 


1 
II° 1-— P — P? 
Toa 


us 1 0 
— FAN (19.130) 


Dans cette situation statique, nous pouvons remplacer II? par E — qV et 
identifier le hamiltonien effectif à l’aide de Hegy = Ew qui s'écrit 


Her = Ho + 0H 


Ho = — + qV 
2m 
1 m i a 
ôH = — MI P? — pte | ome 19.131 
8m? 16m3 Am? (19.131) 


Dans 6H, on peut utiliser l’approximation suivante pour Iy, correcte à 
l’ordre (p/m)? pour Heg 


=>, 


0 Fe 
IY = (E — qv) = — (19.132) 


Pour exploiter cette équation et pouvoir remplacer I? par P?/2m, il faut faire 
agir II? à droite. Les deux termes contenant I? sont, à un facteur —1/4m? 
près, QIQ et —II°P2/2. Pour déplacer I? vers la droite, nous écrivons 
QWQ = Q, Q] + P22 
1 > 1 > 1 + 
— `} pP? — —-[0°, P?] -_ = P?II° 
2 2 2 


Comme I = E — qV, il suffit en fait de calculer les commutateurs avec V. 
Pour évaluer le premier terme, nous utilisons (3.49), Q = —io!d, et [Pn, V] = 
—i0mV 


Q[V, Qh = icon V, Om] b = (Sim + i€tmpFp)([AOmV]b + [Pm V][A%]) 
= (V2V)y — (B- V)b + ië - (E x Yy 
où le champ électrique E = —VV. On obtient pour le second terme 
ji 52 _ 1 = = = = 
Poe -3 {P - Iv, P] + (v, P] Pho 


= -3 (VV) + (Bye 
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L’addition des deux termes donne le résultat recherché 


1 +: 1 + => > 
OV, 9] - 5 1V, Pl] = 5V°V -¢- (Bx P)=-5V-B-G-(Ex P) 


Le résultat pour 6H à l’ordre (p/m)? est finalement 


òH =- VE +20. (Ë x P) (19.133) 


Le premier terme de (19.133) n’est autre que la correction d’ordre (p/m)? à 


Vénergie cinétique 
= P è P 
V P24+m=m+——-- sat 
8m? 


2m 


Le second terme proportionnel a V-E= Pext; OÙ Pext est la densité de charge, 
est appelé terme de Darwin. Il n’est différent de zéro que dans la région 
espace où pext Æ 0, et il est proportionnel à 6(7) pour une charge ponctuelle. 
Le dernier terme est le plus intéressant, c’est le couplage spin-orbite car 


Ex P=--—Rx P=--—I (19.134) 


où L est le moment angulaire orbital. Dans le cas d’une charge ponctuelle, 
Pext = Zqd(r), le hamiltonien ôH prend la forme finale 


Pt Za q 1dV, > 
—— + — g- L 19.135 
8m Fr 8m Am? r dr = ( ) 


où a = q?/(4meo) est la constante de structure fine. Les 3 corrections rela- 
tivistes : énergie cinétique, terme de Darwin et structure fine ont déjà été 
rencontrées au § 15.2.2 et à l'exercice 15.4.2. 


19.3.5 L’atome d’hydrogéne 


L’expression (19.135) de 6H valable à l’ordre (p/m)? donne en général un 
niveau d’approximation suffisant pour l'étude de la structure fine. Il est ce- 
pendant possible de résoudre exactement l’équation de Dirac dans le potentiel 
coulombien d’une charge ponctuelle Z|q|. Nous allons partir d’une situation 
plus générale en étudiant l’équation de Dirac dans un champ électrique sta- 
tique à symétrie sphérique dérivant d’un potentiel V(r). Partons de la décom- 
position (19.122) ; comme nous recherchons une solution stationnaire d'énergie 
E, nous posons 


U(t,7) = e Et y(r) &(t,7) = e Et o(7) (19.136) 


Les spineurs w et ¢ sont respectivement les “grandes composantes” et les “pe- 
tites composantes” du spineur de Dirac. En utilisant la représentation (19.104) 
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des matrices 7“, ’équation de Dirac devient (on observera un changement de 
signe de m par rapport à (19.95)) 


(B—m—qv)p = (# : P)ọ 
(E +m- qV)ọ = (# - P)4 
Il ne faut pas confondre le spineur @ avec le spineur 4 utilisé précédemment. 
Comme © - P est un scalaire pour les rotations, les équations (19.137) sont 
invariantes par une rotation simultanée des variables d’espace et de spin, mais 


non pour chacune de ces rotations séparément. Cela implique que le moment 
angulaire total J 


(19.137) 


a ee | bh, 
J=E+5G=£+8 (19.138) 


est une quantité conservée, alors que le moment angulaire orbital L=RxPet 
le spin § ne le sont pas. Dans une inversion d’espace, (à: P) change de signe : 
c’est un pseudoscalaire, ce qui implique que w et ¢ sont de parité opposée. 
Dans une inversion d’espace, on a donc les lois de transformation 


Y — Ky D — -Kọ (19.139) 


où k = +1 est la parité. 

Ces considérations sont suffisantes pour déterminer la dépendance angu- 
laire de w et de @ ; en effet, pour une particule de spin 1/2 et de moment angu- 
laire total j, le moment angulaire orbital { a deux valeurs possibles, l = j+1/2 
correpondant à une parité x = (—1)!. Par définition, nous allons choisir la 
“grande composante” 4 comme celle dont la parité est x = (—1)', tandis que 
d’après (19.139), la “petite composante” ¢ a la parité opposée « = (—1)!t1. 
Notons que ces conventions ne comportent aucune approximation. Nous pou- 
vons écrire 4 en combinant une fonction d’onde orbitale et un vecteur d’état 
de spin grâce aux coefficients de Clebsch-Gordan (9.132) 


YPnijm(?, s) = 2 ce. sim (r, s|nlgmmyms) 


M, Ms 


l M—Ms 
= =Puj(r) > Ces (F)Xm, (19.140) 


M1,Ms 


où n est un nombre quantique radial, Y” un harmonique sphérique et x un 
spineur de Pauli à deux composantes, Mms = +1/2. Définissant la fonction 
d’onde couplée d’espace et de spin Yj" (F) par 


i 


Ynijm(T, 8) = = nig (7 r) yi” (f ) 


nous écrivons )/™ sous forme d’un spineur à deux composantes Mms = +1/2 


(composante supérieure) et ms = —1/2 (composante inférieure) 
11/2 m—1/2 
| Que nn 
ye = (ane nti (19.141) 
m+1/2,—1/2;jm` l 
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Afin d’être complets, mais nous ne nous en servirons pas, nous donnons l’ex- 
pression explicite de )/” pour j = l + 1/2 (exercice 9.7.18) 


Jam 1 lŁm+1/2 yp"? 
! VA+I | +/1F mF 1/2 yp? 


Pour construire ¢, nous remarquons que (¢- 7) est un pseudoscalaire. Bien 


que (¢-7) ne commute pas avec L, pour une particule de spin 1/2 le moment 
angulaire total et la parité définissent une valeur unique de L?, ce qui fait que 


Q = —frig(T)(F +?) Vijm(F) (19.142) 


possède toutes les propriétés requises de la “petite composante” associée à y) : 
son moment angulaire total est 7 et sa parité opposée à celle de w. 

Pour obtenir les équations différentielles couplées auxquelles obéissent les 
fonctions radiales F et f, nous utilisons l’identité valable pour toute fonction 
radiale h(r) 


ð il = 
=(é-f) |i += (@-D)] h("(r) (19.143) 
Or r 
f- P= —ið/ðr est la composante radiale? de P. On peut exprimer © - Len 


fonction de j et de l 


é-L=jG+1)-U+1)- 3 
soit 
¢-E=j-5 si f=I45 
g 4 i (19.144) 
#-EB=-(5+5) si j=l-> 


ce qui permet de remplacer (& - E) dans (19.143) par un nombre. Dans le cas 
j =l + 1/2, l’action de (¢- P) sur les spineurs w et ¢ s’écrit 


-Pw (6.00 (E-L) ro 


r 


(a: Pje = iV(® (+ +4 +22) f(r) (19.145) 


6. Cet opérateur doit étre manipulé avec précaution car, malgré les apparences, il n’est 
pas hermitien, ou plus exactement il n’est pas auto-adjoint : voir Messiah (1959), cha- 
pitre IX. 
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Ces équations se simplifient grace 4 (19.137) et (19.143) 
(2: Pih = (E+m—qv)o = (E+m—q)G- AF) 


et une équation analogue pour ¢. On obtient finalement pour j = | + 1/2 


= are = (+ p 22) f(r) 


oe " (19.146) 
d j-1/2 | 
av += (E-i) ro) 
Fa Tr 
tandis que pour j =! — 1/2, un calcul analogue donne 
d j-1/2 
(B= a -meo = ($ - E) air) 
e T 
(19.147) 


dr r 


(E — qV + mjg(r) = — (= + = G(r) 


On remarque que (19.147) se déduit de (19.146) par la substitution j — 
—(j +1), et il suffit donc de résoudre l’un ou l’autre des deux systèmes. 

Venons-en maintenant à un atome hydrogénoïde où le potentiel V(r) est 
donné par 


qV(r) = =-— (19.148) 


La méthode de résolution de ces équations suit de près celle utilisée dans le 
cas de l’atome d’hydrogéne non relativiste. On pose 


F(r) = r”P(r)e 7 f(r) = r’p(rje Fr (19.149) 


Les constantes 8 et v contrôlent le comportement des fonctions F et f lorsque 
r — Oet r — oo respectivement, pourvu que P(r) et p(r) soient des polynômes 
en r. Les équations (19.146) pour j = l + 1/2 deviennent 


(B+ £ - m) Per) = p'e) = Br + Lot) + LE pen 
oe ; = (19.150) 
(£ + = + m) plr) = —P'(r) + BP(r) — 7 P(r) + —— P(r) 


Si P(r) et p(r) sont bien des polynémes, à la limite r — oo, les termes domi- 
nants dans (19.150) sont 


(E —m)P(r) = —Gp(r) 


(B+ m)p(r) = BP(r) ee 


ce qui implique 6? = m? — E?. Pour que les fonctions d’onde soient norma- 
lisables, il faut que 8 > 0, et donc que m > E, soit 8 = Vm? — E2. Passons 
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maintenant au comportement pour r — 0; les termes dominants sont 


ZaP(r) = ( +j + >) p(r) 


2 
j (19.152) 
Zap(r)= Gan — 5) P(r) 
On en déduit l’équation du second degré pour v 
2 Fps 3 2 
v“ + 2v — (: +j-4) + (za) = 0 
d’où l’expression de v 
v = —1 + y (j +1/2)? — (Za)? (19.153) 


Comme on doit respecter la condition v > 0 sous peine d’avoir une fonction 
d’onde non normalisable à l’origine, il faut choisir le signe + dans (19.153). 
De plus, pour que cette équation pour v ait un sens, il faut que Za ne soit 
pas trop grand, et en fait Za < 1 pour la valeur minimale j = 1/2 de j. À la 
limite non relativiste, (Za) < 1, on retrouve v = l. 

Étant donné les valeurs de 8 = Vm? — E? et de v (19.153), on résout le 
problème en écrivant explicitement les polynômes P(r) et p(r) 


P(r) = 5 Cnr” p(r) = Xo Car” (19.154) 
d’ot, en identifiant les coefficients de r” 


5 
(E = m)Cn + Ben = (n +v +7 + 5) Cn+1 — ZaCn+1 
f (19.155) 
(E + m)cn — BC = — (n+v-5+5) Cn+1 — ZaCn41 


Pour que la fonction d’onde soit normalisable à l’infini, il est nécessaire que 
les séries (19.154) comportent un nombre fini de termes. Les valeurs propres 
de E sont obtenues en exigeant que ces séries s’arrétent pour une certaine 
valeur de n. Il est facile de voir que cette valeur doit être identique pour les 
deux séries. Supposons que la valeur maximale de n pour les deux séries soit 


n' : Cn = cn = 0 Yn > n/. Pour n =n’, nous obtenons 


(E — mOn = — bew (E + m)cen = BCr 


de sorte que 
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Ecrivons ensuite les relations de récurrence (19.155) pour n = n’ — 1, multi- 
plions la première par 8 et la seconde par (E — m) et ajoutons les en tenant 
compte de 8? = m? — E?. Le membre de gauche de l’addition s’annule et le 
résultat ne dépend plus que de Cn’ et cn’. On exprime Cw en fonction de cp’ 
et et on en déduit l’équation 


his c Za Por, = ni +v ace c 
a a m=E"— Pro 
m — E 
—Z mn! 
a mFE? 


Par hypothèse cw Æ 0, et cette équation est en fait l'équation aux valeurs 
propres pour F qui donne 


Zak = Vm? — E? (n' +v +1) 


ce qui permet d’écrire le résultat final pour E en fonction du nombre quantique 
radial n’ = 0,1,2,--- et de v (19.153) 


—1/2 
2 
ET  — 
T+ Zap [ary +p (w+ G41" Zap) 
(19.156) 
La solution pour le cas 7 = | — 1/2 s’obtient en effectuant la substitution 
j — —(j + 1). Le résultat (19.156) dépend de j par la seule combinaison 
(j + 1/2)”, qui est inchangée dans la substitution j + —(j + 1). Les niveaux 
d'énergie pour un même moment angulaire total et des moments angulaires 
orbitaux (ou des parités) différents sont identiques. Dans le cas des niveaux 
n = 2 de l’atome d’hydrogéne, les sous-niveaux *p;/2 et 78/2 ont la même 
énergie, tandis que le niveau ps5 /2 en diffère par la structure fine. Cependant, 
l'expérience montre que les niveaux 7p; /2 et ?s1/2 ont des énergies legèrement 
différentes, en contradiction avec l’équation de Dirac. Cette différence d’éner- 
gie, de l’ordre de 10 % de la structure fine et appelée déplacement Lamb, ne 
peut s’expliquer que dans le cadre d’une théorie des champs quantiques, dans 
ce cas l’électrodynamique quantique. 


E = 


Afin de comparer avec les résultats du chapitre 15, il est instructif de 
prendre la limite non-relativiste de (19.156) lorsque Za < 1. En dévelop- 
pant (19.156) à l’ordre (Za){ inclus et en notant que n’ est relié au nombre 
quantique principal n par n’ = n—j — 1/2, on obtient pour E à l’ordre (Za)* 


(Za)? (Za) n 3 
E — = — — = = 
Me Mg ea a ae eae 
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19.4 Symétries de l’équation de Dirac 


19.4.1 Invariance de Lorentz 


Etant donné que l’invariance de Lorentz nous a servi de guide pour 
construire l’équation de Dirac, nous nous contentons d’y revenir très brié- 


vement. Définissons les matrices 4 x 4 antisymétriques 04” = —o”" par 
i 0 ci j; ok 0 
pv LINE AY Oi : a WY — eo, k 
ob = he o an) o = sx (4 (19.157) 


où nous avons donné la forme explicite de a et otf dans la base de Dirac 
(voir l’exercice 19.6.10 pour la base chirale), et examinons leurs relations de 


commutation. On obtient par inspection 


ie. a] = dig?! 
[a ae | = Big (19.158) 
ie, o°?| = ~IJig!? 


les autres relations s’en déduisant par permutation circulaire. Si nous définis- 
sons les générateurs infinitésimaux des rotations Jı, J2 et J3 et des boosts 
Kı, Ko et K3 par 


1 k 1/0 1 +; 
= IR l cs Ot 
Ji = 1 EtjkO 5 ( 0 a Ki 5 © (19.159) 
nous obtenons de (19.158) 
[Ji, Jm] = i€impJp (Ji, Km] = i€imp Kp LR, Km] = —i€imp Kp 


(19.160) 
c’est-à-dire très précisément les relations de commutation des générateurs in- 
finitésimaux (19.47), ou algèbre de Lie du groupe de Lorentz; on note, que, 
comme dans le § 19.2.2, les J; sont hermitiens mais non les K;. L'ensemble 
{J;, Ki} forme une représentation de dimension 4 de l’algèbre de Lie du groupe 
de Lorentz, et comme il s’agit d’une représentation de dimension finie, les 6 


générateurs infinitésimaux ne peuvent pas être tous hermitiens. La définition 
(19.159) s’écrit aussi, compte tenu de (19.45) et (19.46) 


1 
J” = 70" (19.161) 


Si une transformation de Lorentz A s’écrit sous forme exponentielle en fonction 
des générateurs I!” définis en (19.53) 


A = exp (Zona) 
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elle sera représentée dans l’espace des spineurs de Dirac par la matrice 4 x 4 
S(A) = exp (-5 so") (19.162) 


Examinons maintenant la loi de transformation d’un spineur de Dirac y(x), 
en rappelant qu’une transformation de Lorentz agit sur un champ scalaire 
p(x) suivant la loi 

g(a") = p'(Ax) = y(x) 
Une transformation de Lorentz A agissant sur un spineur de Dirac (a) sera 


de la forme 
y(x") = S(A)Y (2) ae AM a (19.163) 


Le spineur w’(a’) obéit à l'équation 
(i — m)#'(x') = 0 ð, = (AT) de 


Les détails de la démonstration sont renvoyés à l’exercice 19.6.10. 


19.4.2 Parité 


Nous serons brefs sur ce sujet que nous avons déjà examiné. L'opération 
parité change le signe des composantes d’espace d’un quadrivecteur 


at > g” = (2°, —2) 


Utilisant la remarque qui suit l'équation (19.102), nous observons que le spi- 
neur de Dirac d'(x') défini par 


d'(x") = nP ylz) (19.164) 


où 7 est un facteur de phase sans importance physique, obéit à l’équation de 
Dirac 


(iya! — m)'(x') = 0 Of, = 0/dx'" = (3+, -V) 


On déduit de ce qui précéde les lois de transformation des bilinéaires de Dirac 
par transformation de Lorentz et parité 


Scalaire : dw (1) 
Vecteur : wy" (4) 
Tenseur antisymétrique : Yo” (6) 
Pseudovecteur : Y 57" (4) 
Pseudoscalaire : Y ys% (1) 
Le chiffre entre parenthèses indique le nombre de composantes indépendantes. 


La liste ci-dessus est exhaustive : comme les matrices de Dirac sont des ma- 
trices 4 x 4, il existe au plus 16 bilinéaires indépendants. 
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19.4.3 Conjugaison de charge 


Nous avons établi au § 19.3.3 la forme du couplage d’une particule de Dirac 
de charge q à un champ électromagnétique A,,. Prenant le complexe conjugué 
de (19.116), nous obtenons 


[+ (id, +F qAy) +m] y*=0 


Les matrices —y"* obéissent à l’algèbre de Dirac (19.103) et il doit donc exister 
une matrice C7° (le facteur 7° est conventionnel) telle que 


VE" = (CP) (C°) 
Définissant le spineur conjugué de charge Ye par 
be = Cy p* (19.165) 
nous obtenons pour Ye l'équation 
h" GO, + GAy) — m] He = 0 (19.166) 


Cette équation montre que w, décrit une particule de Dirac de masse m et de 
charge —q. Si w décrit un électron, alors w, décrit un positron : une prédiction 
spectaculaire de l'équation de Dirac est l’existence d’antiparticules, de même 
masse que la particule et de charge opposée. Il reste à déterminer explicitement 
la matrice C. Il est commode de manipuler la définition précédente de Cy° 
en utilisant l'expression ci-dessus de 7* et la relation y”! = 0470 pour en 
déduire le transposé de y”, y“7 


JT = CC (19.167) 


Aussi bien dans la base de Dirac (19.104) que dans la base chirale p 100), la 
seule matrice T qui ne change pas de signe par transposition est y? : y? = 7, 
en raison de of = —o2. A un facteur de phase por que nous pouvons choisir 
égal à un, nous avons C = C7! = 777° de sorte qu’en fin de compte la relation 
entre w et Ye est 

Ve = Pu" (19.168) 
Il est facile de se convaincre que le conjugué de charge d’un spineur de chiralité 
droite est un spineur de chiralité gauche et vice versa : en effet, compte tenu de 
ce que ys est une matrice réelle, si w est un vecteur propre de 5, yY = +, 
alors 


Wve = PPY = —72(sb)* = (EU) = Fe 
Il est également immédiat de montrer que pe se transforme par une transfor- 


mation de Lorentz comme un spineur de Dirac. On en déduit qu’une équation 
compatible avec l’invariance de Lorentz est 


(iy"O,)b = mye (19.169) 
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Cette équation est celle d’un spineur de Majorana. En prenant le complexe 
conjugué de cette équation et en multipliant par +?, on vérifie immédiatement 
que 077) = —m?, ce qui montre que m est bien la masse de la particule décrite 
par w. Comme wv et Ye portent des charges opposées, l’équation de Majorana 
(19.169) ne peut s’appliquer qu’a des particules électriquement neutres, et plus 
généralement à des particules qui sont leurs propres antiparticules. De plus, 
comme w et 4. ont des chiralités opposées et que Gz a une chiralité opposée à 
celle de 4}, on constate que contrairement à l’équation de Dirac, l’équation de 
Majorana préserve la chiralité : tous les termes ont la même chiralité. Lorsque 
la masse est nulle, les équations de Dirac et de Majorana coincident. Sim Æ 0, 
ce qui est le cas des neutrinos, on pourrait avoir soit des neutrinos de Dirac, 
soit des neutrinos de Majorana. La question reste aujourd’hui ouverte. 


19.4.4 Inversion du temps 


Dans l’annexe A2, nous avons montré que l’opérateur O qui effectue le ren- 
versement du sens du temps s’écrit comme le produit O = UK d’un opérateur 
unitaire U et de l’opérateur K de conjugaison complexe. Nous avons vu que 
U = nog pour un spin 1/2, ot 7 est un facteur de phase, et nous avons observé 
que ©? = —1, un résultat à l’origine de la dégénérescence de Kramers. Afin 
de faire le lien avec l’annexe A2, il est commode d’écrire l’équation de Dirac 
(19.102) sous une forme qui mette en évidence le hamiltonien. Multiplions 
(19.102) à gauche par 4°, ce qui donne 


Ow(t 
200 = Hy(t) H = -iy°y'd; +m (19.170) 
Posant t’ = —t et Y'(t') = Oy(t), nous voulons assurer l’invariance du hamil- 


tonien 


6 'HO=H — KU ‘HUK = H 
Ceci implique 
KU 1yYUK =° et KUHP UK = iga’ 
On en déduit les conditions sur U 
U- 4 U = (7°)* UT JU = —(¥')* 


Dans la base de Dirac comme dans la base chirale, +? est la seule matrice 
imaginaire, et on peut donc choisir dans les deux bases U = ny'y?, de sorte 
que 

YE) = nv P Kv) (19.171) 


Dans les deux bases, y!7? a la même expression 


ye =i C : ) (19.172) 


0 a2 
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Comme dans le cas des spineurs à deux composantes, le renversement du sens 
du temps multiplie les spineurs par un facteur io2, et comme dans le cas 
non-relativiste, ©? = —1. 


19.5 Quantification du champ de Dirac 


19.5.1 Ondes planes 


Notre objectif est de généraliser au champ de Dirac la théorie non- 
relativiste de la section 14.3. Nous anticipons le fait que les particules de 
Dirac sont des fermions, ce qu’affirme le théoréme spin-statistique. Toutefois, 
nous serons capables d’en dire plus : en effet, nous avions jusqu’à présent 
énoncé ce théorème sans démonstration, nous allons maintenant le prouver, 
du moins dans le cas particulier des particules de Dirac sans interactions. 

Nous reprenons la procédure suivie précédemment pour le champ élec- 
tromagnétique et les champs de bosons et de fermions non-relativistes en 
considérant au départ l'équation de Dirac comme une équation d’onde pour 
un champ classique. Il sera commode d’étudier en premier lieu les solutions 
de type onde plane de cette équation. Nous avons vu que le spineur de Dirac 
w(x) qui, rappelons-le, est ici un champ classique, obéit à l’équation de Klein- 
Gordon (0? + m?)y = 0. Les solutions de l'équation de Dirac peuvent donc 
s’écrire comme des superpositions linéaires d’ondes planes de la forme 


dax) = wr (per? 


(19.173) 
p-x=E,t—p-Z£ Ep = Vp? +m? > 0 
avec En = +1. Le cas €, = +1 est celui des solutions d’énergie positive et 
En = —1 celui des solutions d’énergie négative. En substituant (19.173) dans 
V’équation de Dirac, on obtient 
—™M)Wn = 0 En = +1 
G Jun (P) (19.174) 
(p+ mw,(p) = 0 En = —1 


Si p = 0, alors p = m7° et on trouve dans la représentation de Dirac quatre 
solutions linéairement indépendantes 


(19.175) 


Oroo oocr 
ROC CO © 
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Les spineurs a") correspondent à des solutions d’énergie positive €n = +1 et 
les spineurs 6°") à des solutions d’énergie négative ¢, = —1. Pour une valeur 
arbitraire de p, nous observons que 


(p — m)(~p+m) = p° —m? =0 
de sorte que l’on peut écrire 
(5) =N (Ø + ma (0) 
)(p) = —N'"(p — m) (0) 


où N et NW’ sont des constantes de normalisation. Si l’on veut une forme 
explicite de ces solutions, il suffit d’écrire p dans la base de Dirac 


(19.176) 


= Ep =o <p 
p= ee -E, ) (19.177) 


x0 = @ x = & (19.178) 


On obtient alors les spineurs u et v sous la forme 
2 ; 1 (E +m)x™ 
Énergie > 0 : ul”) (9) = — ( p b 
= ) Im(E, +m) | (E Px 
apy” (19.179) 


— 


1 


Énergie <0 : vu‘) (p) = —— 
Dans (19.179), la constante de normalisation a été fixée par V = N’ = 
[2m(Ep + m)|!/? de telle sorte que 


a”) (P) ul) (D) = Ors 
T (p) ut (p) = srs (19.180) 
TO (PO = 0 


On remarquera le signe (—) dans la normalisation des spineurs d’énergie né- 
gative v : d’après (19.175), lorsque p = 0, y° = +1 pour les spineurs d’énergie 
positive, y° = —1 pour les spineurs d'énergie négative, et ceci se généralise au 
cas p # 0. En plus des relations d’orthogonalité (19.180), nous aurons besoin 
des relations de fermeture. Dans un référentiel où p = 0, nous avons pour les 


spineurs d’énergie positive 


> TO 1 
a (O = (+9 
Ua 10 = (00) 530 + Dag 
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et pour les spineurs d’énergie négative 
E arn _ (00 __i 0 _ 
PGO = (or) = 30° - Das 


d’où pour p ¥ 0 (exercice 19.6.11) 


Du r) (aya (P) - (42) = (Ai (P)) ae 
hé (19.181) 


2m 


r —(r p =m 
-D O (Et) = Aas 
ap 
L’équation précédente définit deux pseudoprojecteurs A+(p) et A_(p) qui vé- 


rifient 


A+A- =I Ag A. =ALA. =0 AZ = My (19.182) 


Si p= 0, A4 et A_ sont hermitiens et sont effectivement des projecteurs. Ce 
n’est pas le cas lorsque p 4 0 car alors les A+ ne sont plus hermitiens mais 
obéissent à 


(Az)? = y As? 


19.5.2 Champ de Dirac quantifié 


La quantification du champ de Dirac procéde par analogie avec celle du 
champ électromagnétique : le rôle des polarisations é,(k) est joué par les spi- 
neurs de Dirac u") (p) et v™) (p). Cependant, nous devons bien entendu tenir 
compte du caractère fermionique du champ de Dirac et nous inspirer égale- 
ment de la quantification du champ de fermions non-relativiste (section 14.3). 
Comme précédemment, nous adoptons une quantification des ondes planes 
dans une boîte de volume V, ce volume auxiliaire devant disparaître de tout 
résultat physique. Pour une valeur de p donnée, nous avons 4 états de spin 
possibles, auxquels nous allons associer pour les énergies positives 4 opéra- 
teurs d’annihilation b,.(p) et d,(p) et leurs hermitiens conjugués bÌ (p) et di (p) 
pour les énergies négatives. Ces opérateurs obéissent aux relations d’anticom- 
mutation (rappelons qu’en raison du choix de la quantification dans une boîte, 
les valeurs des impulsions sont discrètes) 


{br (B), LB) } = rspp I 


tous les autres anticommutateurs étant nuls. La décomposition du champ 
w(t,Z) en ondes planes est juste un peu plus compliquée que celle de la 
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section 14.3 


Va(t, 2) (ul (pe + + dl (pulpe "| 


a 


7 (19.184) 
Palt, 2) 


a 


73 
ay (pat) ( (per? +d, (PQ) (p)e~ ip ve] 


Les opérateurs d’annihilation b,(p) et d,(p) sont associés comme il se doit aux 
ondes planes d'énergie positive exp(—ip - x) et leurs hermitiens conjugués aux 
ondes planes d'énergie négative exp(ip- x); œa est un indice de Dirac allant 
de 1 à 4, puisqu’un spineur de Dirac possède 4 composantes. On déduit de 
(19.184) l’anticommutateur à temps égaux de w et Y 


— 1 x 4 + + 
{ha(t, 2), Dot, Z} = pons Der rl Z Sag (Z — 7') I (19.185) 
P 
qui généralise les relations d’anticommutation (14.55) du champ scalaire. 


19.5.3 Hamiltonien du champ de Dirac 


Afin de conclure cette section consacrée à la quantification du champ de 
Dirac, il reste à écrire l'expression du hamiltonien et celle de la charge élec- 
trique. L’équation de Dirac se déduit de la densité de Lagrangien £ 


— jo 


= = i 
L(x) = D(x)(9 — myl) = Pa) — myle) = V(x)(5 9 — m)v(z) 
(19.186) 
où l’équivalence des différentes formes de £ résulte d’intégrations par parties 
dans l’expression de l’action S = fd‘x L(x). Le moment conjugué Ta se 
déduit des équations d’Euler-Lagrange 
OL — 0 je 
a = ——— = = 19.187 
T O(Oova) WB YBa iw) ( ) 
ce qui donne pour la densité de hamiltonien H 
Ova 
H = > Ta — — 
et pour le hamiltonien 
= o 
H= if aTa ve) (19.188) 


étant donné que £ = 0 si y(x) obéit à l’équation de Dirac. Pour évaluer 
H en fonction des opérateurs de création et d’annihilation, nous utilisons 
la relation de Parseval qui permet d'exprimer le produit scalaire des deux 
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fonctions f(x) et g(Z) en fonction de leurs transformées de Fourier f(p) et 
g(p) (exercice 19.6.12) 


Jar ra a =a Hone (19.189) 


Dans le cas qui nous concerne, les coefficients de Fourier de w(x) et de 
Ow(a)/Ot sont respectivement 


w(t, p) = 5 |a, (D C) (pje il» vt 4 ot (— pa (= —pei=e i 


r 


(19.190) 
z (,-B) = -iD |Erbs(-Pjuls) Be" — al (—p)v) (pe t] 


S 


Pour calculer H, nous avons besoin des relations d’orthogonalité (exercice 
19.6.10) 


TOPO) = 0 
DOPU) = WO Bu (B) = brs 


qui permettent d’exprimer H en fonction des opérateurs de création et d’an- 
nihilation 


(19.191) 


H= Da | (Db. (B) — d (PAP) 


Si l’on veut que H annule l’état du vide |0), H|0) = 0, il faut mettre les 
opérateurs d, et di dans l’ordre normal did,, ce qui est possible grace aux 
relations d’anticommutation (19.183) 


—d,dt = —I + did, 


En définissant le zéro d’énergie de telle sorte que l’énergie du vide soit nulle, 
H|0) = 0, on donne a H sa forme finale 


H =~ E, [bk (p)b,(p) + di (pd, (p)] (19.192) 


pr 


Le point crucial dans le raisonnement ci-dessus est que nous avons dû utiliser 
les relations d’anticommutation. Avec des relations de commutation [d,., dt] = 
I, nous aurions trouvé 


—d,di = —I — did, 


et le hamiltonien n’aurait pas été borné inférieurement. Le résultat (19.192) 
peut étre vu comme un cas particulier du théoréme spin-statistique : il faut 
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utiliser pour les particules de spin 1/2 des relations d’anticommutation, sinon 
Vénergie ne serait pas bornée inférieurement, et ces particules sont donc des 
fermions. L’autre partie du théoréme spin-statistique concerne les particules 
de spin 0 ou 1 : dans ce cas, on montre qu’avec des relations d’anticommutation 
on pourrait construire des opérateurs représentant des quantités physiques qui 
ne commutent pas pour des séparations du genre espace, et violent donc la 
causalité relativiste : voir le chapitre 11, note 15. Pour les particules de spin 0 
et 1, seules sont possibles les relations de commutation, et ces particules sont 
donc des bosons. 

L'expression (19.192) se généralise aux composantes spatiales de l’énergie- 
impulsion, et on peut écrire pour l’opérateur énergie-impulsion qui est un 
quadrivecteur P# 


PH = N p" [bi (p)6,(p) + di (p)d, (p)] (19.193) 


Il est également immédiat d'écrire l'opérateur de charge Q tel que la charge 
du vide soit nulle, Q|0) = 0 


Q=4 | dat Wla) =X HOG - ad] (19194) 


Les équations (19.192) et (19.194) mettent en évidence l’interprétation phy- 
sique des opérateurs b,, dy et leurs hermitiens conjugués : bi(p) crée une 
particule de charge q dans un état de spin r et d’impulsion p, tandis que di.(p) 
crée une particule de charge —q dans un état de spin r et d’impulsion p. Si, 
par convention, la charge de la particule est q, b!(p) crée une particule et 
di(p) crée une antiparticule. Le champ w(x) crée une charge —q via d\(p) et 
détruit une charge q via b,(p), tandis que le champ 7(x) crée une charge q 
via bl (p) et détruit une charge —q via d,(p). Les opérateurs bi (p) b,(p) sont 
des opérateurs nombre de particules de spin r et d’impulsion p, tandis que les 
opérateurs di(p) d,(p) sont des opérateurs nombre d’antiparticules de spin r 
et d’impulsion p. 


19.6 Exercices 
19.6.1 Décomposition polaire d’une transformation 
de Lorentz 


Soit eo le vecteur unitaire de genre temps de composantes (1, 0) dans une base 
donnée de l’espace de Minkowski, et ef, son transformé par A : ef = ^eo. 
1. Montrer que les coordonnées de ef, sont 


€ = (A%9, A’, A% À) 


et par conséquent A° = cosh n. 
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2. On définit le vecteur unitaire À par 
A‘, = —f' sinh 


Montrer que la transformation de Lorentz spéciale S de rapidité 7 et de di- 
rection À (voir (19.7)) vérifie Seo = ef. En déduire que R = S~'A est une 
rotation. On peut donc écrire A comme le produit d’une transformation de 
Lorentz spéciale et d’une rotation : A = SR. 


3. Pour montrer que cette décomposition est unique, supposons que A = 
S’R’, et donc S’ = SRR-!. Montrer que S'eo = Seo et en déduire que S et 
S’ sont identiques. 


19.6.2 Relations de commutation des J“ et des P” 


En prenant a infinitésimal, a = € et identifiant les coefficient de £a dans 
les deux membres de (19.41), montrer les relations de commutation 


iyo, P°] = gP Pe _ g7* PÊ 


19.6.3 Rotation de Thomas-Wigner et précession 
de Thomas 


L’objectif de cet exercice est d’abord de montrer que le produit de deux 
transformations de Lorentz spéciales, ou boosts, de rapidités x et 7 suivant 
deux directions différentes est le produit d’un boost S$ de rapidité ¢ par une 
rotation À d’angle ¢pw autour d’un axe perpendiculaire au plan des deux 
boosts : c’est la rotation de Thomas-Wigner. Nous prendrons le premier 
boost A; de rapidité y le long de £! et le second A2 de rapidité 7 le long 
d’un axe À du plan (#1, #7), faisant un angle 0 avec #1 


A = Ao(n,@)A1(x, 8") = S(C)R(prw) 


Nous nous proposons de calculer ¢ et drw en fonction des rapidités 7, x et 
de langle 0 entre les directions des deux boosts. 

Les questions 5 et 6 appliquent ces résultats à la précession de Thomas 
(§ 15.2.2). Toutefois, on peut aborder directement ces deux derniéres questions 
avec des calculs plus simples, étant donné qu’il est possible de se limiter au 
cas où 7 et x diffèrent de façon infinitésimale, et où langle 6 est petit. 


1. Soit A2(n, 7), une transformation de Lorentz spéciale (boost) de rapidité 


n le long de la direction À du plan (#12), 


ñ = {ñ = cos0,À? = sin 0, à? = 0} 
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écrite dans le point de vue passif. En utilisant (19.7), montrer que la matrice 
représentative de ce boost est 


cosh 7 — sinh y cos 0 — sinh 7 sin 0 0 

— sinh cos 0 1 + (coshn — 1) cos? 6 (coshn — 1) sin 8 cos 0 0 
— sinh sin 9 (cosh 7 — 1)sin 0 cos 0 1 + (coshn — 1) sin? 0 0 
0 0 0 1 


Ag = 


On remarquera (i) que A2 est symétrique : AJ’ = A2 comme il se doit pour un 
boost, (ii) qu'il suffit par la suite de considérer des matrices 3 x 3 en écrivant 


2. On combine deux boosts, le premier A; de rapidité y suivant £! et le 
second donné par la question précédente. Le probléme est de montrer que le 
produit 

A= AA 


des deux boosts est le produit A = SR d’un boost S par une rotation À 
autour de &?, et de déterminer les paramètres des transformations S et R; R 
est la rotation de Thomas-Wigner. S est un boost de rapidité ¢ suivant un 
axe Å 
k = {k! = cosy, k? = sin y, k® = 0} 

dont l’expression matricielle se déduit de la question 1 par les substitutions 
n — Ç et 0 — w. Notre premier objectif est de déterminer les paramètres ¢ et 
k. Soit e le quadrivecteur de composantes (1,0,0,0). Ce vecteur n’est pas 
affecté par une rotation. En déduire 


S% =A% = cosht Sh—=Al,=-sinhécosg 9% = A7 = — sinh Ç cos y 
En examinant l'expression de S, montrer de plus que 
Al 7 Al A2 
S} =1 Ao g2 = 0o 
1 Teena 2 14 cosh¢ 


3. Pour obtenir langle rw de la rotation de Thomas-Wigner autour de 
#°, on examine la transformation du quadrivecteur e“) = (0,1,0,0) et on 
calcule les produits scalaires 


[S- Az Ag] eD. e0) = [A] eu). [S] e) 


Montrer que 


cos D =—[A] e).[5] eu) = A9 AL AL (44 (At? + A2 Lo 
ae For 4 ° 1+cosh¢ 11+ cosh¢ 


En utilisant (19.14), montrer 
—A°,A° + ALAL + AA? =0 
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ce qui permet de simplifier expression de cos rw 

Al A0 

cos == t 
rw 1 1+ cosh¢ 


4. Pour calculer les quatre éléments de matrice A“, nécessaires, il est com- 
mode de poser 
cı = cosh x sı = sinh x 


C2 = cosh n s2 = sinh n 
Montrer que 


A = cosh C = c1c2 + 8182 cos 0 
he = —$20 cos — s1[1 + (c2 — 1) cos? 0] 
AT, = —s1¢2 — c1 82 COS 0 
A+, = s182 cos 0 + c [1 + (c2 — 1) cos? 6] 
En déduire 
(c1 — 1) (c2 — 1) 
1 + cosh Ç 


Calculer le sinus de l’angle de rotation à l’aide de 


cosọrw = 1 — sin? @ 


sin PTw = Re) $ eP = AA; eU) ë Sel) 
où e) = (0,0, 1,0) et montrer que 


sin 0 


-Ipong + (cr — 1)(c2 — 1) cos 6} 


sin rw = 
5. On s'intéresse maintenant au cas où le second boost diffère du premier 
de façon infintésimale : n = x +€, |e| < 1 et |0| < 1. Il suffira de se limiter 
au premier ordre en € et 0. La vitesse du premier boost est v = £! tanh y et 
celle du second 
U+ ov = û tanh(x + €) 
Montrer que les composantes dv! et dv? de ôT sont 
E 


dul ~ 5 
cosh* y 


ôv? ~ f tanh x 


Au lieu du produit A2A:, on considère A = MA7". Posant c = cosh x et 
s = sinh y, effectuer le produit AA! en utilisant 


cosh(y +£) ~c+es sinh(y +£) ~ s+ec sin 0 ~ 6 
1 —E —s0 
AA = | — 1 (c—1)0 


—s)—-(c—1)0 1 
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Vérifier ce résultat en prenant la limite de ceux de la question 4. En comparant 
à (19.53), montrer que A2A, ! se décompose en deux boosts infinitésimaux 
de rapidité £ le long de ĉ! et sð le long de #? et d’une rotation d’angle 
d¢rw = (c — 1)6 autour de l'axe £°. 

6. Précession de Thomas. Montrer que la rotation de Thomas- Wigner peut 


s’écrire en fonction des vitesses sous forme vectorielle 


2 


rw = = ox dv c= cosh x = 1/1 — v? 
C 


Rappelons un résultat de mécanique classique : la variation d’un vecteur G 
dans un référentiel en rotation avec la vitesse angulaire & est 


dG dG ixt 
paa a 

dt dt lref. propre 
Les référentiels propres de l’électron en rotation autour du noyau atomique 
sont définis par les boosts (en l’absence de toute de rotation!) faisant passer 
du référentiel du laboratoire R aux référentiels propres R’ et R” 


a’ = Ai(x, Ë)x x” = A(x +e, ù) 


L’évolution du référentiel propre R’ vers le référentiel propre R” entre t et 
t + ôt est pilotée par le boost infinitésimal S de la question 5, soit z” = 
Sx’. Utilisant le fait que SR = RS pour des transformations infinitésimales, 
montrer que le passage du référentiel du laboratoire R à R” s’écrit 


r" = R(—õọrw)A2(x +E, ñ)x 


Le référentiel R” a donc tourné d’un angle —69rw. Montrer que la vitesse 
angulaire de précession est 


a ee, 
Ww = axu 
c+1 


où a4 est l'accélération. Dans un calcul à tous les ordres en v, nous devrions 
tenir compte de 


Qu 


dG 1d 


dt lref. propre c dr 


où T est le temps propre. Nous allons nous limiter au cas v 1 et donc y ~ 1. 
Montrer que par conséquent 


> 1 
PTW = 5 vx OÙ 
et en déduire la vitesse angulaire de rotation 


, frw 
@ = — lim 


er 
==a@x 
ôt—0 ôt 2 Lu 
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où @ est l’accélération. D’après (15.17), l’électron voit dans son référentiel 
propre un champ magnétique 


où l'est le moment angulaire [=rx p. Si l’on prend pour simplifier un facteur 
gyromagnétique égal à q/m, montrer que l’équation du mouvement du spin & 
est 
ds’ 
dt 


et l’énergie magnétique correspondante est 


=SXx [45-a] 
m 


Wo =- |25- u] 3 


m 
En déduire le couplage spin-orbite 
1 f[idV].= 
So — A... o> |. a l-g 
W. 2 E =| 
et justifier la valeur du hamiltonien de structure fine (15.20). La précession 
de Thomas a réduit W,. par un facteur 2. 


19.6.4 Relation de commutation des J,,, et des W, 


1. Pour calculer le commutateur de J,, et de W), on part de 
f i 
iur, Wa] = —59n09ve Picea P] 


Evaluer le commutateur 


X = igna gvpEzorpl J”, JUPE] 
= ignaQupErorp|I , J |PP +iguagvo] Exoro|d %, PP] = X1 + Xo 


Montrer que 


Xi = 2[Exvrpd, PP — Erprpd,’ P?| 
Xə = Erorvd Pi = Exorud°"P, 


2. Pour évaluer X; et X2, on examine deux cas de figure. 
(i) u £ v AX: les indices u,v, À sont tous différents. 
(ii) u = À £ y; le cas où v = À se déduit en permutant les indices p et v. 
Montrer que dans le cas (i), X1 + X2 = 0 et que dans le cas (ii), on retrouve 
la seconde des équations (19.59). 
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19.6.5 Cas de la masse nulle 


1. On écrit la transformation de SL(2, C) d'un quadrivecteur x — x’ sous 
la forme x’ = Av At, où la matrice A € SL(2,C) est donnée par (19.72); on 


rappelle 
xt gi — ig? de 0 3 
Tt = 1 + 2 =f T =T LT 
— T +it x 
Calculer x’ en prenant z et ¢ infinitésimaux, z = €, |e| < 1. En déduire les 
5 1 2 Í = = 
transformés x/*, x!" et x’? des coordonnées de x; on notera que 2/7 = x7. 


2. Revenant aux coordonnées x° et x3, démontrer (19.73) et (19.74). 
3. Définissant les générateurs 


C= Ki + Ko D = K2 -J 
montrer les relations de commutation 

[J3,C] =iD [J3, D] = -iC 
et en déduire 


e943 Cei — C'cos 0 — D sin 0 
ei0Js D e 9 Js = Dcos@ + C'sin 0 


Montrer que si C et D ont deux valeurs propres non nulles, alors ces valeurs 
propres forment un continuum, et donc que ces valeurs propres doivent être 
nulles. 


19.6.6 Courant de Klein-Gordon 


Vérifier la loi de conservation (19.85) du courant de Klein-Gordon. 


19.6.7 Automorphismes de SL(2,C) 


1. On s'intéresse d’abord à l’automorphisme A — (AT)-1. Partant de la 
forme générale de À, avec a et b complexes 


A=a+o.b aœ -b =1 


montrer que 
(AT) = à — o1b1 + Jobo = o3b3 


Calculer ensuite ¢o;¢~+, où la matrice Ç est définie au § 19.3.1, et en déduire 
(AT)! = CAC 
2. Montrer qu'il n'existe pas de matrice Ç telle que 


(At)? = TAC 
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19.6.8 Equation de Dirac 


1. Montrer que (19.101) se déduit des équations (19.97) pour x et y et de 
la définition (19.98) du spineur de Dirac w en fonction de y et vy. 

2. Vérifier les relations de commutation (19.103) des matrices de Dirac. 

3. On utilise la représentation de Dirac (19.104) des matrices 7 et on 
écrit le spineur de Dirac sous la forme 


Montrer que l’on retrouve directement |’équation (19.123). 


19.6.9 Courant de Dirac en présence d’un champ 
magnétique 


1. Partant de l'expression j” = yy“w du courant de Dirac, et utilisant la 
représentation de Dirac des matrices y” comme dans l'exercice 19.6.8 ques- 
tion 3, établir l’expression approchée (19.126) du courant de Dirac en présence 
d’un champ magnétique. 


19.6.10 ‘Transformation de Lorentz d’un spineur 
de Dirac 


1. On se propose de montrer que l’équation 
(i — m)#'(x") = 0 
où w(x’) = S(A)Y(x), se déduit de (ið — m)#(x) = 0. En utilisant la relation 


da” /Ox'" = (A~')¥,, montrer que #’(x') vérifie l'équation de Dirac pourvu 
que 


S-1(A)#S(A) = AtA” 
2. On choisit A voisine de l'identité 
A“, = g^, +a", S(A) =I- uso? 
avec Wyy = DAT Montrer que cag doit obéir à 
ras, v] = 2i[g# 74 — gt? 


et vérifier que 0°? = (i/2)[y%, y°] satisfait bien à cette relation de commuta- 
tion. Calculer les matrices o“” dans la base chirale. 
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19.6.11 Relations d’orthogonalité 


=> > 


1. Partant des expressions (19.176) de u) (0) et v (0) et utilisant 
ON day? à I0 1o 
Su (0) E Pa T 


r) yoy) (0 00 __l 0 _ ; 
Dur (0) ee 7730 Dos 


démontrer les relations de fermeture (19.181). 
2. Montrer ensuite les relations d’orthogonalité (19.191). 


19.6.12 Relation de Parseval 


On se place pour simplifier à une dimension d’espace où la particule est 
confinée dans l'intervalle [0, L]. Les valeurs possibles de k sont 


ne = 9199100: 19 
i 


On définit la transformée de Fourier f (k) d’un fonction de x, 0 < x < L par 


= 1 7 ikx 
= dre? f(x) 


Montrer que la transformation inverse est 
fl) = = > O 
d VL à 
En déduire la relation de Parseval 
L ~ 
[ae feat) =D fan) 
k 


La généralisation à trois dimensions est immédiate. 


19.7 Bibliographie 


Il existe de nombreux livre de relativité, parmi lesquels celui de Taylor 
et Wheeler [1963], Jackson [2001], chapitre 11 ou Gourgoulhon [2010]. La 
rotation de Thomas-Wigner est traitée dans Taylor et Wheeler [1963], exer- 
cice 103, Jackson [2001] chapitre 11, ou Gourgoulhon [2010], chapitre 6. Les 
représentations du groupe de Poincaré sont discutées dans Wightman [1960], 
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Gasiorowicz [1966], chapitre 4, Weinberg [1995], chapitre 2. Pour des complé- 
ments à l’équation de Dirac et la quantification du champ de Dirac, on pourra 
consulter Messiah [1959], chapitre XX, Itzykson et Zuber [1980], chapitre 2, 
Le Bellac [1988], chapitre XI, Abers [2004], chapitre 12 ou Zee [2010], cha- 
pitre 2. Ces références introduisent l’équation de Dirac en suivant l’approche 
historique ; le présent exposé s’inspire de Gottfried et Yan [2003], chapitre 13, 
qui utilisent les spineurs de Weyl. 


Chapitre 20 


Corrigés d’une sélection 
d’exercices 


20.1 Exercices du chapitre 1 
1.6.1 Ordres de grandeur 


1. Il faut utiliser des particules dont la longueur d’onde À soit de 
1 A (— 0.1 nm) ou moins. On utilisera À = 1 À dans les calculs numériques. 
Pour les photons, cela donne une énergie en eV 


he 6.63 x 10734 x 3 x 108 
E = = = 1.24 x 104 eV = 12.4keV 
phot = X T I0 x 1.6 x 10-9 l 
Pour les neutrons, on utilise p = h/X, soit 
p? 7 h2 
IMn  2MnX2 
Cette énergie est de l’ordre de celle des neutrons thermiques qui vaut environ 
25 meV. Pour les électrons, il suffit de multiplier le résultat précédent par le 
rapport des masses Mn /Me 


= 8.2 x 1072 eV = 82 meV 


Eneut = 


Ea = Eneut— = 151 eV 
Me 

2. La fréquence d’une onde sonore de vecteur d’onde k = 1 nm est w = 
5 x 10!% rad.s~! et l'énergie d’un phonon fw = 3.3 meV. Il est beaucoup plus 
facile de comparer expérimentalement une telle énergie à celle d’un neutron 
de quelques dizaines de meV qu’à celle d’un photon de 10 keV et de détecter 
la création d’un phonon. On utilisera donc de préférence des neutrons. 

3. La masse d’une molécule de fullerène est M = 1.2 x 10-?#kg et sa 
longueur d’onde 


h 
à= — = 2.5 x 1071m 
mu 
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Cette longueur d’onde est une fraction ~ 1/300 du diamètre de la molécule. 
4. La distance de la masse M; au centre d'inertie de la molécule est 


M 


T1 TMM 


et le moment d’inertie 


Mı Mə 
I= Mir? + Mər? = Mam" = re 


L’énergie cinétique de rotation est, en fonction du moment angulaire J = Iw 


1 J? 
Eo = = Iw? = — 
F9 à 
et pour J = h, cela donne Erot = h?/(21) 


E h? _ h? om R 
Erot = 2ur2?  2uba? bu © 


en utilisant R = e?/(2ao) et ao = R? /(me?). 
5. La constante élastique K vaut 


2cR> _ 4em R? 
baz  h2b? 


c m 
hwy = 24| = | — Ro 
Vb? Vu 


Pour la molécule de HCl, on a u = 0.97m, et m/p = 5.6 x 1074. On en déduit 
b = 2.4 et c= 1.75 : ce sont bien des nombres voisins de l'unité. 

6. La dimension de G s’obtient aisément en remarquant que Gm?/r est 
une énergie. On trouve pour cette dimension M~1!L37—?. La quantité /hc/G 
a les dimensions d’une masse, ce qui donne pour l’énergie de Planck 


K= 


soit 


ñ 
Ep= VG 2 = 1.9 x 10° J = 1.2 x 10!9 GeV 


et pour la longueur de Planck 


h | 
lp =- G 216 10 m 
c V he 


L’énergie de Planck est considérable par rapport aux énergies maximales at- 
teintes en physique des particules élémentaires (environ 8 TeV= 8000 GeV, 
énergie atteinte aujourd’hui par le LHC au CERN), et par voie de conséquence 
la longueur de Planck est trés petite par rapport aux distances actuellement 
explorées qui sont ~ 10718 m 
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1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal 


1. L’onde incidente arrivant en r; est déphasée de bine = k- T; par rapport 


> 


à celle arrivant en F = 0, et londe diffractée de daig = —k! - T}. 
2. Le produit scalaire g- 7; vaut 


T- F, = nag, + mb4, 


En utilisant la sommation d’une série géométrique 


N-1 
i 1— z 
= 
l-r 
n=0 


on évalue par exemple la somme 
l= e—igaN 


ye _ e dena ee eg a(N—1)/2 = qraN /2 
l= ere sin qza/2 


d’où l’on déduit la fonction F (aqs, bq,) de l’énoncé. 
3. Supposons que q, diffère très peu de 27n,/a, où nz est un entier : 
qra = 27n, + €. Alors, 


aN N . EN 

sin z 5 = sin [anen + = = +sin > 
>. (ra ; + 1 E 
sin 5 = sin mnz 5 E| =+sin 5 


La largeur du pic est donc € ~ 1/N et sa hauteur est obtenue en prenant la 
limite € — 0 7 
sin“ eN /2 

1m 2n = N? 

e>0 sin“e/2 
ce qui donne une intensité dans le pic ~ N? x 1/N = N. Le même calcul se 
répète dans la direction y. 

4. La condition de diffusion élastique est 


= = 2 5 = 
Pak =(k+0? =k 4+2¢-h+¢ 


soit q? +27- k = 0. Supposons que nz = 0 (ou gz = 0) et donc kl, = ky 


27ny 
kl = Ke ki, = ky — 5 
La condition de diffusion élastique est |k} | = |ky|, ce qui implique 
Ty Ty 
ky = — ky =- 
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Comme ky = ksing, où O8 est l’angle d’incidence, on devra avoir 


Ty 


sin 08 = Fa 


Il n’y a de solution que si n, est suffisamment petit ou k suffisamment grand. 
S'il n’y avait que la première rangée d’atomes, il n’y aurait pas de condition 
sur k,, car k, ne serait pas lié à kẹ par kl, = ky, + qx. On obtiendrait alors 
des maxima de diffraction pour tout angle d’incidence. 

5. La somme sur les mailles donne un facteur 


N-1M-1 


> y e (2aqan+2bqym) = F(2aqx, 2bqy) 


n=0 m=0 


tandis que l’amplitude de diffusion par la première maille est 
Al + e Kota btu) | a fo (ee + emu) 


En raison de l'argument de la fonction F’, la condition pour un pic de diffrac- 


tion est 
TNs Ty 


Hg 


x = 


et on en déduit 
f= f [L4 Dee) LED UM) 


Le résultat final est 

- Ng et ny pairs: f = 2(f1 + f2) 

- Ny et ny impairs: f = 2( fı — f2) 

— Ng pair et ny impair ou l'inverse : f = 0 

6. Lorsque les sites sont occupés de façon indifférenciée par chaque type 
d’atome, la maille du réseau est (a,b) et non (2a, 2b) comme dans la question 
précédente. On a en fait fı = f2 et on perd la moitié des pics de diffraction. 


1.6.6 Interférométre à neutrons et gravité 


1. et 2. Calculons les amplitudes de détection par Dı et Də 


a, = aor°t (ei + 1) 


ag = aor (Pe + r”) 


et en prenant les modules au carré 


pı = A(1l+cosô) A = 2|r°t|? 
Po = B+A'cosd A! = 2|r?|Re (t?(r*)?e"*) 
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La somme p; + po doit être indépendante de x, soit A+ A’ = 0, ou 
cos 2(a — 3) cos  — sin 2(a — 3) sind = — cos ĝ 


et donc a 
a-Bp= J mod nr 


3. À Paltitude, z, l'énergie du neutron est K = Ko + mgz si son énergie 
est Ko pour z = 0. Son impulsion vaut 


p=V2mK = V2m(Ko + mgz) = V 2mKo (1 + na 
0 


L’approximation est justifiée car, pour z = 1m 
mgz ~ 1077 eV < Ko = 0.1eV 


La variation Ak du vecteur d’onde vaut 


Ak = ke Ak _ mgz 
2Ko k 2K0 


Sur un trajet de longueur L, le déphasage accumulé entre les deux bras, l’un 
à l’altitude z et l’autre à l’altitude 0 est 
mgzLk — mgkS _ m?’ gS 

2Ko  2Ko k 


Ag = AkL = 


car zL est l’aire du losange et 2K0 = A?k? /m. Numériquement, Ag = 0.59 rad. 
4. Il suffit de remplacer z par zcos dans les résultats précédents. Le 
déphasage devient 
2 
m-gS 
= A = —— 
X = Ag= ET 
et on observera donc des oscillations dans le taux de détection des neutrons 
en faisant varier 0. 


cos @ 


1.6.7 Diffusion cohérente et diffusion incohérente de 
neutrons par un cristal 


1. On remarque que a? = a;. Si i = j, (a?) = (ai) = pi, tandis que si 
ii 
2 
(aiaj) = (ai) (a5) = pi 


les deux résultats se résumant en 


(aiaj) = dijpı + (1 — bij )p} = pi + pip2diy 
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2. La probabilité de diffusion par le cristal est 
tary = 5 ([aifi + (1 — aj) fo] [ay fi + (1 — ay) fol pele) 


a,j 
= So [pi + pipedig) f? + 2prpe(1 — dij) fife + (P3 + pipediy) f3] 
i,j 
xet (ir) 
J DO + pa fo) it + Nope fi — fa)? 
i,j 
Le premier terme donne lieu à des pics de diffraction, mais le second est un 
fond continu. 


20.2 Exercices du chapitre 2 


2.5.3 Déterminant et trace 
1. Soit A(t) = A(0) exp(Bt). Calculons la dérivée 


d t t 
ay A(0)e?* = A(0)e”*B = A(t)B 


La solution de dA 
— = BA(t 
EP (t) 
est 
A(t) = e?* A(0) 
2. On remarque que pour ôt infinitésimal 
det e^% ~ det(I + Aôt) = 1 + ôtTr À + O(ôt)? 


Par exemple, pour une matrice 2 x 2 


14+ Ay 6t Août 
det ( ae 14+ Aai ) = 14+ (A11 + A22)ôt + (A11 429 — A2 A1 )(Ôt)” 


Soit g(t) = det[exp(At)], 


1 
' — y A(t+ôt) ~ 
g(t) jim, SE (det e dete 
1 


I 
ôt ôt 
et on obtient pour g(t) l’équation différentielle 
g(t) = [Tr A]g(t) = g(t) = À 
en utilisant la condition aux limites g(0) = 1. En posant t = 1, 


g(1) = e À = det fe^] 


(det e4° — 1) det e“* = — [5tTr A] det e^* = Tr Ag(t) 
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2.5.10 Matrices positives 


1. Décomposons A en une partie hermitienne et une partie antihermitienne 
A=B+C B= B' C=-ct 
On note que (x, Cx) est imaginaire pur 
(x, Cx) = (Cx, 2) = (a, Clx)* = —(x, Cx) 


alors que (x, Bx) est réel. Si l’on veut que (x, Ax) soit réel et > 0, il est 
nécessaire que C = 0. Donnons une démonstration plus explicite. Soit, par 
exemple, 


x = (t1,%2,0,...,0) 
Alors, 
(x, Cr) = LLC 2X2 + L5C21 21 = 2iIm(aj C222) =0— C9 =0 


Comme A est hermitienne, elle est diagonalisable. Soit y, un vecteur propre 
de A, Ay = ay. La condition de positivité implique (y, Ay) = al|¢y||? > 0 et 
donc a > 0. 

2. Pour une matrice réelle antisymétrique CT = —C 


(x, Cx) = £1C12£2 + X2C 121 = 21(Ci2 + Cai) x2 = 0 
On peut donc avoir une matrice positive de la forme 
A=B+C BT = B CT =-C #0 
2.5.11 Identités opératorielles 
1. Calculons df /dt 
4 = e^ ABe*4 — ef AB Ae *4 = e'4[A, Ble *4 


La dérivée seconde se calcule de la même façon et le cas général s’obtient par 
récurrence. 
2. Calculons dg/dt 


d 
= = era + B)? 


et utilisons le résultat de la question précédente 


e^ B = etABe-tAetA = (B + tA, B])et4 
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En effet, compte tenu des relations de commutation de [A, B] avec A et B, 
le développement en série s’arréte au deuxiéme terme. Nous obtenons donc 
Véquation différentielle 


| = (4 +B+ tA, BI) g(t) 


Compte tenu des relations de commutation, cette équation s'intègre en 


g(t) = e(A+B)t+3[4,B1 


Notons que l'intégration n’est possible que parce que [[A, B], À + B] = 0. 
Posant t = 1, 


g(1) = of eP = e4+B+A,81/2 — QA+B lA.BI/2 


20.3 Exercices du chapitre 3 


3.3.1 Polarisation elliptique et détermination 
de la polarisation 


1. Nous pouvons choisir ôs = 0, dy = 6. L’équation de l’ellipse 
x = cos 0 coswt y = sin 0 cos(wt — ô) 


s'écrit en coordonnées cartésiennes 


2 2 


cos 6 y : 
—ay Ya  + oan" sin? 6 

cos? 0 sin@ cos@ sin” 0 

La direction des axes est obtenue en recherchant les vecteurs propres de la 
matrice 


1 __ cos ô 
A= cos’ 6 sin @ cos 0 
sin cos 0 sin? 0 


qui font des angles a et a + 7/2 avec laxe des x, où a est donné par 
tana = cos ô tan 20 


Le produit vectoriel de la position 7 et de la vitesse y, 7 x U, se calcule immé- 
diatement 


1 
rxū= z À sin 2 sin 6 


et le sens de la rotation est donné par le signe du produit sin 26 sin ô. 
2. L’intensité à l’entrée du polariseur est 


Io = k (EG cos? 0 + EG sin? 0) = kEG 
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ot k est un facteur de proportionnalité. A la sortie du polariseur, cette inten- 
sité vaut 
I = kKEË cos” 6 = Io cos” 0 


La mesure de la réduction de l’intensité permet de déterminer | cos 9]. 
3. La projection du champ électrique sur l’axe du polariseur est 


E 
= [cos 4 coswt + sin@ cos(wt — 6)] 


v2 
et l’intensité est donnée par la moyenne temporelle 
F= REX cos? 6 cos? wt + sin? 0 cos?(wt — 6) + 2sin 0 cos 0 cos wt cos(wt — 6)) 


1 1 
=> kEË(1 + sin 20 cos ô) = 5 To(1 + sin 20 cos ô) 


De la mesure de J’, nous déduisons cos ô, ce qui permet de déterminer 6 au 
signe près. Les ambiguités restantes sont levées si l’on remarque que l’ellipse 
est invariante sous les transformations 


0—0+7 ô — ó 


et 
0 — —0 6-647 


3.3.2 Une stratégie optimale pour Eve 


1. Si Alice utilise la base |x), la probabilité pour que Eve devine correc- 
tement, est p, = cos? 6. Si Alice utilise la base | + 1/4), cette probabilité 
est 


1 l 
Pz/4 = | (9| + n/4)|? = 5 (cos + sind)? 
La probabilité globale pour que Eve devine correctement est donc 


pġ) = 


= - [24+ cos2¢+sin 29] 


(Pz + Pr/4) = ; [2 cos? ¢ + (cos o + sin ¢)?| 


Ble ple 


Le maximum de p(@) est atteint pour ¢ = do = 7/8, ce qui est évident par 
symétrie : le maximum doit étre atteint pour la bissectrice des axes Ox et 
m/4. La valeur maximale est 


1 1 
Pmax = = (1 + =) ~ 0.854 
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2. Si Alice envoie un photon |0} (|@,)), Eve obtient la réponse correcte 
avec une probabilité cos? @ (sin? @), et la probabilité pour que Bob reçoive la 
polarisation correcte est cos* 0 (sin 0). La probabilité de succès pour Eve est 


Ps = = (1 + cost 0 + sinf 6) 


N| = 


et sa probabilité d’erreur 
=. 2 2 1 - 2 
Pa = 1—p, = sin” 0 cos O= 7 sin 20 
Les erreurs d’Eve sont maximisées pour 0 = 7/4. 
3.3.5 Autres solutions de (3.45) 
1. L'action de U sur oz et oy est 
0 e” 0 ie? 
U GU = ( eit 0 ) U oyU ( ie iv 0 ) 


a, est évidemment inchangé. 
2. Les solutions possibles de (3.45) sont 


cos(a—a,) = coso Q—Qy—=@ ou A-Aa, = -o 
cos(a—ay) = sing  a-ay=5-6 où a-ay= 6-5 
La différence 
(a — az) — (a — ay) = —(ax — ay) 


doit être indépendante de @ car a; et ay sont des données indépendantes de 
a. On a donc deux solutions possibles 
e Solution 1 


A — Az = Ÿ aay =$-5 
soit, 
dr = Oy — 5 
et 


if 0 e% _ 0 —ieit 
FR Lee 0 EN ete 


D’aprés la question 1, cette nouvelle forme correspond à une rotation 
des axes d’un angle a; autour de Oz. 
e Solution 2 


“9 


Q — Az = —® A—M=S 
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Choisissant pour la solution de base a, = 0 et ay = —7/2 


_f 01 _f 0 i 
veh I 0 FH À =i 0 
Le changement de signe de o, correspond à une inversion de l’axe Oy : 


on passe d’un triède droit à un triède gauche. Les autres solutions s’ob- 
tiennent à partir de la solution de base par une rotation autour de Oz. 


3.3.7 Exponentielles de matrices de Pauli 


1. Compte tenu de (3.50), 
(@-n)?=I (E-A) = (E-A)... 


le développement de l’exponentielle est 


T = pol eas ON p43 ON? 
exp EgO = go 91 13 31 12 o'n 


= Icos=—i(é-f)sin= 


2. On doit avoir 


U = al +iago,z + ibooy + ibioy 
0 .. 6 Ne Ny — iny 
= reoss -isins (4, in, = 


et on en déduit 
aı =COS— ag=—nzsin-= bo=—nzsin= bı =—n,sin= 
2 2 2 re 


ce qui est possible car 
ai+a+bi+b5=1 


3. Le produit de deux exponentielles de matrices de Pauli vaut 
eTil â) eibb _ cosa cos 3 — isin a cos 3(4 - à) — isin 8 cosa(ë - b) 
— sinasin [à -b+ ië - (à x b)] 
Par ailleurs, 


_ sin ||aa + | 


i — ‘lala: à a+b 
ad +06 ) + B(o - b)] 


er ile(-2)+8(- 0) — T cos ||aa + 6) — 


Pour avoir l'égalité des deux facteurs, il faut 
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e se débarrasser des sinus 


e avoir cosa cos 3 = cos y a? + 8? 


On peut par exemple choisir 


a = 37 B = AT Va? + B? = 5r 


avec 
—3iTOx — =f e Toy =] e iTos +470) saj 


3.3.12 Diffusion de neutrons par un cristal : 
noyaux de spin 1/2 


1. Lorsqu’il n’y a pas de changement de l’état de spin, il n’est pas possible 
de savoir quel noyau a diffusé le neutron, et il faut donc ajouter les amplitudes 


< h ee" T = i, ee) 
= = 


2. Si la diffusion se fait avec renversement du spin, la diffusion laisse le 
noyau dans un état de spin différent de l’état de spin initial. Si tous les noyaux 
avaient initialement spin down, le noyau qui a diffusé le neutron a spin up 
après la diffusion et il est en principe identifiable (même si cette identification 
est impossible en pratique). La diffusion d’un neutron par un noyau plutôt 
qu'un autre correspond donc à des états finaux différents, et il faut ajouter 


les probabilités 
r= i aN ie 


3. Soit {a;}, la configuration des spins dans le cristal. Si un neutron est 
diffusé par le cristal dans la configuration {a;}, amplitude de diffusion est 


f=) (ifa t+ (1-a) fle? + Vo fer" 
Si la configuration {a;} était fixée, l'intensité serait 
Za, = D (aifa + (1— au) fe) APO) + 0? fp 
ij i 
En remarquant que a; = a?, les valeurs moyennes sont (a;) = (a?) = 1/2 et 
(aiaj) = 1/4 si À A F d’où 
T = J ((œa;f? + 2ai(1 — a4) fafe + (1 — a)l- 0) f2) iT 
tJ 


+) (aisé 
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d’où le résultat de l’énoncé 
1 mr) N 
L= 4 (fa + a Rif) 4 4 [Cfa — fc) + 2/5] 
4. Par invariance par rotation, on a, par exemple, 
fa : neutron | + noyau Î — neutron | + noyau Î 


et un résultat analogue pour les deux autres amplitudes. On retrouve le résul- 
tat de la question précédente si les neutrons sont polarisés avec un spin down. 
Le résultat avec des neutrons non polarisés s'obtient en prenant la moyenne 
du résultat spin en haut et spin en bas, et on retrouve à nouveau le résultat 
de la question 8. 


20.4 Exercices du chapitre 4 


4.4.4 Évolution temporelle d’un système à deux 
niveaux 


1. Le système d'équations différentielles vérifié par c(t) est 


iċ} => Acs. + Be 
ié = Be, — Ac 


2. Si |y(t = 0)) se décompose sur les vecteurs propres |[X+) suivant 


l(t = 0)) = Alx+) + uix-) 


alors 
p(t) = Ae Lx 4) + wel? |y_) 
Compte tenu de (+|x+) = cos@/2 et (+|y_) = —sin0/2, on trouve pour 
c(t) 
c4 (t) = (+olt)) = Ae /2 cos £ pe sin Ÿ 
3. Sic,(0) = 0 


Acos 5 -using = 0 


et une solution possible est 
0 
A = sin = = COS = 
2 H 
ce qui donne pour c4 (t) 


0 0 i i Qt 
c(t) = — sin 5 08 5 (e92 — ei/2) = isin sin à 
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La probabilité p, (t) est 


Qt B? 
p4 (t) = lcs (t)? = sin? 0 sin? EI = L4 B2 sin? > 
4. Si c4 (0) = 1, une solution possible est 
0 0 
A = C08 5 w= —sing 


et on obtient pour c4 (t) 


0 _; 0 ; 
c(t) = cos? 5 gi gin? z a 


t : Osi Qt 
= cos— —icos@sin — 
2 2 


La probabilité p, (t) vaut 
Qt Qt Qt 
p4 (t) = |c4 (t)|? = cos? — + cos? 6 sin? ml- sin? 4 cos? = 


4.4.5 Inégalités de Heisenberg temporelles 


1. En utilisant (2.70) et |H, T] = il, on obtient 
e of HeT = H Lio 


soit 
H (eTH|Y)) = (E + ah) (eTH|Y)) 


L'état exp(iaT)|V) est un état d'énergie (E + ah); exp(iaT) effectue une 
translation d’énergie de même que exp(iaP/h) effectue une translation de a 
(voir(8.4)). Comme a est arbitraire, des états d’énergie arbitrairement grande 
et négative seraient possibles. 

2. Utilisons le développement en série de (exp(—iHt/h)) pour des petites 
valeurs de t 


de i- ~ (Hyt — a (H?)#2 + Ot) 
de sorte que 
eop = 1- EE eo’) 
= 1- ok t + O(t) 
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3. Nous déduisons de (4.27), avec la substitution A — P 


APAH < th T p(t) = (P)(t) 


tandis que 
AP = ((P?) — (P)? = ((P) (PP) = VA — p) 
Nous obtenons ainsi l’inégalité différentielle 


d ag OU i 


p(l — p) h 
qu s’intégre en 
AH 
cos” ![1 — 2p(t)] > 2 —— t 


et, par conséquent, 


p(t) > cos? (5#) jere 


4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires 


1. Dans le référentiel au repos, le hamiltonien s’écrit 


1 Me—My 
Ha SMe (AT ond 
C 2 m T2 


La comparaison avec l'exercice 4.4.4 conduit à la correspondance 


Me — My re ne, E 
2 A Me — My 


À — 


2. Les états |v1) et |v2) étant vecteurs propres de H, l’évolution de |y(t)) 
est 


D 0. 
lo(t)} = cos ge) — sin ae ha) 


Compte tenu de 
0 0 
(velvi) = cos 5 (ve|v2) = — sin 3 
on trouve pour l'amplitude ce(t) 


el) = vy) =e =" (cos? ; + sin? je rot) 
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et pour la probabilité |ce(t)|? 


0 0 0 0 AEt 
lee(t)|? = cos a sinf 5 +? cos” 5 sin? 3 008 — 
1 AEt AEt 
E 1 = 5 sin?@ (1 — cos ) = 1 sin? asin? De 


3. Lorsque p > mc, on obtient une expression approchée de Æ 


moe 1/2 mck 
E = (m?c4 Lei = Cp (1 + = ) ~cpt+ T 


et 


Apem k= (m3 — m?) = Am? 
2p 2p 


En remplaçant ct par la distance parcourue L, l’oscillation est en 


. 2 Am EL 
sin Oph 


Si l’on observe une demi-oscillation sur la distance Soleil-Terre 


— pra pte = 2rhc 
D 


cp ~ 7 x 1071 eV? 
et donc Amc? ~ 107° eV. 
4.4.8 Borne de Helstrom 

1. Les valeurs moyennes de P sont 


(pIPly) = Kel)? = cos (1 + cos a) 


) 


dd NI 


27 
2 
2 (a 


KIP = loch)? = cos = (1 + cos(a — 8) 


d’où expression de X 
2X — 1 = (r — s cos 0) cosa — ssin@ sina = a cosa — bsina 


On note que a = r — scos@ > 0. La condition de maximisation dX/da = 0 
donne 


asina + bcos a = 0 


soit 


sina = 


Q 
Q 
© 
D 
Q 
Il 
1 
T 
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avec 


D 


a’ +b = D = 1 — 4rs cos? 5 


2X -1 = Va +b = VD 


d’ot la borne de Helstrom 
1 1 
Pmax = 5 (1+ VD) = 5 (1+ V1 = trsi) 


2. Si l’on tient compte des angles © et 8, l'expression de 2X — 1 devient 
en fonction de y = 6 — p 


On en déduit X 


2X — 1 = (r — s cos 0) cosa — s sin ĝ cos ysin & 
et l'équation dX/da = 0 
(r — s cos 0) sina + s sin 0 cos y cos a = 0 
ce qui donne 
a =r — scos b = s sin 0 cosy a? +b? = D — 3? sin? 0 sin? y 


et 


— 


6 1/2 
2X —1=— 5 (+ h — 4rs cos? a s? sin? in | 


qui est maximum pour y = 0. Pour cette valeur de y, on retrouve la borne de 
Helstrom. Si maintenant |) possède une composante |y) dans l’espace H1 
orthogonal au sous-espace H sous-tendu par |p) et x), nous pouvons écrire 


WW) = + (cos $4) + sin SI) + 191) 


où |+) et |—) sont deux vecteurs de base de Hy et [d1) € H1. La constante 
de normalisation W est 


N? = 1+ |b? 


Il est immédiat de répéter la minimisation et de constater que le résultat 
optimal est obtenu pour M = 1, soit |i.) =0. 


4.4.9 Régle de Born généralisée 


La probabilité de trouver la valeur 1 pour Piojo est égale à sa valeur 
moyenne dans l’état |W) 


(E| Piojo |W) = |Ciojo F 


888 Physique quantique : Exercices et applications 


Aprés mesure de la particule B donnant le résultat jo, le vecteur d’état est 
donné par application du postulat RPO 


|v) = To ijo (Pi B X50) E led) 8 |Xio) 


et le vecteur d’état de A est donc 
1 . 
lp) = = do cigal vs) plio) = X. leigol? 
VP(o) F i 


La probabilité conditionnelle p(io|jo) de trouver à = ig sachant que l’on a 
mesuré j = Jo est 
1.) _ [Ciojol? _ Po: Jo) 
p(ioljo) = = = — 
P(jo) p(Jo) 
ce qui est bien la loi de Bayes donnant la probabilité conditionnelle p(io|jo) 
en fonction de la probabilité jointe p(io, jo). 


4.4.10 Le système des mésons K neutres : évolution non 
unitaire 


1. Calculons le produit C~!MC pour une matrice M quelconque 


pets. ..f 0 À a b {ade 
ee ty) nlf Hao(t 2) 


et la condition de commutation implique a = d et b = c. 
2. Les valeurs propres et vecteurs propres de M sont 


M = A+B |K) =e (|) +1K%) 
1 — 
À = A-B Ka) = = (IK®) - IR) 


L'évolution des états |X) et |K2) est donnée par 


r e Eit Tit 
KO) = MP) = exp (I - BE) i) 
i A „Est Thot 
KO) = PK) = exp (HSE) 1) 
Partons de 
1 
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On obtient au temps t 


lp(t)) = 5 ((0) + 2(0)) (IK°) 4 [K°)) eo i(E1/R-iP 1 /2)t 
+5 (c(0) — z(0)) (IK°) z [K°)) on i(E2/ħ—ir2/2)t 
ce qui donne pour les coefficients c(t) et Z(t) 
c(t) = (K*lp(t)) = 5 ((0) a(0)\o et LL 
+5 (€(0) = 2(0)) es ire 
elt) = (KOH) = 5 (c(0) + 2(0)) e7 P/r: 2) 
1 


y (c(0) — e(0)) e`i(E2/ħ—iT2/2)t 


3. Dans le cas de figure considéré dans l'énoncé c(0) = 1, Z(0) = 0 et 


z(t) = : je eee E ete] 


La probabilité d’observer un méson K? au temps t est 


1 AEt 
pa) = leer = 3 [em Hg Pré — 2e7 (T1 +T2)t/2 cog | 


avec AE = E; — Es. On obtient le résultat de l’énoncé si Py > To. 


20.5 Exercices du chapitre 5 
5.5.3 Le butadiène 


1. Forme matricielle de H 


Eo -A 0 0 

=A Eo -A 0 
0 -A Ep -A 
0 0 -A Eo 


H = 


2. Ecrivons l’action de H sur le vecteur |X) 


Hix) = Eolx) — A(cily2) +: + ew-19w)) + colo) 


—A(cale:) pe -enlpn-1)) + cen+1|PNn) 
N 


= Eol) — AY (eni T da) lPn) 


n=1 
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3. Compte tenu de la forme de postulée pour les coefficients cn 


See. = £ [e= 4 élt _ g-ilm—1)6 _ Q—i(n+1)8 


= = 2 cos 6 fe"? — ei] = 2c, cos d 
1 


La condition co = 0 est vérifiée par construction. La condition cy+1 = 0 


entraine 
TS 


ds = — =0,1,-..-,N 
N+1 ds 
4. D’après les résultats de la question 1, 
TS 
Al\y;) = EolXs) — 2A 
IXs) = Eo|xs) cos a |X) 
d’où les valeurs de l’énergie 
TS 
Es = Eo — 2A 
TT 
Calculons la normalisation de |X%s} 
a TSN 1 27rsn 
Lee 2 = 1- 
2 Ni D | xa) 


l= e2iTs 


a 27sn id 2imsn 
Do Frey = Re Dep (Ft) = Repeat ~ =I 


et X = (N + 1)/2. Le vecteur |x) normalisé est donc 


N 
he) = arg Estrie) 


5. Dans le cas du butadiéne N = 4 


2 
cos = = 0.809 cos — = 0.309 
5 5 
ce qui donne pour les deux premiers niveaux d’énergie 
Esa, = Eo — 1.62A Esa = Eo — 0.62A 
L’énergie des quatre électrons 7 est donc 
E = 4Eo — 2(1.62A + 0.62A) = 4(E0 — A) — 0.484 


L’énergie de délocalisation est de —0.48A. 


20. Corrigés d’une sélection d’exercices 891 


7. Les coefficients du vecteur propre |) normalisé sont 
(0.372, 0.601, 0.601, 0.372) 
tandis que ceux de |x2) sont 
(0.601, 0.372, —0.372, —0.601) 
L'ordre de la liaison 1-2 est 
1+ 2| (pil) xala) + (o11x2)(xal2)] = 1.89 


trés proche d’une double liaison, tandis que pour la liaison 2-3 


1+ 2[(palxa)(xales) + (p2lxa)(xales)] = 1.45 


Cette liaison est moins forte que la précédente, ce qui explique qu’elle soit 
plus proche d’une liaison simple et donc plus longue. 


5.5.5 L’ion moléculaire H; 


1. Le potentiel V(x) vaut 


V(n) = -e (ma . ea) 


Il est égal à —oo si x = +r/2 et passe par un maximum de —4e?/r pour x = 0. 
2.1 ~ ao, dimension caractéristique de l’atome d’hydrogéne. 
3. Valeurs propres et vecteurs propres 


E, = Bo-A ixa) = Jle) + lea) 
E_ = Ey+A — \x-)= ghle- lea) 


4. A est un coefficient de transmission par effet tunnel. La barrière de po- 
tentiel voit sa largeur diminuer quand r décroit : le coefficient de transmission 
augmente quand r diminue. 

5. e?/r est l’énergie potentielle (répulsive) entre les deux protons 


E} (r) = Ex (r) Tr 


6. L’expression approchée de F’, (r) est 


E' (r) = Eo +e? E — cet = Ey + AE(r) 
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Cherchons le minimum de AE(r) 


dAE(r) 3 1 ê cast 1 C n/t 
a hte J ea 


et l’on obtient 


1 1 b 
SEU 7 = (= carl = p (= 7 z) 
TO ro ro 
On en déduit 
12 1 
b= ie ap Re 
5 5 540 ao 


Il faut que b > ro pour que l'ion HZ soit un état lié. 


5.5.6 Compléments sur la RMN 


2. Récrivons Hı en termes de a+ et o_ 
Ox = 04 +0 
Pa _h iwt —iwt 
Hi = 5 wi(o+ +0-) (e +e") 
d’où r k 
Hi(t) = ~ a eer (1 + en wt) = J ale (ent + 1) 


Dans le cadre de l'approximation séculaire où l’on néglige les termes rapide- 
ment oscillants exp(+2iwt) 


h h 
Hı = jui (ox +0_) = T3 10% 


La composante B:(& coswt — ÿsinwt) du champ de radiofréquences est fixe 
dans le référentiel tournant : à la résonance, elle suit la précession de Larmor, 
alors que la composante B:(£ coswt + ÿsinwt) tourne en sens inverse. Elle 
oscille rapidement dans le référentiel tournant et son influence est négligable. 


20.6 Exercices du chapitre 6 
6.4.3 Relations de commutation canoniques 


1. Supposant B borné, on peut définir B’ = B/||B||, ||B’|| = 1, et A’ = 
A||B|| sans modifier les relations de commutation : [A’, B'] = iJ. On supposera 
donc ||B|| = 1. Utilisons un raisonnement par récurrence en supposant 


|B, A] = inA”7t 


20. Corrigés d’une sélection d’exercices 893 


On a alors 
LB, Ae = |B, AA”) = A[B, A”] + [B, AJA” = i(n + 1)A” 


ce qui prouve l’hypothése de départ. Supposons A borné et soit || A|| sa norme. 
On obtient, en utilisant l’inégalité valable pour deux opérateurs C et D 


CID > [ICD 


la relation 
2A” 1811 > IBA” — A" B|] = nl. 4") 


d’où 


n = 
A" > SAT 
On en déduit l’encadrement suivant pour ||A"|| 
n n—1 n n—1 n n—1 
gan I SHAM STAI A’ ™ I] car ANT s [AIA || 


et donc ||A|| > n/2. Il est impossible que A soit borné. 

2. Le problème est que si A est non borné, le vecteur B\y) n'appartient 
pas au domaine de A et AB|y) n’est pas défini : on ne peut pas prendre la 
conjugaison hermitienne et écrire 


(Y| AB|p) = (Ay|Be) 


Par exemple si l’espace de Hilbert est L()[0,1] et B = X, qui est borné sur 
cet espace, tandis que A = Ac défini au § 6.2.2, (Xy)(x) = ry(x) = y(x) 
n’appartient pas au domaine de Ac qui est tel que y(1) = Cy(0), |C] = 1: 
les conditions aux limites de 4 sont 


Y(1) = (1) = Cy(0) alors que #(0) =0 


et d(1) Æ Cy(0). La difficulté se voit immédiatement en représentation x 


1 1 x 
o Ô 
[eee (ieee) S (EP) cote 

la différence étant |(1)|?. 

3. La fonction | 

v(x) — ei(2mn+a)x C= ei 
vérifie 
Acg(x) = (27n + a)v(x) y(1) = Cy(0) 

C’est donc un vecteur propre normalisable de valeur propre (27n + a) de Ac, 
qui appartient au domaine de Ac. Le théorème de von Neumann ne s’applique 
pas car AB|y) n’est défini pour aucun vecteur |p) de H, alors que le domaine 
où AB est défini devrait être dense dans H. 
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20.7 Exercices du chapitre 7 
7.5.2 Rotations et SU(2) 


1. Partons de la forme générale d’une matrice 2 x 2 


(1!) 


et calculons U'U qui doit être égal à T 
2 2 * * 
inp | laj? + |b)’ ac* + bd .f 1-8 
UE ( ca* +d d2+1d2 / = Vo 1 


Jal? + |b}? = |e? + |d? = 1 


De c = —b*d/a* et de det U = ad — bc = 1, on tire d = a*. 
2. À l’ordre 7. 


ce qui donne 


UU = (I +irl)(I —ir) ~ I -i(r — 7) 


ja 


et la condition UU = I implique t = r'. De plus, la condition det U = 
entraîne Trt = 0. La décomposition (3.54) jointe à la condition Trt = 


permet d’écrire 
1 2 
T= 2 5 0:0; 
i=1 


les angles 0; étant infinitésimaux puisque 7 est infinitésimal. 
3. Comme 0/N est infinitésimal on peut écrire 


l 
(= 


et utilisant 


on déduit 


4. Le déterminant de V est égal au signe près à la (longueur)? du vecteur 
V : det V = —V? et comme 


det(UVUT!) = det V 


on obtient W? = det W = V?, ce qui montre que la transformation conserve 
la longueur des vecteurs. C’est donc une rotation, ou une rotation fois une 
opération parité. 
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5. Comme W est hermitien et de trace nulle, car 
Tr (UVUT!) = Tr y 
on peut écrire W = ë - W = ë - V (0). 


d 


= |a. O) = fé. h,- V0] = &- (ax V(6) 


où nous avons utilisé (3.52), ce qui montre que V(0) se déduit de V par une 
rotation d’angle 0 autour de À 


A toute rotation Ra(0) correspondent deux matrices Un : Ua(0) et Ua(@ + 
27) = —Ua (0). 


7.5.4 Algèbre de Lie d’un groupe continu 
1 Comme g(0 = 0) = J, la loi de composition s'écrit 


g(8)I = g(8) = g(f (8,0) => fa(9,0) = Fa 


On écrit a priori un développement à l’ordre 6? de fa(0, 0) 
fa(6,0) = Oa + Oa + XabeOb0e + AabcOse + FabcOo0e + O(6?, 678,00 ,0 ) 


la condition fa(0,0 = 0) = 0, entraîne Aabe = 0 et de même Aabe = 0. 


3. On a d’une part, en négligeant les termes d’ordre (0°, 670, 00,0) 


U(@)U(6) = I —i6,T, — 10,7, (050 + 060) The — 0405 Ta Th 


1 
2 


et d’autre part, 


U(f(0,0)) = Î- iTa(0a #0 + fabc050e) (Oy t Oo) (8c } Oe) Toc 


1 
2 
En réétiquetant les indices de sommation et compte tenu de la propriété de 


symétrie The = Teb, car 


oU 


The = -——— 
à 00,006, l0a=0,=0 


la comparaison des deux expressions donne 


vbe Ty To = ifateTn0n0c + 0p0 The 
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On en déduit 


TT = The TT ifabcTa 
Telp = The Tr ifacbo La 


et en retranchant les deux équations 


[To, Tal = i[ fabe = facb]Ta 


La constante de structure Cabe vaut 


Cabe = [fabe — fact] = Cacb 


7.5.5 Règle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn 


1. De la relation générale (voir(7.41)), 


of 
X, ih —— 
[X, f(P)] = iho 
on tire 
[P?, X] = —2iħP et [[P?, X], X] = —2i[P, X] = -2#° 
d’où 
P? ih h? 
— X),X|=[H,X]=-—P INT 2 
[Z +væœx|-mx=-Żr mx- 
2. Par ailleurs, le commutateur s’exprime aussi comme 
[[H, X], X] = HX? — 2XHX + X?H 
et en utilisant (yn|H|Ym} = Enônm 
(pol HX?lpo) = D CoE len) (Pal om) (emlX lpo) = Eo $, Xnol? 
(pol XHX|po) = $ (pol X lon) lpn Hl pm)PmlX lpo) = 2 |Xnol? 


n,m 


d’ot le résultat 


2m|Xnol? 
D nl (By — Ho) =1 


n 
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7.5.8 Hamiltonien dans un champ magnétique 


1. Ecrivons £ sous la forme 


3 3 
1 E E: 
L= i à —qV(r,t)+ 22, Altes 
où i,k = x,y,z. Ceci donne pour les dérivées partielles 
OL . 
ði = Pk — MTIk + qAr 
Tk 
d OL p - 
OL : 
— = —qô;V — q(Ax On Aj) Xj 
T qôkV — (AAx) +4 D (Ok Ai) 


i=1 
d’où les équations du mouvement 


3 
mip = —qOnV — qû Ar + qX (Ox Ai — O,An) ai 


i=l 


Transformons le dernier terme de cette équation en utilisant l’expression du 
champ magnétique! 


B-VxA ou B= Seine 


où Eijk est le tenseur complètement antisymétrique, soit (exercice 3.3.7) 
XO ei Bi = Op Ai — Ôi Ak 
l 


On en déduit 


So (Ai — 0j Ax) £4 = 5 emi Bit; = (0 x Br 


i il 
En remarquant que le champ électrique a pour composante k 
Ey, = -ôV — 0: Ax 
nous obtenons la loi de Lorentz 
er Shas as à 
m— = q(E +v0x B 
ne T ) 
1. On peut aussi utiliser une composante particulière, par exemple la composante x 
(Or Ay — ðy Ar) & = Bz& 
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20.8 Exercices du chapitre 8 
8.6.2 Étalement du paquet d’ondes 


1. 
[P?, X] = P[P, X] + [P, X]P = —2iñP 


On peut aussi utiliser 
[f(P),X] = -ih f'(P) 
2. D’après le théorème d’Ehrenfest (4.26) en choisissant A = X? 


ixa = Hm=] 


dé E + V(X),X?)) 


2m 


i 


Mais 


ce qui donne finalement 


d 
dé 


En passant en représentation x 


(PX) = J deus) EA me a) = J ulk w 


où la seconde expression est obtenue par une intégration par parties. En com- 
binant avec 
O(a ne 


(XP) = J da y* (ae | ~ 


X2)(9 = (XP + PX) 


on aboutit à 


d ih [> Op* 
LUE = | drop 
dt m Jose xr 
Ces résultats sont valables pour une particule dans un potentiel, et pas seule- 
ment pour une particule libre. 

3. En revanche, les résultats qui suivent ne sont valables que pour une 
particule libre, V(X) = 0. Le hamiltonien est alors le hamiltonien cinétique 
H = K = P?/(2m). On calcule la dérivée seconde de (X?) (t) 


2 = i 21\ — 1 d 
TO = 5 AK, AE) = 5 & 


où nous avons utilisé deux fois le théorème d’Ehrenfest. Compte tenu de 


(IK, [K, X°) 


[P?, XP + PX] = —4iñP? 
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on trouve F 
d 2 
—~(X*\(t) = — (P? 
Sa (X7)() = — (P?) 


La dérivée troisième de (X7)(t) et les dérivées d’ordre supérieur sont nulles 
a (XA =0 >3 
— = n 
dt” = 

car [K, [K, X?]] x P? et [K, P?] = 0. (X?) (t) est donc un polynôme du second 


degré en t 


d 
dt 


Lad 


(DO = (DEV +t FDO + SE XD 


t=0 
Pour calculer la dispersion, on utilise pour une particule libre 
Aa? (t) = (X*)(t) -0O 


et 
ce qui donne 


car les dérivées d’ordre > 2 sont nulles. 


8.6.3 Paquet d’ondes gaussien 


On rappelle deux résultats sur les intégrales gaussiennes 


+00 š 
| dre”? = vT Ag = a 
nn Q V2 a 


1. Posant k’ = k — k, 


1 1/2 k? 


1/4 , 12 
= 1 ike dk +1/ k 
p(x,0) = (=) e ET exp ( x =) 


1/2 _ 1 
= — exp Fe =$ o? 4 
T 
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Le module carré de la fonction d’onde est 


2 
—o?x? 


lo(x,t)P = ze 

qui est bien normalisé à l’unité avec Ax = 1/(v2 0), et donc 
1 
Ax Ak = = 
j 2 


2. On part de l'expression de y(x, t) 


eala 14 f ak eo, (k —k)° 
PET \ eg Vox P om 207 


et on récrit l’exposant, à un facteur i près, avec k’ =k — k 


hk? (k-k) = hk HE! hk? k? 
2m 20? 7 2m m 2m a? 


ot) = (2) exp (ites) f 
pla, = 702 xp | ikx iam Tar 


> hk Al k? [1 Line 
xp li = xp | -— | — + — 
p i 2m i 2 \o2 2m 


Si l’on peut négliger le terme ifit/m dans la seconde exponentielle, on obtient 
simplement 


p(x;t) 


| 
yo 
4 

Q | 
bo 
eg 

= 

bS 

» 
© 

tal 

TD 
de, 
8 

| 

SE 
3 | 
~œ 
See 
oO 

Ps 

Le) 

| 

|9 

N 
PTS 
8 

| 

SRE 
+ 
Qo 
Ll 


hk 7 
= exp (= ) (x — vgt, 0) = ei (HE (x — vgt, 0) 


3. Pour le calcul général, on pose 


1 
BTR m 


(on oO 


et on trouve, en effectuant Vintégrale 


To? 


de (=) 1 ae (502 - vyt)?) exp [i(Æx — w(F)t)] 
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Prenant le module carré, 


1 \ 12 
lex, t)? = (=) lo’ P exp (Reo? (z — vgt)?) 


TO 


Le pic de |y(z, t)|? est centré à x = vgt avec une largeur 


1 
Aa") = ea 


1 hot? 


La largeur du paquet d'ondes augmente avec le temps, en raison du terme 
h?o*t? /m? dans la parenthèse. 
4. Ax?(t) double pour 


soit 


m  2mAx?(t = 0) oe 
t= ES 50 s 


8.6.7 Potentiel en fonction ô 


1. La dimension de ô(x) est L7! et si g a pour dimension l'inverse d’une 
longueur, la dimension de V(x) est 


MELT EML = MT 


ce qui est bien la dimension d’une énergie. 
2. On intègre l’équation de Schrödinger écrite sous la forme 


E 4: ea (2) = 94(x) p(x) 


entre x = —eet x = +E 
+E 
J| eae = 9-2) - #2) = 9000) 
=e 
La fonction y(x) est continue à x = 0 mais sa dérivée y’(x) ne l’est pas. Dans 
le cas d’un état lié, on doit avoir 
v(x) = Ae~"!*! pour x £0 
On a donc 
g'(0*) — w"(07) = —2KA = —|glp(0) = —|g|A 
d’où 2x = |g] et la valeur de E 


pee _ Pg 


2m 8m 
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Il n’y a pas de solution impaire car y(0) = 0 pour une solution impaire. 
Retrouvons le résultat en prenant la limite a — 0, Voa — h?g/(2m) du puits 
carré dont les niveaux d’énergie correspondant à une fonction d’onde paire 


sont donnés par (8.79) 
ka 


= k tan — 
K an > 


ce qui donne 


pa v 2m|Vo] /2m|Vola 0 


ka 
tan — ~ tan 


h 2 2h 
et 
ee V2m|Vo| /2m|Vola — m|Vola m hi |g| 1 ld 
E 2h M Rm 2% 


3. Comme le potentiel de la molécule diatomique est pair, on cherche des 
solutions paires et des solutions impaires. Pour les solutions paires, 


KT 


z< -l : p(x) =e" -l<a<l: (x)= Acoshkr «>I: v(x) =e 


La continuité de y au point x = l donne 


Acosh kl = e~! 


et la continuité de la dérivée au même point 
Ke" — Aksinh kl = —|gle "! 
On remarque que 
Asinh xl = Acosh «l tanh xl = e~"! tanh «l 


d’où l'équation donnant la valeur propre de l'énergie 


(1 + tanh kl) = lal 
K 


La solution est unique et donnée par l'intersection des courbes (1 + tanh xl) 
et g/k tracées en fonction de «. On peut récrire la valeur de # 


lgl = 
Fe (1+e va) 


Cherchons maintenant les solutions impaires, qui sont de la forme 


KT KT 


z< -l : p(x) =-e** -l<a<l: (x)= Asinhkr x >{l: v(x) =e 


La condition de continuité de (x) et la condition sur sa dérivée à x = l sont 
maintenant 
Asinhkl = e™! 


Ke"! — Axcoshkl = —|gle—“! 
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ce qui donne 
lal —2kl 
= — dl — m 


Cette équation a une solution et une seule si la dérivée de |g||1 — 
exp(—2kl)]/2 > k à k = 0, c’est-à-dire si |g|l > 1. Il n’y pas de solution 
impaire si [gl < 1. 

4. On considère deux puits de potentiel profonds et étroits de largeur a 
distants de l, avec a < l. On approxime donc les deux puits par des fonctions 
delta, ce qui ramène au potentiel de la question précédente, et on suppose 
kl >> 1. Dans ces conditions, il existe deux états liés, l’un pair d’énergie 
correspondant à 

RE = lla + eo) 


et l’autre impair d’énergie correspondant à 


K_ = lal aT ad 


2 
La différence d’énergie entre les deux états est donc 
h,a 2 A a akl 
E- - Ey = -57 (64 — Ky) = 9m 2 B 
l'énergie moyenne Eo étant 
1 heg” 
Eo = =(E E_)2- 
0 zl FFE Sn 
On peut donc écrire 
hg? 
E = — 1+ 2e? 
+ 8m ( ae ) 
h2 2 
E e = Afi 
8m 


Ce sont les valeurs propres d’un hamiltonien à deux niveaux 


h?g? 1 —2e72%l 
H = — ( —9 —2Kl 1 ) 


8m e 


D’après (12.109), le coefficient de transmission par effet tunnel d’une particule 
d'énergie ~ 0 par une barrière de hauteur Vo et de largeur 2/ est 


T = e 4! 


et les éléments non diagonaux du hamiltonien sont ~ JT. 
5. On écrit la fonction d’onde 


Aeik® oe Bert 
Fe ikt | Ge it 


æ<0 : g(a) 
zg>0 : (x) 


Il 


II 


904 Physique quantique : Exercices et applications 


en choisissant le cas F = 1, G = 0. La condition de continuité à x = 0 donne 
A+B=1 
tandis que la condition sur la dérivée est 
ik —ik(A— B) = g 
On en tire 


ig ig 
A=1+ 2 B=- 
Tok Dk 


d’où les éléments de la matrice de passage 


ig 
11 T DE 12 = z; 


6. La condition | 
q(x) = ÀT pg (a — 1) 


donne 
Fek? 4 Gen ikt — gia! (acte 4 Bert) 


soit 
F = Ad") G = Belt) 


Les conditions de continuité de w,(x) et la condition sur sa dérivée s’écrivent 
Al1— el] 48 [1-0] = o 
A Lo +ik (1 — ee!) ] +B E —ik (1 — eer) | = 0 


On obtient donc un système de deux équations à deux inconnues A et B dont 
le discriminant A doit être nul si l’on veut une solution non triviale. Posant 


a = (q— k)l et 6 = (q+ k)l 


1—e' 1— ef 
A = det ( gtik(1—ei@) g- ik(1— e£) ) =0 


Le calcul de A donne 


A=g (ei? el) — 2ik (1 e — e + ator?) | =0 
et en multipliant par exp(—iql) 
2ig sin kl — 4ik(cos ql — cos kl) = 0 
On retrouve bien (8.108) 


cos ql = cos kl + = sin kl 
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8.6.12 Etude de l’expérience de Stern-Gerlach 


1. Comme le plan yOz est un plan de symétrie, B, doit étre une fonction 
paire de x et on doit avoir 


OB. 
=0 
Ox lx=0 
Par invariance par translation le long de Oy 
OB. 
=0 
Oy æ=0 


Les deux composantes non nulles du champ magnétique sont, au voisinage de 
x =0 
B = —bz B, = Bo + bz 


Ce champ vérifie bien les deux équations de Maxwell (1.8) et (1.9) dans le 
vide V x B=Oet 


2 + OB, OB: 
- B = — + — = -b +b = 
| Ox Ri Oz ci P 


L’énergie potentielle est 
—ji- B= — Lx By — uz Bz = bier — buzz 
d’où la force F de composantes 


a(—a- À) 
Ox 


_g.B 
=i pate) E 


Fz = 
i Oz 


Le terme Boz du champ magnétique a pour effet une précession de Larmor 
du spin autour de l’axe Oz (§ 3.2.5) où uz reste constant. En revanche, en 
raison de cette précession, la valeur moyenne de Hg est nulle : (uz) = 0, et la 
force suivant Ox se moyenne à zéro si le temps de transit est > 1/w, car le 
spin effectue un grand nombre de révolutions autour de Oz. 

2. La force sur le moment magnétique est verticale et constante ; elle vaut 
F = +pb pour un spin orienté suivant +2. L’écart entre les trajectoires d’un 
spin orienté vers le haut et d’un spin orienté vers le bas à la sortie de l’entrefer 


est donc 2 2 
1 F F(L b /L 
2m m \v m w 


Evaluons aussi le produit AzAp, 


AzAp, ~ (1074) (1.8 x 107%) (10) = 1.8 x 10-78 MKSA ~ 10°R 


La description par des trajectoires classiques est bien légitime. 
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3. L’énergie potentielle effective d’un spin orienté vers le haut (vers le bas) 
est —ubz, et les équations de Schrödinger pour p+ sont 


Opt he 
net (yo: = H 
Inge = (FEV? = mbe) pa = He 


En utilisant le théorème d’Ehrenfest (4.26) 


? 


d= i > La 
a ee) = zE Rs] = — (Px) 
d i 
qi (Pent) = zH, Peux] =0 
d i 
q eH = zE Pog] = +ub 


Ce dernier résultat se déduit de 


F[ubZ, P,] = Fihpb 


On en déduit 


_ + Hb 2 
(Z4) = re 


et le centre du paquet d’ondes suit donc le mouvement classique. 

4. Effectuons une réflexion par rapport au plan xOy. Dans cette réflexion, 
fi ne change pas, car l’orientation d’une boucle de courant située dans le plan 
xOy est inchangée. Dans cette même opération, B change de sens, mais pas le 
gradient, et donc VB est dirigé suivant —ĉ. Mais l’image de la trajectoire dans 
le miroir part toujours dans la direction +ĉ, et donc l’image de l’expérience 
dans le miroir n’est pas physiquement possible, sauf si la trajectoire n’est pas 
déviée. 


8.6.13 Modèle de mesure de von Neumann 
1. L'opérateur d'évolution U (t, to) vérifie d’après (4.17) 
d 
in U(t, to) = [o(t) AP] U(E, to) 


qui s’intégre en 
: t 
U(t, to) = exp (iar | aoar) 
h to 


Entre les instants t; et tr, on a donc 


+oo 


U (tf, ti) = exp (-zar | g(t at) = exp (-; AP) 


— OO 
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2. L’action de U(t;,t;) sur le vecteur |n ® p) est 
U(ts,ti)|n 8 p) = Pn @ y) 


Mais exp(—iga, P/h) est un opérateur de translation de gan et d’après (8.13), 


(eisen P/ng) (x) = p(x — gan) 


3. D’après la linéarité de la mécanique quantique, le vecteur d’état final 
est 


Ix) = > Cn|N O Yn) 
n 
L’opérateur statistique réduit de S est d’aprés (11.15), 


pt) =Y enct,|m)(n|(Ymlen) = D lenll) (nl 


n,m n 


parce que (Ym|n) = nm. Le système S est donc un mélange statistique 
d’états |n) avec un poids |cn|?, et la probabilité d’observer S dans l’état |n) 
est |en]?. 


20.9 Exercices du chapitre 9 


On rappelle que l’on utilise dans ce chapitre un système d’unités où h = 1. 
9.7.5 Moment angulaire orbital 


1. D’après l'expression de l’ opérateur moment angulaire orbital en fonction 
des opérateurs impulsion et position Ret P 


[Lz Ly] = [YP 2h, ZP, -— XP.] 
[Y P., ZP.] + [ZPy, XP] 
= i-YP,+XP,] =iL. 


2. Partons de l’équation (cf. (9.40)) 


(ef) (F) = f (RF la) = f (Rafal) 


où Rela] est une rotation d’angle a autour de Ox. On prend a infinitésimal, 
a — a + da; dans une rotation d’angle —a autour de Ox 
' = zsina+ycosa dy = zda 


z = zcosa—ysina dz = —yda 
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Dans cette rotation, 0 — 0 + d0 et à — + dọ, que l’on détermine par 


dy = rcos0sin dd + r sin 0 cos o do 
dz = —rsin0 d0 
ce qui donne 
d = singda do 
tan 0 


Ceci permet d'identifier Ly 
: ae . À  cosd à e 
(—idaL, f|(7) = da (sin 955 + ‘and Z) f(r) 
soit 


Ly =i (sino, + 02 ) 


tan 0 Oo 


Pour calculer Ly, on peut utiliser la même méthode, ou bien se servir de la 
relation de commutation 


En tenant compte de 


Oo 
ð ð , à 
ro =| = fog 
on obtient 5 r 
Ly =i(-0s08 + BE) 


3. L’opérateur L, = —i0/0¢ est défini sur les fonctions périodiques f(¢) = 
f(@ + 27) et il est autoadjoint sur ce domaine (voir § 6.2.2). En revanche, la 
fonction df(d) n’est pas périodique et elle n’appartient pas au domaine de 
L,. On ne peut donc pas définir L, et écrire une relation de commutation 
entre ¢ et L,. On ne peut pas non plus utiliser la méthode de l’exercice 8.7.1 
car les bornes d’intégration contribuent aux intégrations par parties. 


9.7.6 Relation entre les matrices de rotation et les 
harmoniques sphériques 


1. La fonction f(0,0, z) est invariante par rotation autour de Oz. L’action 
de exp(—iaL,) sur f (0,0, z) est équivalente à Videntité et donc L, f (0,0, z) = 
0. En physique classique, 

lz = £Py — YPx 
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et l, = 0 si x = y = 0, c’est-à-dire si la trajectoire de la particule suit laxe 
des z. 
Par définition, 


(m8, p) = Y”"(0, 6) 


mais On à aussi 


(m6, $) 


(me Es e299 = 0,6 = 0) 
= So (Ime et] m/)(/m/|0 = 0,9 = 0) 


lym! 


en introduisant un systéme complet d’états 


So Wm/)(m| = 1 


Um! 
D’aprés le résultat de la question 1, 
(I'm'|0 = 0,9 = 0) x mo 
et d’aprés (9.32), 
(me Ez eu 1’, 0) = ri DEL (0, @) 


En fait, on peut facilement obtenir le coefficient de proportionnalité car 


(!m!\0 = 0,6 = 0) = Bo (0 = 0,6 = 0) = y ZEH 
en utilisant (9.61) et la propriété P;(1) = 1. 
9.7.8 Puits sphérique 
1. Posant E = —B et (h = 1) 
k = \/2m(Vo — B) k = V2mB 
on écrit la fonction d’onde radiale dans l’onde s 
r<R : u(r) = Asinkr r>R : u(r)= Be“ 


La continuité de la dérivée logarithmique donne la relation 
kcot kR = —K 


Comme dans le § 8.3.3, on définit U = 2mVo et k? = U — k?. L’équation aux 


valeurs propres devient 
VU — k? 


tkhR=— 
co A 
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et ses solutions sont données par la figure 8.12 (traits pointillés) pour les 
solutions impaires du puits carré à une dimension. Il n’y a de solution que si 
kR > 7/2. 
2. Supposant l’énergie de liaison du deutéron B < Vo, prenant pour masse 
réduite la moitié de la masse du proton m,/2 et rétablissant À 
Mp Vo R? T? 


h? 4 
On trouve numériquement Vo ~ 100 MeV > B. 
3. L’équation d’onde radiale est 


1 d’ A B 
ss = + ne e o 
2m dr? r2 


u(r) = Eu(r) 


qui est analogue à celle de l'atome d’hydrogéne (9.86) avec {(1+1)/(2m) — A 


et B= e?. 


9.7.13 Diffusion de la lumière 


1. Si le photon est émis suivant l’axe Oz avec une polarisation circulaire 
droite (D) ou gauche (G), par conservation du moment angulaire les deux 
amplitudes non nulles sont 


a= (D,0=0|T|j =1,m =1) a’ =(G,0=0|T|j = 1,m = —1) 


Si la transition est dipolaire électrique, nous avons vu au § 9.5.2 que a = a’ 
(avec nos conventions de phase). On en déduit, en utilisant invariance par 
rotation de la transition, [U (R), T] = 0 


aB (8) = (D,6\T|j =1,m = 1) = (D, 0 = 0|TU"[Rg(9)]|j = 1,m = 1) 
(D,0 =0|T|j =1,m = 1}(j =1,m = 1] [Rg (0J j =1,m = 1) 


1 
= ad} (0) = 5 a(1 + cos @) 
On trouve de méme 
= l 
ag" (0) = ad) , (0) =] a(1 — cos 8) 


Si le photon est émis dans la direction à = (@,¢), il faut utiliser l’opérateur 
de rotation U[R(0, )] et l’on obtient 


am=1(9,¢) = —a(1+cos0)ei? 


an (bd) = a(1 — cos 4)ei? 


Nl rR N| = 
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2. Si l’atome absorbe le photon, les deux amplitudes non nulles sont, par 
conservation du moment angulaire 


b= (j =1,m=1]T’D) b = (j =1,m=-l1|T'G) 


Si la transition est dipolaire électrique, b’ = b d’après les résultats du § 9.5.2. 
En introduisant une somme d’états intermédiaires 


CPP’ (0) = CP (jm) (jm)?! (9) E (P’, 6|S|P) = X (P’, O|T|1m) (1m|T"|P) 


m 


1 
(D,6|S|D) = (D,6|T|j = 1,m = 1)(j = 1,m = 1|T"|D) = 5 ab(1 + cos6) 


1 
(D,9|S|G) = (D,6|P|j = 1,m = —1)(j = 1,m = —1|T'|G} = 5 ab(1 — cos8) 


(G, 6|S|D) 


(G,0\T|j =1,m=1)(j =1,m 1IT'|D) = 5 ab(1 — cos) 


1 
(G,4|S|G) = (G,6|T|j =1,m=—-1)\(j =1,m 1|T’|G) = z% + cos 6) 
Dans les deux cas, la distribution angulaire est 
1 
W(8) = 5 |a|?|b|?(1 + cos? 0) 

Si le photon est initialement polarisé suivant Ox, on trouve 

(x,@|S|xz) = abcosé 

(y,01$x) = 0 
Dans un modèle classique de diffusion d’un photon par une charge, un photon 
de polarisation linéaire suivant Ox met la charge en mouvement suivant cet 
axe, et la charge rayonne une onde électromagnétique polarisée suivant Ox 


avec une distribution angulaire œ cos? 0. 
Si le photon est émis dans la direction À = (0, ¢), on trouve 


1 


(D;0,4|5|D) = 5ab(1 + cosd) ei? 
(D;9, 9|S|G) = 5 ab(1 — cos) e 
(G:0,4151D) = L ab(1 — cos8) 
(G;0,¢|S|G) = 5 ab(1 + cos 0) e 


Si le photon est initialement polarisé suivant Ox, on obtient les amplitudes 
suivantes 


Il 


(x; 0, b|S|x) ab cos @ cos @ 
(y:9,01$1x) = absing 
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Ces résultats se comprennent en remarquant que le cosinus de l’angle entre la 
polarisation initiale et la polarisation finale est cos@cos@ pour une polarisa- 
tion finale x et sin@ pour une polarisation finale y. 


9.7.14 Mesure du moment magnétique du A° 


1. La conservation du moment angulaire suivant Oz implique m’ = m, car 
la composante z du moment angulaire orbital est nulle 


(0 =0,m'|T\|m) x Om 


L’amplitude b s’obtient à partir de a par une réflexion par rapport au plan 
xOz : |a| = |b| si la parité est conservée. 

2. Si le proton est émis suivant une direction faisant un angle 0 avec 
l’axe Oz dans le plan «Oz, on peut calculer amplitude de désintégration en 
utilisant ’opérateur U[R;(8)] de rotation d’un angle 0 autour de Oy 


(9,m'|T\m) = (8 = 0, m' |U R (O]TIm) 
= D (0 =0, m'|T|m" m" |m) 


= am m (0 = 0)dẸ/2 (6) 


Avec les définitions de la question 1, 


aıı =a a_ı_ =b 
2?2 2) 2 
et compte tenu de (9.38), 
= adler = acos? — pdt!) (9) = —bsin ? 
a++(0) = ad; (0) = a cos = a_+(0) = bd: 474 (0) = —bsin = 
22 2 727 2 
3. Si le A? est produit dans un état m = 1/2, la distribution angulaire 
w(0) est (car les états finaux m’ — 1/2 et m’ = —1/2 sont discernables) 
0 6 
w(0) = |al? cos? = + |b|? sin? — 
2 2 
la i 2), 1) 12 2 
=F (lal? + ID?) + 5 (lal? — Ib?) cos 


et par conséquent, 


_ lal? =|)? 


1 
wo = 5 (lal? + b1?) oe eee 


Si la parité était conservée, on aurait |a|? = |b|? et a = 0. L'observation d’un 
terme en cos @ dans la distribution angulaire de la désintégration est donc une 
preuve de la violation de la parité. 
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= 


4. px Pro est le seul pseudovecteur disponible, et (S$), qui est un pseudovec- 
teur, doit nécessairement être orienté dans cette direction : (53) = (Sy) = 0. 
5. Le hamiltonien du spin dans le champ magnétique est 


=> 


H=-ÿ.B=-76. 


oh 


Le spin du proton précesse donc autour de B avec une vitesse angulaire w = 
yB dans le plan xOz. Au temps t = 7, il aura donc tourné d’un angle 


À =wT = yBr 


L’angle de la désintégration doit être mesuré à partir de la direction À du plan 
xOz 
À = À sin À + ĉ cos À 


La direction d'émission du proton est 
p = & sin 0 cos o + ÿ sin 0 sin p + £ cos 0 


et 

cos © = p- à = cos 0 cos À + sin 0 sin À cos ¢ 
La mesure de la distribution angulaire permet de remonter à la direction de 
ñ (ou à l’angle À) et d’en déduire + par À = Br. 


9.7.15 Production et désintégration du méson pt 


1. Calcul de am (0, à) : R(0, $) est la rotation (9.30) qui amène laxe Oz 
sur la direction d'émission du méson m” 


II 


(0, 6|T|m) = (0 = 0,6 = OJUÏ[R(E, ¢)|T|m) 
= 5° (6=0,¢=0|T|m’)(m'|UT[R(6, d)]lm) 


m' 


am(8, >) 


où nous avons utilisé l’invariance par rotation [U, T] = 0. Par conservation du 
moment angulaire, 


(0 =0,6=0|T|m’) x ôm 0 = Aôm 0 


car si le méson 7* part dans la direction Oz, son moment angulaire suivant 
cette direction est nul. D’autre part, 


(m! = QU'IR(E, 9m) = (MUIR, Allm = 0)* = [DEVE, 9)| 
em? ding (8) 
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On obtient les différentes amplitudes de désintégration en utilisant (9.39) 


x Œ ay. 
a1(0,®) = adi (8) = Fa ei? sin 0 
ao(0,®) = a ag) (0) = a cos 0 

a1(9,¢) = ae #d0) (8) a 7 e sin 0 


d’où les distributions angulaires 
2 
Wi=W = a sin? 0 Wo = la|? cos? 0 


On note que W; + Wo + W_1 = |a|? : en conséquence, si le méson p n’est pas 
polarisé, la distribution angulaire est isotrope, ce qui est nécessaire car il n’y 
a pas de direction privilégiée. Par la suite, on normalisera W par 


Wi + Wo +W- = la|? = 


2. Si le vecteur d’état initial est donné par 
JA) = $ cmlim) S lenf? =1 
m=—1,0,1 m=—1,0,1 


l'amplitude de désintégration ax sera 
ax(8,6) = (8,61T11) = X (0, dT |1m) (1m]A) = Ÿ  cmam(8 
et la distribution angulaire 
W,(8, 4) = So CCl am(9, pjat (8,6) 


L'expression explicite de W, est donnée à la question suivante. 
3. Pour chaque composante du mélange statistique de poids py, la distri- 
bution angulaire est 


MW = X De Dan(8, d)a%, (8, 6) 


et la distribution angulaire correspondant à l’opérateur statistique p 


W,(8) = D Para = D pce am (8, Jar, (0, 6) 


A,m,m’ 


5 Pmm' am (0, dar (0, o) 


m,m! 
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On simplifie le calcul en remarquant que pmm’ = Phim 
t * x * 
mám Dmm mA + Pmimam' am = 2Re (Pmm amarr) 


Par exemple, 


* P10 id |: 
Re ajay) = —Re | —e* sin 0 cos 0 
(p10 1 0) (42 ) 


Le résultat final est 


b- 
W,(9, o) = poo cos? 0 + 2 sin? O(pi1 + p-1,-1) 


es sin 20 Re (e =lp P-10 — ei? p10) — sin? @Re (e am P1,-1) 
v2 
Pour obtenir la distribution angulaire de la question 2, il suffit de remplacer 
pui > |cil?, pro > cc, ete. 
4. Le seul pseudovecteur à notre disposition est à, et (J), qui est un 
pseudovecteur, est nécessairement dirigé suivant À. En utilisant l'expression 
(9.24) de J; et Jy pour j = 1, on trouve 


Tr pl = 2(Re pio + Re po,—1) = 0 
TrpJy = 2(Im p10 + Impo,-1) = 0 


soit p10 + Po,-1 = 0. Dans l'opération Z, qui est une réflexion par rapport au 
plan xOy, la cinématique de la réaction est inchangée : comme la cible n’est 
pas polarisée et comme la parité est conservée, la réaction est identique à son 
image dans le plan xOz. On doit donc avoir 


[p,Z]=0 ou Z-*pZ=p 


On utilise ensuite 

II|1m) = n|1m) 
où 7 est la parité du méson p (7 = —1 car le méson p est, comme le photon, 
un méson vectoriel). On en déduit 


(1m|IleiT 7: pe“ Im’) — [p 2e = omm 


soit 


m—m’! 


Pmm! = (=i) Pmm' 
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9.7.17 Désintégration du »° 


1. Si le photon est émis suivant l’axe Oz, la composante suivant cet axe du 
moment angulaire orbital est nulle, et la conservation du moment angulaire 
est assurée pour les amplitudes a et b, mais non pour c et d, qui sont donc 
nulles. 

2. Les amplitudes a et b se déduisent l’une de l’autre par une réflexion par 
rapport au plan xOz, et si la parité est conservée dans la désintégration, alors 
|a| = |b|. L'opération de réflexion Y (9.100) agit de la façon suivante sur les 
états du photon dont la parité est impaire, 7, = —1 (voir (9.104)) 


VİD) = -|G) VIG) = —|D) 


tandis que pour le £? et A? (voir (9.102)) 


Jim) = (1) j, -m) 

Dim) = ma(-D im!) 
et comme m’ = —m, on obtient un facteur global 

nana (PE = mena =n 


On peut aussi utiliser directement (9.119) 
nanm (LE TT =n 


La transition est dipolaire magnétique car les parités de l’état initial et de 
l’état final sont les mêmes. 

3. Si p est l'impulsion du photon, l'amplitude d'émission du A? dans la 
direction —p avec une projection du spin m’ sur p lorsque le photon est polarisé 
circulairement à droite est 


ap (8) = (D,m';6\T|m = 1/2) 
= (D,m';0 = 0|U'[Rg(9)]|m = 1/2) 
= J (D, m'; 6 = 0|T|\m") (m" Ut [Rg (9)]|1/2) 


m” 


0 
= adi? (0) = a cos = 
22 2 


car seule la valeur m” = 1/2 donne une contribution non nulle. On a donc 
m = —1/2. Un calcul analogue donne pour la polarisation circulaire gauche 
du photon 
1 0 
aZ (6) = b dQ? (0) = —asin 5 
29 2 


Seules les amplitudes ag =1/2(g) et an =1/2(g) sont non nulles. 
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9.7.18 Coefficients de Clebsch-Gordan du couplage Les 
Pour j = l + 1/2, d’après (9.18) 
J-l + 1/2,m) = y (j + m)(j —m+1) p(l +1/2,m—1) 
tandis que 


(L- — S-)p(m — 1/2, 1/2) 


(+ m + 1/2)(l— m + 3/2) 

xyp(m — 3/2, 1/2) + Y(m — 1/2, —1/2) 

(Lb. — S-)ẹy(m + 1/2,—1/2) = (l+m + 1/2)(l— m + 1/2) 
xw(m — 1/2, —1/2) 

On identifie les coefficients de y(m — 3/2, 1/2) et y(m — 1/2, —1/2) 


Am—1V (l +m + 1/2)(l— m + 3/2) = amy (l + m — 1/2)(l — m + 3/2) 


On simplifie par 4/1 — m + 3/2 pour obtenir la relation de récurrence entre 
Am et Am—1. En identifiant le coefficient de y(m — 1/2, —1/2), on obtient 


Bm-1V (l+ m + 1/2)(l— m + 3/2) = am + bm y (l+ m + 1/2)(l — m + 1/2) 


soit 


ji 
Bm-1 Vl — m + 3/2 = ——— + Bn yl -m + 1/2 


2141 
De |am|? + |Gm|? = 1, on déduit 


i= /l—m+1/2 
da 21+ 1 


et on vérifie que c’est bien le signe + qui convient. 


20.10 Exercices du chapitre 10 
10.4.2 Propriétés mathématiques 


1. On procède par récurrence en supposant |N, aP] = — pa” 
EN, aP +] = [N, aa] = [N, ala? + a[N, aP] = —(p + 1)a” t! 


Considérons un monôme? en a et at, P = (a‘)%a? et calculons son commuta- 
teur avec N 


[N, (aï)fa?] = [N, (af )f]a? + (at) [N, a?] = (q — p)(aï)ta? 


2. Lorsque l’on écrit une combinaison de a et al avec tous les a à droite et tous les at à 
gauche, on dit que l’on a écrit cette combinaison sous forme normale (§ 17.4.2). 
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qui s’annule seulement si p = q. Comme toute fonction de a et at peut s’écrire 
comme une somme de tels monémes, en utilisant si nécessaire la relation de 
commutation [a,a'] = I pour mettre les opérateurs de création et d’anni- 
hilation dans un ordre adéquat, on voit que la seule possibilité d’avoir un 
commutateur nul est que cette fonction soit une somme de termes de la forme 
(at)?a?. Tout monôme de la forme (at)?a? peut s’écrire comme une fonction 
de ata en utilisant les relations de commutation (10.8). Si un opérateur A 
commute avec N, c’est obligatoirement une fonction de N : A = f(N). Il 
n’existe pas d’opérateur indépendant de N et commutant avec N et 


(n'|A|n) = (n'|f(N)|n) = f(r) orn 
2. Soit un vecteur |p) orthogonal à tous les vecteurs |n}, (win) = 0 Yn 
P'|n) = |n) P'\e) = 0 
Montrons que [P’, a] = 0. Il est évident que 
(n|[P',alln) = 0 (eI[P',alle) = 0 
Examinons ((|[P’, a]|n) et (o|[P',aï]|n) 


(y|P’aln) = (elP'aï|n) =0 
(elaP'n) = (plajn) = va (yln—1) =0 
(nlatP'In) = (njati) = Vn +1 (yln+1) =0 


et donc [P’,a] = 0 et [P',aï] = 0. Le projecteur P’ commute donc avec a et 
a‘, et d’après le théorème de von Neumann, c’est un multiple de l'identité, 
soit P’ = I, soit P’ = 0. La seconde éventualité étant exclue, reste P’ = I. 


10.4.3 Etats cohérents 


2. En utilisant le théoréme d’Ehrenfest (4.26) 


d 
ay (ant) = (la, A) = hwat) 


car [a, H] = hwa. Si la condition initiale est 


(a) (t = 0) = (p(0)|aly(0)) = zo 
la solution de l’équation différentielle ci-dessus est 


(a)(t) = ze" 


ih 


3. On veut, en outre, que (w(0)la'aly(0)) = |z0|?, ce qui implique, avec 
b(z0) =a — zo 
(p(0)|b" (20)b(z0)19(0)) = (p(0)la'alp(0)) — z0(¥(0)la"|y(0)) 


—29((0)|al2(0)) + |zol? 
= ((0)|(a!a — |20|?)|(0)) = ||6(z0) (0)? = 0 
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ce qui n’est possible que si b(zo)|y(0)) = 0 : |p(0)} est vecteur propre de b(zo) 
avec la valeur propre 0 


b(z0)|p(0)) =0 soit alp(0)) = zol~(0)) 


4. On utilise (2.72) 
A oB — eAtBeëlA8] 


ete 
avec ; 
A= —=(z-2*)(a +a") B= (z4+2*)(a—al) 
V2 V2 
et 
sn — A+B=-2*a+ za 


L'égalité (2.72) est valable parce que [A, B] est un multiple de l'identité qui 
commute avec À et B. On utilise un système d’unités tel que 


h = mw = 1 
ou de façon équivalente, on utilise les opérateurs Q et P de (11.4) au lieu de 


Q et P 


(4, B] = -Ż(z - 2") +Q, P] = F- 2") 


=. 


On doit donc choisir 
f(z, 2°) = exp e [2? — 2*?] 
| 4 


Dans ces conditions, la fonction d’onde de l’état cohérent w,(q) en représen- 
tation q est 


Il 
@ 
tal 
T 
FU 
l 
TR 
ND 
| 
x 
* 
=N 
n 
@ 
tal 
T 
TON 
R 
| 
x 
Se 
Nr 


p2(q) = (gl D(z)10) 


i 


<(Qlew (ale + 21P) 10) 


l 
@ 
tal 
T 
+ 
l 
EE 
| 
x 
* 
wa 
SR 
@ 
tal 
© 
TS 
| = 
N 
Rw 
| 
x 
a 
Q 
Se à 


où yolq) est la fonction d’onde (10.23) de l’état fondamental de l’oscillateur 
harmonique. D’après (10.37), les valeurs moyennes de Q et de P sont 


Ve Es (P) = = ) 
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et on peut récrire le résultat précédent 
Í i : 1 2 
2(9) = ziya exp | —5(@)(P) ] exp (i(P)q) exp | — (a — (@)) 
En rétablissant les facteurs dimensionnés 


y2(q) = my" exp (ou) exp ( pe) exp (-5 — (g= (o?) 


Le facteur de phase global 


est physiquement non pertinent et peut être omis. 
5. On écrit, avec z = pexp(i?) et Anm = (n| Alm) 


S (zln)(n| Alm) (mlz) 


n,m 


(2|Alz) 


= ee? yA i 


nim 


eo? Le a&i (m-n) pn 


Jari 


où nous avons utilisé (10.31) 


(mlz) = e7? = 


m! 


Écrivant le développement de (z|A|z) sous une forme générale 


(z| Alz) =e? 5 D Cpa SP? p 


q=0 p=—oo 


on déduit 
1 dRezImz _,; 
con =f RE em (Al) 


T 


et on peut faire l'identification 
Ann = V nim! Cm—n,m+n 


avec (m—n) et (m+n) entiers, (m+n) > 0. On peut donc à partir de (z|A|z) 
obtenir tous les éléments de matrice Amn. 
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10.4.4 Couplage à une force classique 


1. D’aprés (10.68), 
a(t) = eitot/h qe iHot/h — joint a(t =0)=a 


d’où 
alt) = ae 7 at(t) = af eivi 


la formule pour à s’obtenant par conjugaison hermitienne. L’équation diffé- 
rentielle (4.44) pour U(t) devient 
ih— = — (ae it + at et) FU (t) = W(1)U (t) 


avec la condition aux limites U(t = 0) = I. 
2. Divisons l’intervalle [0, t] en n > 1 intervalles infinitésimaux At; pour 
un temps At infinitésimal, l’opérateur d’évolution U(t; + At, t;) est donné par 


Ü (t; + At, tj) re AW t) 
avec 


7 AtW (tj) = [if (ts)ate + if(t;)ae"] = Gal — Ga 


ou 
G = iAtf(t;) e 


L'opérateur d'évolution U(t) est 


n—1 n—1 
U(t) = [J exp (Gat — Ga) = [[ DG) 
j=0 j=0 


où D(C) est l’opérateur de déplacement (10.40). D'après (10.42), 


D(G)D(Go) = expliimG6)] D(G1 + Go) 
D(@2)D(G)D((o) exp [i Im (G2(61 + Go) + G160)] D(d2 + G1 + Co) 


d’où le cas général 


D(Gn-1) ++ D(G)D(Go) = exp |= IGE -GO| Dla tta + Go) 


j>i 


À la limite At — 0, avec C(t) = if (t) exp(iwt) 


DGG- GA = | w aet -PECE 


j>i 
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ce qui donne la phase ®. Par ailleurs, (10.42) donne 


D(Gn-1 +++ +41 + o) = exp -5 SO GG? | exp [Gar +C + Co) at] 
i,j 


x exp [(Sn—1 tee Gi + Co)” a] 


et à la limite où t — 0 


D = exp 3 far dt”"c(t)c* «| exp[z(t)a"] exp[z*(t)a] 
= exp [Slot] xolta espe (Oal 


3. Calculons l’intégrale dans le second terme de D pour t > t2 


eo) =i fI sie" ad =i [T ee at = ifo) 


z(t) est indépendant de t. Nous obtenons finalement un opérateur U(t) indé- 
pendant de t pour t > t2 


2 $ ie 
U(t) = exp (iat fw) exp (iaf) exp(—i®) exp (-5 Fe?) 
Ceci nous permet de calculer l’amplitude de transition n — m 


Amn(t) (m|U(t)|n) = (m|Uo(t)U (t)|n) 


emt! (mE (En) 


II 


Le résultat est particulièrement simple si l’oscillateur est dans son état fon- 
damental au temps t = 0 car U(t)|0) est alors un état cohérent |z = if(w)) 


À =j —| flw)? iat f(w —i |: f 
U(t)|0) = e~? e7 il Fe) 0) = e~? lif(w)) 


La probabilité d’observer un état final |m) est donnée par une loi de Poisson 
(10.34) 
(IF) exp (-1f@)P) 


m! 


10.4.5 Opérateur de phase 


1. Écrivons a = Ae‘®. Nous en déduisons aat = A? et, compte tenu de 
[a,at}=TI 
atatI=N+I= A? 
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Il en résulte 


A = NSIS Vu 


n=0 


(N+P = 5° In) | 
n=0 


yn+1 


a 
Il 


(n| 


Comme A`! est défini, on peut écrire 
e?=A la 


Montrons que exp(i®) est précisément E = Ÿ:,,|n)(n + 1|. Pour ce faire, 
comparons les éléments de matrice de E et de exp(i®) 


(mlElp) = D (mn)(n + 1p) = pmt 


n 


X (mln) : (n|a|p) = Op,m+1 


n+ 


(m|A~* alp) 


| 


n 


en utilisant (10.17). 
2. Compte tenu de [E, Et] = |0)(0|, le commutateur [C, S] vaut 


i 
c, s] = —Ż10)(0| 
et si l’état de l’oscillateur est |p) 
1 2 
A,CA,S > A [(l0)| 


Si la projection de |p) sur le vide est nulle, alors AC et ApS peuvent être 
simultanément nuls 


C? + $? = T — |0)(0| 
et si (|0) = 0, alors les valeurs moyennes de C? et S? vérifient 
(Co + (9 =1 


3. En suivant la méthode conduisant à (10.50), il est facile de calculer la 
valeur moyenne de E dans l’état cohérent |z), z = |z| exp(i0) 


gent 


GET ee 


0 
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10.4.7 Transformations de jauge non abéliennes 
1 L’expression de 7” est 
7 = 00! (-iv z À ) Q 
Remarquons tout d’abord que 
V(AB) = (YN) + AVE 


On souhaite avoir 7 = 7” 


+ 


TJ = 


d’où la condition 


soit 


Dans le cas abélien, le champ À est un nombre, et non une matrice 
QAQ 1 = À 


et on retrouve 
A'=A-VA 


2. Choisissons une transformation de jauge infinitésimale 


Alors, 


et 


(VO)A ~ ~iq) > VAa (že) 


a 


Les relations de commutation (3.52) donnent 
A= [SA (Son), DA (io) =i Weasels (Lo 
’ = b 2 b |: - è 2 È — abc+\b44¢ 2 a 

d’où, par identification du coefficient de o,/2 


SÅa = Al, — Ay = -V Aa ta) _ €abcAnAc 
b,c 
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3. Nous avons établi la forme de la dérivée covariante en exigeant 7” = 7; 


et par construction 
ODO = D’ 


On peut écrire l’équation de Schrödinger indépendante du temps (A = m = 1) 
1 43 
5 (-iD) ð = Ed P= 16! 
sous la forme i 2 
5070 (-5) 0-10! = go x 
En multipliant les deux membres de l’équation par 2, on obtient 


1 12 
5 (-5) © = EX 


20.11 Exercices du chapitre 11 
11.6.1 Propriétés des opérateurs statistiques 


1. Prenons un vecteur |p} de la forme 
lp) = (0,--- > 0,**: ,0,@;,0,:+* ,0) 


On doit avoir (y|p|y) > 0, ce qui implique que la sous-matrice 2 x 2 A 


A= ( Pii Pij ) 
Pji Pij 
doit être positive. D’autre part (p:;+;;), qui est la somme des valeurs propres 
de A, vérifie (pi; + pjj) < 1. On en déduit que le produit des valeurs propres 
de A est < 1/4 
1 

0 < pi055 — Pijl? < 1 
Si piu = 0, ceci implique que p;; = 0. 

2. La condition d’un test maximal avec 100 % de succès implique qu’il 
existe un vecteur |y) tel que Tr pP, = 1, avec Py = |p} (y|, et donc (y|p|y) = 
1. On choisit une base orthonormée où |y) est, par exemple, le premier vecteur 
de la base, |p) = |1). Dans ces conditions, les éléments diagonaux de p vérifient 


pu =1, px =0,i Al 


car le test |i), |i) Æ |L) a une probabilité nulle. D’après la question précédente, 
tous les éléments non diagonaux sont nuls, p;; = 0,1 Æ j et p = |p) (y| = |D]. 
Montrons d’abord l’inégalité pour deux opérateurs statistiques p’ et p” 


Tr (p'p") <1 
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Soit 


P = >> plii P" = pala)(a 
a a 
les décompositions de p’ et p” sur deux bases orthonormées. Nous avons 


p'p") = D PiPalnli) (ila) laln) = 2 Pipal |i) |? 


n, i, a 
et l'inégalité découle immédiatement de [{ila)|? < 1. Si p = p” = p, alors 
(ila) = fia et 
Trp’ = 5 p 
i 

3. La condition nécessaire et suffisante pour que Tr p? = 1 est qu’un seul 

des p; soit non nul, et donc égal à un : p représente alors le cas pur |i). Si 
p=)p + (1—A)p" 


alors 
Tro’ =X Tr (0 + (1 — A)? Tr (p")? + 2A(1 — A)Tr (p'p") 


On ne peut avoir Tr p? = 1 que si Tr (p'p”) = 1, et donc p’ = p” = 1. 
4. On a manifestement pij = pj; et 


Te= > pas) lanl? =1 
$ i,m 
d’après (11.6). La positivité se montre en remarquant que, si |y) = >>; Ali) 


(elelo) = ZX Pij Xi = = 5 A; à CimCjmAi =| Evel 


i,j,m 


> 0 


11.6.2 Structure fine et effet Zeeman du positronium 
1. La masse réduite est la moitié de celle de l’électron et les niveaux 
d'énergie se déduisent de (1.36) 


Ræ 


Bas 
2n2 


2. Ecrivons explicitement l’action de o, et gy sur les vecteurs |£1€2) 


O1x02x| + +) [== Tiy + +) = —|— —) 
T1x02x| + —) |- +) F1yF2y| + —) =|- +) 
1202x|-+) = |+-) 1yO2yl — +) = | +) 
C1202x| — —) eae) Tiyay — —) = —| + +) 
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et 012092|€1€2) = €1€2|€1€2), d’où l’action de G1 - © 


O1 - F2| ++) = | ++) 
ml) = Ah le) 
Si- Fa) — +) 2| + —-) —|- +) 
miles) = |--) 


Les états |I), |ZI}) et |[II) sont des états de spin 1, et |IV} un état de spin 0. 
On trouve plus simplement l’action de &1 - @ en utilisant la composition de 
deux spins 1/2 (§ 9.6.1). 
3. Les résultats de la question précédente impliquent 
1: 0211) = |1) G1 : ©2111) = III) 
ainsi que 
1 

V2 


Dek = ete _ 
Si: lIV) = rai =|= +) = shy) 


4. Dans la base {|I}, |Z), |III}, |IV}}, les projecteurs Pı et P_3 ainsi que 
01 - 02 sont diagonaux 


Gy - 2111) ele ie 


1 0 0 0 0 0 0 0 
0 1 0 0 0 0 0 0 
P=! 0 01 0 P-3=1 9 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 1 
1 0 0 0 
ag 0 1 0 0 
1°27 Ne a eG 
0 0 0 -3 
Si Pi = Al + 101 - G2, on doit avoir 
A+u~=1 et A-3n=0 
soit À = 3/4 et u = 1/4. On déduit P3 = I — Pı 
1 1 
Py = 7 BI +: 02) P-s = 7 (I-41 e) 
5. On a immédiatement P12| + +) = | + +) et Pi2| — —) = | — —), tandis 
que 
1 
Pis k=)=s (=) 42 — 4+) =|) = [= 4) 


2 
et en général P12|€1€2) = |£2€1). 
6. On connaît les valeurs propres et les vecteurs propres de 61 : 62, et donc 
ceux de H 
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— |Z}, ZI), ZII} sont vecteurs propres de H avec la valeur propre Eo + A 
— |IV) est vecteur propre de H avec la valeurs propre Eo — 3A 
7. Le facteur gyromagnétique du positron est l’opposé de celui de l’élec- 


tron : Yet = —Ye- = —Ge/m. Le hamiltonien total s’écrit 
5 => B deh 
H = Ho — (fie- + fic+) - B = Ho — 9m (012 = O22) 


Examinons l’action de l’opérateur (01, — C22) sur les vecteurs de base de Ho 
(Fig — G2z)|-++) =0 (Ciz — G2z)|— —) =0 
(o1z — 02z)|IT) = 2|IV) 


et 


eh 
(IIH IV) = UIV|HilID) =2 (-1 ) = 2Ax 
m 


La forme matricielle de H est, dans la base {|7}, ZI), |[II),|IV)} 


Eo + À 0 0 0 
H= 0 Eo + À 0 2A%x 
o 0 0 Eo + A 0 
0 2Ax 0 Eo — 3A 


Il y a donc deux vecteurs propres évidents |I) et |ZJI} avec les valeurs propres 
Eo + A. Les deux autres valeurs propres sont obtenues en diagonalisant la 
matrice 2 x 2 


L 2% 


7e 
H =BI+A( op 3 


) = EoI + AM 


L’équation aux valeurs propres de M est 

+2 — (3+ 4x”) =0 
ce qui donne les valeurs de l’énergie 
E4 =Fy-A+2AV1 +2? 


Pour x = 0, on retrouve les valeurs Eo+A et Eg—3A, tandis que pour |z| — 00, 
les vecteurs propres tendent vers ceux de (a1, — 02,) avec les valeurs propres 
+2Ax. 


11.6.3 Ondes de spin et magnons 


1. Comme les valeurs propres de (On > n41) sont comprises entre —3 
et +1 


E>ina—ina=o 
2 2 
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Si le vecteur d’état est tel que (On + Gn41) = 1, on obtient le fondamental 
Eo = 0. Ce vecteur d’état est 


So =|+++---++) 


car 
(Gn ` On+1)| Po) = |®o) 
2. L'opérateur Ppn+i échange les spins n et n + 1 : nous avons vu dans 
la question 5 de l'exercice précédent que pour deux spins 
Pilte = |e) Paes a(S) 
Pala) = =) Piel += |=) 


et le nombre de spins up moins le nombre de spins down est inchangé. Les 
vecteurs propres de H sont donc des vecteurs où le nombre de spins up moins 
le nombre de spins down est une constante. En particulier pour l’état |[W,), 
cette constante est N — 1. L'opérateur I —P, +1 appliqué à |V,,) donne zéro 
sur toute paire de spins up, et seules les paires (n — 1,n) et (n,n + 1) vont 
donner un résultat non nul. Comme P,,-1,,, par exemple, échange les spins 
n—letn 


Pastel | =e be) 


soit 
Pn—in|Un) = |\W,-1) Pn—1.n|Un-1) = |W.) 
on obtient 
(I = Pazin) En) = R — |Wn—1) 
(I = Pnin+1)|Un) = |) > |Wn41) 


Ceci donne l’action de H sur |[Y,) 
H|Wn) = —A([Vn-1) + nur) — 21%n)) 


3. Examinons l’action de H sur |k;) 


N-1 N-1 
Hlk) = SD "H Yn) = -A So el (Wai) + Un) — Un) 
n=0 n=0 
mais 
Yia) _ ae eksl jy, 1) = elke! > etant) = eis!) ks) 
On a donc 


H|ks) = 2A(1 — cos kgl)|ks) 
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Les fréquences propres sont 
wp = 2A(1 — cos ksl) |ks| — 0 wp ~ (Al*)k? 


Il est également intéressant d’adapter la méthode du § 5.1.2 en remarquant 
que H peut s’écrire sous la forme 


H =—A(Up + Uj" — 2) 


où Up effectue une permutation circulaire des spins n — n + 1 et chercher les 
vecteurs propres |W.) de Up. Ecrivant 


Us) = Sc)  UplVs) = |W.) 


avec 


On doit avoir 


id 
Cn+1 = € “Cn 


11.6.4 Echo de spin et décomposition des niveaux en 
RMN 


1. Le calcul de à(w) donne 


2 


aw) = RR 


En utilisant (3.59) et oo; = di; +i}, €ijh0n, on montre 


e '°% gye (°°? = (I cosa — ic; sin a)oy(I cos a — ig, sina) = dy 


ce qui donne 


Partant de 


on obtient en l’absence de relaxation 


U(t) É (1+ op )] ut(t) = z (1+ TA 


En présence de relaxation, 


dp = ôp(t = 0)e™t/ T 
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puisque 72 est le temps de relaxation transverse, et donc 
$ 1 1 _t/T. 


indépendamment de 6. L’opération de rotation du spin d’un angle m permet de 
réaligner les spins dans une même direction : dans l’intervalle [0, t/2], les spins 
s’alignent de façon aléatoire, car chaque spin voit un désaccord 6 différent, 
mais après renversement des spins, l’évolution dans l’intervalle [t/2, t] réaligne 
tous les spins dans une méme direction. 

2. Par définition du produit tensoriel de deux opérateurs 


(48 B)|p 8 Y) = |Ay 8 By) 
d’où l’on déduit 
(A@ BP = A? @ B? 


et à 
(ot ® o(?)) =I 


Ceci donne l’expression de Uj2(t) en développant l’exponentielle. L’opérateur 
de rotation de 7 est 
U[RY (x)| = ioe 


Afin de simplifier les notations, posons of) = Xi, ol? = Y; et os?) = Z;, d'où 
Uy2(t)(X1)U12(t) = [X COS Wy2t + (Yı & Z2) sinwiot] Ui2(t) = Xı 


Comme le temps caractéristique de l’évolution due au couplage des spins est 
très grand par rapport à la durée d’une rotation de Rabi, on peut négliger 
cette évolution propre pendant la durée de la rotation, qui est essentiellement 
instantanée à l’échelle de l’évolution libre. 

3. Les valeurs propres de os) ao?) sont +1 et —1. En l’absence de champ 
de radiofréquences, on aura donc 4 niveaux d’énergie 


A(o)) + 602) + w12), TO 0 w12), 
Aa(—6) +62 + w12), Aa(—6) — 62) + w12) 


Ces niveaux sont représentés sur la figure 5.10, avec les 4 transitions permises, 
qui ont donc pour fréquences 


2|5 + wo 2/5) + w2] 


11.6.6 Inégalité de Wigner 


La variable 0172 par exemple n’est pas admissible car elle est non locale. 
Une distribution de probabilité ne contredisant pas la localité est 


P(01, 2, 03; 71, T2, T3) 
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On trouve pour pag et P12 


Pos = P(++-; Phin +=; +-+) 
ie = pke 


Les probabilités étant positives, on déduit de ces équations 


P12 + P23 2 P13 


C’est l’inégalité de Wigner, un exemple d’inégalité de Bell. Elle n’est compa- 
tible avec le résultat (11.48) de la mécanique quantique que si 


0 0 0 
sin? a + sin? = > sin? 


Choisissant 02 = 0, 01 = —03 = 0, cette équation devient 
0 _1 
cos’ > <5 soit 7r/2<0<7 


Il existe donc un intervalle ]0,7/2[ en 0 où la mécanique quantique est incom- 
patible avec la contrafactualité. 


11.6.7 Etats de Hardy 
Les trois configurations ayant une probabilité nulle sont données par 
p(a_, B_) = p(a+, 8+) = p(A_, B_) =0 
En effet, les amplitudes de probabilité suivantes sont nulles 
(a_B_|®z) = (a464|®n) = (A-G_|Ox) = 0 
Les probabilités non nulles sont 


p(A4+, œ+, Bb) ; p(A+, @+, B-, 8+) ; p(A+, @+, B+, De) 
p(A,,a_, By, B_) ; p(A+, a_, B+, 8+) ; p(A-, aœ, B4, 8+) 


On en déduit 


p(A+|B_)=1, ce qui contredit p(A_|B_) #0 


Il n’existe aucune distribution de probabilité jointe qui permette de calculer 
les valeurs moyennes, par exemple on ne peut pas calculer (AB) comme une 
moyenne d'ensemble 


(A8)= X` AB p(Ar,az, Bs, B+) 
A+, Bt 
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11.6.8 Photons intriqués en polarisation 


1. Evaluons le vecteur |001) 


1001) (cos 0|x) + sin 6|y)) (— sin0|x) + cos 6|y)) 


— sin 6 cos 6|xx) + cos? O|xy) — sin? lyx) + sin 0 cos O|yy) 


II 


Pour obtenir |010), il suffit d'échanger x y 
1810) = — sin 8 cos 6|xx) + cos? 6|yx) — sin? 6|ay) + sin 6 cos O|yy) 
et on obtient en soustrayant la seconde équation de la premiére 
1001) — 1010) = lay) — yx) 
2. Pour le photon 1 


=D) +1@) w) = 31D) +10) 


et pour le photon 2, il faut changer |y) en —|y) 


<< 


Ix) = (HD) +1G) = (2) + |G)) 


et on trouve pour des photons ayant une direction de propagation opposée 


|% = wee — |GG)) 


Remarque : si les deux photons ont la méme direction de propagation, comme 
c’est le cas des paires obtenues par conversion paramétrique, alors 


|) = -7o — |GD)) 


Dans les deux cas, on vérifie que la composante Oz du moment angulaire est 
nulle : (%17 + Z2,)[®) = 0, ot X£, est donné par (3.26). 

3. On trouve 
o 1 1 


v2 v2 


L’application de X, montre à nouveau que cet état est de moment angulaire 
ZÉTO. 


|v) (100) + |6101)) = (IDD) + |GG)) 
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11.6.11 Etats GHZ 


1. Examinons par exemple l’action de ©, sur |W). Compte tenu de 
oz|+) = |—) ox|—) = |+) oy|+) = il) y|—) = —il-) 
nous avons 
1 


Balt) = Fe [0 ) — (-i)?| + ++)] = |Y) 


Comme |W) est vecteur propre de N,avec la valeur propre +1, le produit 
AxByCy du résultat des mesures de Ga, Cyb et Tyce Sera Ay ByCy = 1. 
2. Nous avons cette fois 


By) = l == 


et donc A,B,C, = —1. Or, compte tenu de A? = B2 = C? =1 


A; BzCz = (Ar ByCy)(AyBuCy)(AyByCz) = +1 


et il y a donc contradiction avec la localité : aprés avoir interagi initialement, 
les spins ne peuvent pas transporter l'information sur les valeurs de A, ++ + Cy. 


11.6.13 Discrimination entre deux états non 
orthogonaux 


1. Etant donné que 
0 2 
sin” 0 + cos 20 = cos” 4 


la norme du vecteur cos 0|04 ® 1g) est inchangée. Nous avons 


|+) — +sinð|la @ 0p) + sin0|04 @ 0p) 
= V2 sing|+4@08) + cos'/? 26/14 @ 18) 


2. L'état |0g) est corrélé à deux états orthogonaux de A, |+4) et |—a), 
et ces états peuvent étre distingués sans ambiguité dans une mesure. L’état 
|14) est corrélé à |1g) quel que soit l’état |¢4). On peut donc effectuer la 
distinction avec une probablité 


2 sin? 6 = 1 — cos 20 = 1 — (Y|) 


Noter en effet que 
2sin” 0 + cos 20 = 1 
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3. Si Vt cos = sin@, c’est-à-dire si t = tan? , alors le résultat final de 
l’ensemble des transformations est 


cos 8 |0) + sin 4 |1) V2 sind | + @ y) + cost? 0 |0 @ y’) 


À l’aide du modulateur électro-optique, on fait tourner la polarisation de 7/4, 
ce qui permet au au prisme polarisant PP; de distinguer les états |+), et donc 
les états #+ avec une probabilité 2 sin? 0. 


11.6.14 Interférences des temps d’émission 


1. Comme la longueur de cohérence des photons convertis est petite par 
rapport à la différence de marche entre les deux bras, on ne peut certaine- 
ment pas observer d’interférences dans un interféromètre individuel. Mais il 
existe une raison plus fondamentale, qui sera expliquée à la fin de la question 
suivante. 

2. On peut écrire quatre amplitudes de probabilité différentes pour la détec- 
tion jointe des photons en D; et Də 


— i2 _ 1,2 
A = agag B = aga% 
A = ala? B' =e atag 


L’amplitude ai, correspond au trajet du photon (i) passant par le bras court 
de Vinterférométre, a, au trajet passant par le bras long. La mesure du temps 
d’arrivée des photons permet de distinguer les trajets (CL) et(ZC) ; même si 
le temps d’émission de la paire est inconnu, le photon passant par le bras long 
arrive plus tard que celui passant par le bras court. Par exemple, dans le cas 
(CL), le photon 1 arrive en D: 0.7 ns avant le second photon en Də, ce qui 
est trés largement supérieur au temps de résolution de 0.1 ns des détecteurs. 
En revanche, le dispositif expérimental ne permet pas de distinguer, méme en 
principe, les trajets (CC) et (ZL). Il faut donc ajouter les amplitudes de ces 
trajets pour obtenir la probabilité de détection en coincidence 


p(D1, D2) = |A + A’? = jagab + e” azaz)? 


ce qui montre à l’évidence une dépendance par rapport à 6. 

Dans l'expérience de l'énoncé, la fenêtre de coïncidence est inférieure aux 
différences de temps de parcours, ce qui permet de distinguer les trajets (LC) 
et (CL) des trajets (LL) et (CC). Mais cette condition n’est pas essentielle 
pour observer les interférences ; si elle n’était pas réalisée, on ajouterait sim- 
plement un bruit de fond 


p(D1, D2) = |B|? + |B’? + |A+ A’? 


correspondant aux deux premiers termes sans interférences de l’équation pré- 
cédente. Une autre observation importante est que si l’on supprime les miroirs 
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semi-transparents de l’interférométre de gauche, on conserve une information 
sur les temps de parcours : si le photon de gauche arrive avant celui de droite, 
on sait que le photon de droite a emprunté le bras long. Il n’y a donc pas de 
dépendance par rapport à 6 et pas d’interférences. L’information disponible 
sur le chemin suivi par le photon dans l’interférométre de droite efface toute 
possibilité d’interférences, méme lorsque la longueur de cohérence est plus 
petite que Al. En fait, il n’est même pas nécessaire que le détecteur Də soit 
présent ! Il suffit que information sur les temps d’arrivée soit disponible en 
principe, et comme nous l’avons souvent souligné, il n’est pas nécessaire que 
l'observation des temps d’arrivée soit effectivement réalisée! Tant que lin- 
formation sur les temps d’arrivée est disponible en principe, et elle l’est en 
raison de la seule présence de l’état intriqué, en aucun cas on ne peut avoir 
d’interférences dans un seul des deux interférométres. 


11.6.15 Calcul quantique avec des ions piégés 


1. Nous écrivons le hamiltonien d'interaction en terme de o4 et o- 


1 oe a 
Hint = —5 ħwilo} + o_] [e kz $) te i(wt—kz—¢) 


et nous passons dans le point de vue de l’interaction en utilisant (5.32) 


eiHot/h ox eiHot/h = eTiwot 


OL 


A l'approximation séculaire, nous pouvons négliger les termes qui se com- 
portent comme exp[+i(wo + w)t] et il reste 


h 2 ee | ma 
Hint = =e [o4 ei(ôt-4) eTikž +o e i(ot—4) AE 


2. Az = /h/(2Mw,) est l’étalement de la fonction d’onde dans le puits 
harmonique. Par conséquent, 7 = kAz est le rapport de cet étalement à la 
longueur d’onde de la lumière laser. Nous pouvons écrire 


kz=k (à + à) = (ae it + al el") 


L'élément de matrice de Hint entre les états |1, m + m’) et |0, m) est 
z 1 . _ 
(1, m+ m’ |Hint|m) = 79 fu et) (m + m! |e~in(@+a") Im) 


La fréquence de Rabi pour les oscillations entre les deux niveaux est 


m=m+m' _ ( e-in(ata!) my 
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3. Ecrivant 


tinlarat eo el 
etin(@t+a') ~ T+ in(à + at) 
et en conservant uniquement les termes du premier ordre en 7, nous obtenons 


i l | 
Fine = pur [o4 ae eit o  gteni(b-wz)t gid 


Je a ateildtws)t eid _ g_ gen ild+we)t gid 


La première ligne de Hint correspond à une résonance à 6 = w — wo = wz, 
c’est-à-dire, w = wo + wz, une bande latérale bleue, et la seconde ligne à une 
résonance à w = wo — wz, une bande latérale rouge. Le terme en o+a de la 
bande latérale rouge induit des transitions de |0, m+ 1) vers |1,m), et le terme 
g_at des transitions de |1,m) vers |0, m + 1). De plus, 


{mlalm + 1) = (m+ 1|a"|m) =Vm+1 


de sorte que nous obtenons l'expression de l’énoncé pour H,* 


int» AVEC 
a + at 
ap = a, = ——— 
m +1 m +1 


La fréquence de Rabi est donc wı ym + 1. Le même raisonnement s’applique 
à la bande latérale rouge. Le schéma des niveaux est donné sur la figure 20.1. 
4. Les opérateurs de rotation R(@,¢) sont donnés par 


0 0 
R(O,¢=0) = I cos > ir sin 5 
0 0 
R(0,6= =) = feos 5 Say sith 
de sorte que 
R(x, 0) = -iss R(x, =) = io, 
Nous avons, par exemple, 
R(x, =) R(B. O)R(r, =) = (-io,)(Icos a + io sin Pio) 
= -( cos Ë + io, sin 5 = —R(—{,0) 
Appelons A la transition |0,0) +> |1,1) et B la transition |0,1) + |1,2). Les 
fréquences de Rabi sont liées par wg = V2w4. Par conséquent, si langle 


de rotation est 04 pour la transition A, cet angle sera 0g = V204 pour la 
transition B. Pour la transition A, nous choisissons a = r/V2 et B = r 


R(S FJOR Z) R(r,0) =-I 
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Pour la transition B, nous aurons alors a = 7 et 8 = ny2 
R(x, Z) RV, 0)R(r, Z) R(rv2, 0)= -7 


L'état |1,0) n’est pas affecté parce que la transition |0, 0} + |1, 0) ne résonne 
pas à la fréquence de la bande latérale bleue. Nous avons donc 


i 1,2) 

I 1 

1 11,0) 

A A 
W+ 
Wy Wo 
Ww 
|0, 2) 


RE ee ES \0, 0) 


Fic. 20.1 — Schéma des niveaux. Les transitions utilisées sont (0,0) < (0,1) et 
(0,1) = (1,2) : bande décalée vers le bleu, w+ = wo + wz et (0,1) = (1,1) : bande 


décalée vers le rouge, w- = wo — wz. 


5. R( + ,r/2) = Fico, de sorte que 


R( +r, = )10,1) = +|1,0) R(+7, = )11,0) = +(0, 1) 


Partons de l’état à deux ions le plus général, les deux ions étant dans l’état 
fondamental de vibration 


|W) (a|00) + b|01) + c|10) + d]11)) @ |0) 


a|00, 0) + b|01, 0) + c|10, 0) + d/11,0) 
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L'action de R7) (—r, 7/2) sur lion 2 donne 
|v’) = R-?)(—r, 1/2)|¥) = al00, 0) + b|00, 1) + c|10, 0) + d/10, 1) 
Nous appliquons ensuite ne sur Vion 1 
|W”) = RO") = —al00, 0) — b|00, 1) + c|10, 0) — d]10, 1) 
et finalement R~°)(, 2/2) sur Pion 2 


10”) = R -O (x, 1 /2)|") —a|00, 0) — b|01, 0) + c|10, 0) — d]11, 0) 


(—a|00) — b|01) + c|10) — d|11)) & |0) 


II 


Ceci donne précisément l’action d’une porte cZ à un facteur de phase trivial 
près. 


20.12 Exercices du chapitre 12 


12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité 
1. En introduisant 7 = $2, |n)(n| = Xn |m)(m| 


F (5, 7057, 7 aTa = D OF ay In) (|X CO 


nym 


xX eFm(ta—7')/Fi gy) 


Lorsque 7 — oo, seul le terme n = 0 subsiste, et de même seul le terme m = 0 
subsiste pour T, — —oo. Comme 


(x10) = po(x») (0|%a) = Po(ta) 
on obtient 


lim lim F = po(xb)pg (£a) (0| X en Hr-1')/h XI) 


Ta—— 00 Th +00 


2. De 
—H(r—-r’)/h Ta) 


Fa Tolza; Ta) = (re 

on en déduit par la même méthode qu’à la question 1 
Elh. Th: oe aTa 

(O|T(Xa(r)Xu(r’))|0) = lim tim AET a 


Ta——00 TH +00 (ty, T|La, Ta) 


Ge) 


Introduisons la fonctionnelle génératrice 


X(T, )=Ly 1 Th 1 
zos f Dax(r) exp a 5m 


+V(a(r)) — hj(r)x(r)) d7] 
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Par différentiation fonctionnelle 
1 &Z(j) 
Z(j = 0) 6j(r)ôj(r') 


F (£y, To; T, Totas Ta) = 


Introduisons la fonctionelle génératrice 


Za)= f" Pres ET (5r El LV) = tot) ar 


en prenant la dérivée fonctionnelle, et compte tenu des résultats précédents 


(ale) Xu) = A eo 


Pour tT > 7’, 


(0|T (Xu(r)Xu(7’))|0) = (0|Xu(7)Xu(7’)|0) = D |(O|X |n) |? e7277) 


et 
(0[Xa(r)l0) = (0]X10) 


Le terme n — 0 disparaît quand on prend la partie connexe, et lorsque 
(Tr — 7’) > co 


(OT (Xa CT) Xu(r' 0) == (01 X|1) Be Eater i" 


Le comportement asymptotique est contrôlé par l’énergie du premier niveau 
excité. 

3. Pour obtenir la fonction de partition, on doit poser £a = x» = x et 
intégrer sur x. La partie connexe (x(r)x(r')). est donnée par la même intégrale 


de chemin que (0ÏT(Xn(r)Xx(r'))|0) et donc 
(Eas emer le f= h/Ey 


12.7.4 Propagateur de Feynman et propagateur 
euclidien 


1. Soit 


Calculons sa dérivée premiére 


d i —iwt iwt 
qe) = —iw [A(t)e — 0(-t)e*] 
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et sa dérivée seconde 


d2 

ae ® = —2iwd(t) — w° X (t) 
soit 

2 
2 _ : 
2. Les pôles de l’intégrand sont à ko = —w + in et à ko = w — in. Pour 

t > 0 (t < 0), on referme le contour par un grand demi-cercle dans le demi-plan 
supérieur (inférieur) et on encercle donc le pôle à ko = —w +in (ko = w — in). 


En prenant le résidu du pôle 


1 ; 1 . 
t>0 : Dr(t)=—e “t t<0 : Dr(t) = >et 
2w 2w 
3. d 
=o = —e(r)we “IT! 
où e(r) est la fonction signe de 7. On en déduit 
d2 
aa = —2wd(r) + w7e-“I7| 


12.7.6 Calcul de la fonctionnelle génératrice pour 
Voscillateur harmonique 


1. Vérifions que la fonction de Green G(T) est 
G(r) = O(r)u(r)v(0) + O(—T)v(7)u(0) 


Calculons sa dérivée premiére 


er) = O(r)üu(r)v(0) + 4(—r)u(0)v(r) 


puis sa dérivée seconde 


az (7) = 6(r)lü(0)u(0) — u(0)ü(0)] + 8(r)ü(r)v(0) + O(—7)u(0)o(7) 


soit, en utilisant les équations du mouvement pour u(r) et v(T) 


a G(r) = 6(r)[u(0)v(0) — u(0)0(0)] + w?G(r) 


Compte tenu de 


u(0) = —Aw cosh(w7p) d(0) = Nw sinh(wr_) 
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on obtient pour le coefficient de d(T) 
ü(0)v(0) — u(0)0(0) = AN w? sinhw(rs — Ta) = 1 


2. Partons de l’action euclidienne 


re 1 . 
Setul = | [gat pete? — in dr 


a 


Comme y(r) vérifie les équations du mouvement, ôSg/ôy = 0; de plus, Sg 
est quadratique en y et par conséquent, 


Sely +h) = Sely) + Selh) 


En utilisant a 
qu) = ty = ÿ + yey — 5) 


on obtient : 
+2 GO +) 22 ; 
y= (y) —w y + jy 
d’où 
S l J” 1 a d 
BW) = 3 bolt- jydr 
3. La fonction yo(T) est une combinaison linéaire de deux solutions u(r) 
et u(r). Pour que yo(Ta) = £a et Yo(7) = xp, il suffit de choisir 


1 


yo(T) = A [£a sinhw(T — Ta) + Za sinh w(T — T)] 


Ceci permet de calculer 


: ; _ weoshwT , s 2 WWLaLp 
Yo(T)¥o(T) — Yo(Ta)¥o(Ta) = ahr (z3 +25) = Saher 


On doit ensuite calculer 


Liver f" ioar [o+ [reeni 


a Ta a 


Il existe une autre contribution à £p — Tata venant, par exemple pour Zp, 


de 
Th 


es i: : Cl. iar = J E a de 


sinhwT Jr, 


Par ailleurs, on obtient de 
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la contribution 


Ly Le . 
-7 snhoT [ sinh w(T — Ta)j(T) dT 


et en ajoutant les deux contributions, un total 


Tb 
= / sinh w(t — Ta )j(T)dT 


sinhwT J, 
a 
En résumé, 


[Te wcoshwT , > 2 20Tatb 
uy ro sinhwT (ea à zi) ~ sinhwT 


eee T sinh w(t — Ta )j(T)dT 
sinhwT J,, an 


7 J sinh w(Tp — T)j(T)dT 


a 
sinhwT J,, 


Intégration sur x, et xp. Définissons 
Ta 
F 
sinhwT “ 
Th 
T 
sinhwT ° 


la = / sinh w(t —T)j(r)dr do 


a 


To 
lh = | sinh w(t — Ta )j(T)dT Yb = 


E 
L'intégrale à calculer est une gaussienne (i = a, b) 
2 2 


1 
[evade exp 73 5 Ti Ait; +Y riyi 


i, j=1 i=1 
27 1 =j 
= (dee aye OP | 2 Asus 


La matrice A~! est donnée par 


1 1 eet 
St À 
= 2w ( eer 1 ) 


Comme l’origine des temps est arbitraire, il sera commode de choisir Ta = 0, 
Th = T 


Tb 
Ia = L sinhw(T — T)j(r)dr Ya = ait 
ie Br 
= sinh wT J(T)AT = 
i : J Yo sinhwT ? 


a 
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L’expression provenant de l’intégrale gaussienne que nous devons évaluer est 
X= +I +20 Lh 

On montre d’abord la premiére identité 

(ec? + hb) (eT +h) 


= I? +I +211, coshwt = sinh? uT | drär'e DT) 57) j(r!) 


X = sinh? wt | arareo) — 21,1, sinh wT 


Le terme en —21,1, sinh wT se combine avec l'intégrale double 


Y= = some |oo sinhw(T — T)sinhwT'j(T)i(lr) 
x0r- 7’) + O(7’ — T)] 
1 


— J drdr’ sinhw(T — T) sinhwr’j(r)j(7')0(7 — 7’) 
wsinhwT 


On utilise 
Or—r')+0@(r — Tr) — 20(7 — 7’) = elr- 7) 


où €(x) est la fonction signe de x, pour écrire 


= 1 ha | a. , 
Y = Busine farar sinhw(T — T) sinh wT'j(T)j(r elr — T°) 
= e J Ara as en ane) 
x sinhwr'j(r)j(r')e(r — 7’) 
1 
= spammer rar sinh coshur sin ur j(r)j(r er — 7) 


= i 1 w(t—T') __ —w(r-r')| ; eI | 
= = | arar Le e EOG Je(r — T°) 


En combinant avec le premier terme de X, on voir apparaître la combinaison 


er] 9(r — 1!) + Olr — 7) +e(r -7')| 
+ M1 Bfr — 7!) + O(7' — 7) -elr = 7’) 
= 2 [ener 0¢r = T') aie eer g(7! _ r) — 2e—IT-7| 


Le propagateur euclidien est donc bien 
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6. Le terme qui projette sur l’état fondamental pour ta — œ est 


it 


Alte _, ẹEnta 


pour un état n. Pour que ce facteur tende vers zéro si E, Æ 0 pour ta — —oo, 
il faut que t, ait une partie imaginaire positive. De même, pour 


e ity zy e` Entab 


il faut que t, ait une partie imaginaire négative. Dans ces conditions, 0(7 — 7’) 
se prolonge analytiquement en 0(t — t’), et le propagateur euclidien devient le 
propagateur de Feynman 


L [e-**9(t) + otot) 


p= 2w 


12.7.10 Probabilités de transition à approximation 
adiabatique 


1. Afin de simplifier les notations, nous noterons par convention P = P(t), 
et nous expliciterons P(0) quand t = 0. De >’, P? = I, on déduit 


dP dP; 
rae em aca 


Ecrivons l'équation d’évolution de P;(t) = A(t)P; (0) AÏ (t) 


.dAl 


et reportant idA/dt = K(t)A(t), on trouve l’équation d’évolution pour P; 


iP) = KOADROA O -AOPA OKE) = KE), Py) 


Calculons le commutateur [|K (t), A(t)], en remarquant que P;(t)Pi(t) = 
Ò Pi (t) 


KORO = iE roro| 5 rora 
+12 POPIO Pi 
= P y(t) iP a = £ (P?) =% 
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ce qui donne le résultat recherché pour idP,/dt. D’autre part, 
i dP; wp AP! 
Pi, KP; = Pr PiP = Pi Pi =0 


En effet, de P? = P on obtient 


2. L’équation d’évolution de ®(¢) est 


EVE (De 1 P,(0) = HA (HH) 


D’autre part, 


A(t) ®(t)|1(0)) = eT A) |g1(0)) =e |i) 


et donc U4 (t, 0) = A(t)®(t) transforme |y;(0)) en |y(t)), au facteur de phase 
dynamique exp[—ia;(t)] près. Le calcul qui suit est calqué sur celui menant 
du point de vue de Schrödinger à celui de l'interaction si l’on définit 


U(t,0) = D (t)A EU (t, 0) 
On remarque que 
ADHA HAH =X EOP (1) = H(t) 
On obtient ensuite 
i = D(H OEA U(E, 0) — PEA EKUE 0) 
+ DHA HOU (t, 0) 
Mais on a également 
ata atu = PA AHO atu = AH (t)U 
et par conséquent, 


Z = — Hi ATK APÛ 
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3. A Vordre zéro de la théorie des perturbations U (t,0) = I, et au premier 
ordre, on peut écrire 


U(t,0) = 1 — if W(t')dt! 
0 


Le deuxiéme terme de cette équation va donner des transitions entre des états 
de j différent. Si le système est à t = 0 dans l’état |pm(0)), l'amplitude de 
probabilité de le trouver au temps t dans |y;,(t)) est 


aum(t) = exlt)IU(t,0)\om(0)) = (pe (OI AGE (DE E, 0) em (0)) 
Se ots poff we Jat] (0 ) 


d’où 
Pme lt) © Kor (E)A(E)BE)F(E) pm (0)) |? 
_ : ! l : T (4! F/y 1 1 1 1 
F f W (t')dt f P(A )K EAE )dt 
Prenant en compte 
|yi(t)) = A(t) (0)) 
la probabilité p,,_,£{(t) se simplifie 
Pine (t) = Kor (0)|F lem (0)) |? 
Evaluons l'élément de matrice 
(er (0) EA EK (AH) OH) Pm (0)) 
el) am (0e (0) AT (E)K E)AN em (0)) 


dPm 
emit’) 


eile (t!)— am (#7)] lort) 


où nous avons utilisé l'expression de K en fonction des projecteurs. Nous 
pouvons simplifier le résultat en remarquant que 

d dA dP, dPm 

mas wae => — im O = — A(t ma C0 ee mlt 

Slom (t)) = Elom (0) PLA(t)|¢m(0)) = SFE om (D) 


et nous obtenons donc (12.53) 


t : $ / 2 
pml) =| f eE am on tema) ae 
0 


Nous pouvons simplifier le résultat en observant que 


Een (0) = lem (0)) = D LE PACH) em (0)) = PP om (6) 


l 
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et par conséquent, 
t : $ 1 2 
2 OP f EOE lE) 
0 
4. De l'équation 


mle) = EPn Olon O] = Eon O) + Pr Oml) 


on déduit par comparaison avec les résultats de la question 3 
Pm (t)|Pm(t)) = 0 
et donc 
(Pm (t)|Pm(t)) = (Pmt) Pml m(t) = 0 
5. Si à est le vecteur de Bloch du spin, les projecteurs Pı et P2 sur |y1) 
et |y2) sont 


1 1 
Pr =5(+e-A) Py = 5 (I-4-f) 


et on trouve 


dP, dP2 i, fe dû) 152 5, 
Pi- tu ~ a (ax $) oo- 


où le vecteur à est donné par 
a = (— sin 8 cos 6 cos ¢, — sin 0 cos 0 sin @, sin? 0) 


et l'opérateur A(t) vaut 
Lx op 
K(E) = 5 (à) 


On en déduit A(t) pour t infinitésimal (¢ = w) 


O iwt , sing —cosé 2 
A(t) =1— sino Se sing ) + ot) 


À partir de cette expression, on montre facilement que 


= 0 
t=0 


(111) 


20.13 Exercices du chapitre 13 
13.5.1 Pic de Gamow 


1. Calculons l’énergie coulombienne pour R = 1 fm 


e? he 1 
Eo = ( & | (=) = — x 200 MeV ~ 1.5 MeV 
0 (=) (¥) 137 * à e 
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La température au centre du Soleil est de l’ordre de 1.5 x 107 K, correspondant 
à une énergie cinétique E de 1.5 keV environ. On a donc bien E  e?/R. 

2. On définit la distance Ry comme la distance où le potentiel coulombien 
est égal à l'énergie cinétique : e?/Ry = E. L'intégrale à évaluer pour l'effet 


tunnel est 
RN e2 1/2 
I -f dr (< — z) 
R r 


On effectue le changement de variables 


Les limites d’intégration sont 
e 
u=0 et ŻY =--Ex~ 
R 


ce qui donne 


1 e 1 /R 
I = 2c? | tan 4 — 24/5 
g — | VRE 2Ve 


La probabilité de l'effet tunnel est 


V2u Te? 


mpr(E) = VE 


Définissant si 
2ur“e 
Eg = F2 


on met la probabilité de l'effet tunnel sous la forme 


pr(E) = exp (=) 


Numériquement, avec 4 = 6mp/5 


Eg = 2r°@? pc? = 1.18 MeV 


3. Le facteur ~ 4r /k? est un facteur géométrique qui doit apparaître dans 
la section efficace totale : cf. (13.52). Il donne un ordre de grandeur de la 
section efficace totale en l'absence d’autre information. Ici, nous devons tenir 
compte en plus de l'effet tunnel : la barrière de potentiel doit être franchie, 
sinon la réaction n’a pas lieu. Un ordre de grandeur de la section efficace 
est obtenu en multipliant le facteur géométrique par la probabilité de l'effet 


tunnel 
AT 


o(E) ~ 2 Pr(E) 
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3. L’intégrale angulaire donne un facteur 47v? et la valeur moyenne de vo 
est donnée par 


3/2 poo 2 
lu 3 pu 
= = d - = 
(vo) T GE) f vu” o(v) exp ( 5! 


On effectue le changement de variables v — E 


1 Qh? Qh? Eg 
E = = m? E) = — pr (E) = E — 
5 pv o(E) 7 pr(E) i exp | | 


ce qui donne 


1677 hi? 
(va) = 5 
u 


3/2 poo 
| dEc-E/GrT)e- VERTE 


On doit étudier l'intégrale 
J= i. dE e7 £/(kBT) Q-VEs/E 
0 


Définissons la fonction f(E) par (8 = 1/(kBT)) 


E , VEB 
f(E)=BE- TO= A 


Le maximum de exp|— f(E)] est atteint pour E = Eo, où Eo vérifie f'(E0) = 0 


3 


2/ 
1 
Eo = E kT VEn] 


et l’on trouve 


La largeur du pic de exp(— f(E) s'obtient en étudiant la dérivée seconde 


n 3 —5/2 3/1 -5/3 —1/3 —5/3 
f (E0) =7 Ep Eo a 2 Ep (kBT) 


et la largeur du pic est 


AE ~ EH’ (kgT)5/6 = 4.5 keV 
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13.5.2 Diffusion de neutrons de basse énergie par une 
molécule d’hydrogéne 
1. Soit rı la distance entre le noyau 1 et le détecteur 


1 = 1 
7, =r—--R i eS = 


5 ze 


L’amplitude pour trouver l’onde au détecteur après une diffusion par le 
noyau 1 est proportionnelle à 


L ikri ~ 1 ikr (: ae R- r) e-ik'-R/2 
r 


ry 


avec k’ = kf. Il faut multiplier ce résultat par l’amplitude pour trouver l’onde 
plane incidente en ri qui vaut exp(ik- R/2) et par a1. L’amplitude de diffusion 
par le noyau 1 est finalement 


all 1 sae 
€ (+ = ) xo (5 J-A) 
a ds = 


En ajoutant les amplitudes provenant des noyaux 1 et 2, on obtient l’amplitude 
de diffusion a comme le coefficient de (exp ikr)/r 


L a eet 
a= a, +a- 5 (a1 — a2)g- R 


Les termes en R/r sont négligeables car r — oo. 
2. La distance entre les deux protons est voisine de 0.1 nm. Si q = 
1010 m~t, l’énergie du neutron est 


: Kg 


2Mn 


E = 2meV 


ce qui correspond à une température de 1 K. En négligeant le terme en (g-R) 


1 1 1 1 
à = —(as + 3a,)I + (at — ds)(Gn + G1) + —(as + 3a M + - (at — as)(On + G2) 
4 4 4 4 
1 1 . = 
= JUGs 3a)1 z% as)(On * 2) 


3. La masse réduite est (mp = Mn = mM) 
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alors que la masse réduite neutron-proton est 4, = m/2. Le potentiel effectif 
est de la forme (13.41) avec une constante g donnée par 


2rh? 
g = 
H 


a 


Pour une valeur identique de g, on a donc des longueurs de diffusion dans le 
rapport 


üp Hp 3 
4. La section efficace totale s’obtient en calculant à? 
1 


1 > > 
à? = 4s + Sa:)*I t = (as t at) (ar as)(On : X) + g = as) (Ön K Ey 


et, pour une diffusion de neutrons sur des molécules non polarisées 
Otot = Ar Tr â? 
Dans le parahydrogène, la valeur moyenne de È est nulle et 
opt? — nhas + 3a)? 
Pour l’orthohydrogène, on remarque que 


Tr (A @ B}? = Tr (4? @ B?) = Tr A? Tr B? 


Comme 
TY OniOnj D; x Oi 
on obtient 
Tr (ön: $)? = Tr [oz Ze + Ory Ey + 05,2] 


= 2Tr [02 +52 +27] =2Tr dh? = 12 


La section efficace non polarisée comprend un facteur 1/6 dû à la moyenne 
sur les spins initiaux (1/2 pour le neutron et 1/3 pour l’orthohydrogène) et 


4r [1 1 
gortho = S as + 3&)° x 6+ g% — as)? x 12 


ope + 2T(a — as)? 


13.5.3 Propriétés analytiques de l’amplitude de 
diffusion neutron-proton 


1. La fonction d’onde radiale est 


r<R : u(r)=AsinkR r>R : u(r)=Ne 
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La condition de continuité de la fonction d’onde a r = R donne 
Asink’R = Ne-*® 
et celle de la dérivée logarithmique 


k! x 
tier =a sin k’ R = ————— cos k'R = — È 


k! VK2 + kl? V «2 + kl? 
VK2 +k? 


k’! 
La normalisation est donnée par les deux intégrales 


soit 


A= Ne "À 


N2e7 2h 


R 
de =A? dr sin? k'r = 
z f r sink r DE 


[k + R(k° +47) 


d’où N? 
> Ikk? e2kR 
(«2 + k/?)(1 + KR) 

2. La fonction g(—k, 1) est linéairement indépendante de g(k,r) car elle se 
comporte à l'infini comme exp(—ikr). La solution la plus générale de l’équation 
de Schrédinger est une combinaison linéaire de ces deux solutions, et comme 
u(k,r) doit de plus s’annuler à r = 0, on a 


u(k,r) = g(—k, r)g(k) — g(k, —r)g(—k) g(k) = g(k,r = 0) 
Le comportement r — oo de u(k,r) est alors 
r—oo : u(k,r) oe! g(k) — e—*" g(—k) 
La comparaison avec (13.22) pour l = 0 montre alors que 


S(k) = e218 (k) = g(k) 
g(—k) 
3. Prolongeons g(k,r) à des valeurs complexes de k : g*(k,r) et g(—k*,r) 
vérifient les équations différentielles 


q? * *2 * 

de 9 (k,r) + Le — 2mV (r)] g'(k;r) = 0 
d” * * 2 * 
a ok wr) + |k — 2mV(r)] g(—k*,r) = 0 
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Ecrivant k = kı + ik2, nous observons les comportements asymptotiques 
suivants 
SN oe 5 se 
g*(k,r) x (ei*") —e ikir e kar 
g(—k* r) x e ik T ev ikir e kar 


Les deux fonctions vérifient la méme équation différentielle et ont le méme 
comportement à linfini, et elles sont donc égales. On en déduit g*(k*) = 


Mes (kt) g(-k) 1 
Siac a _g(-k) 1 
Sci gh). SS 


et 


par 


r<R g(k,r) = Ae ir + Cek” 
r>R g(k,r) = mikr 


Les conditions de continuité de g(k,r) et de sa dérivée donnent 


Ae FR COR = e ikR 
k (Aet R _ Celt’) — fo-ikR 


avec k’ = ,/M(Vo + E). On en déduit 
k)=A C= —ikR k ; k : k! 
g(k) =A+C=e cos R+i sin k’R 


On constate que g(k) est bien une fonction entiére de k. Le seul point délicat 
pourrait être le point k’ = 0 en raison de la racine carrée dans la définition 
de k’, mais cos k/R et (1/k’) sin k'R sont des fonctions analytiques de k’”. 

5. Supposons que S(k) possède un pôle sur l’axe imaginaire positif à k = 
ik, k > 0. On a alors g(—k) = g(—ix) = 0 et le comportement asymptotique 
de u(k,r) est 


r= : u(k,r) ~ et g(k)+e- 7 g(—k) 
~ eS" g(k) +e" g(—k) 
u(k,r) explose si r — oo, sauf si g(—k) = 0, et alors u(k,r) est la fonction 
donde d’un état lié 
u(k,r) = g(k)g(—k, r) 


qui s’annule automatiquement à r = 0. Les pôles de S(k) sur l’axe imaginaire 
tels que 0 < Imk < u/2 donnent donc l’énergie des états liés. Supposons 
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maintenant un pôle de S(k) à k = h—ib. En raison des propriétés démontrées 
à la question 3, S(k) a aussi un pôle à k = —h — ib. Si b < 0, g(h + ib,r) 
et g(—h + ib,r) sont des fonctions de carré sommable (elles se comportent 
comme exp(—|b|r) à linfini) et comme elles sont solutions de l’équation de 
Schrödinger, elles sont orthogonales 


| dr g(h + ib, r)g(—h + ib, r) = J dr |g(h + ib, r)|? = 0 
0 0 


et nous avons une contradiction si b < 0. Si h Æ 0, la seule possibilité est 
d’avoir des pôles tels que Imk < 0. 
6. Le choix de S(k) 


(k—h—ib)\(k+h—ib) k—h—ib 
‘O rkmh 
(k—-h+ib\(k+h+ib) k—-h+ib POY 


S(k) = 


obéit aux propriétés de la question 3. La relation entre cot 6 et S est 


e741 8+1 h—k 


TN D gL] 5 


soit 


Le déphasage ô croît de 6(k) = tan7'b/h pour k = 0 à m pour k — ov, en 
passant par 7/2 pour k = h. La section efficace totale vaut 


AT in? 6 At Arb? 
Otot = — SN ô = —— = SS 
tot 72 k2(1+cot?5)  k?[(k =h)? + B?] 
Posons e” iD 
2 m 2 mEo 
nr er 
a k?-h? k?-h?  m(E?-— ER) 
= k+h 2h ~— A/2mEo 
On trouve 
(B) = 27h? RT?/4 
nE = ME (E— Eo)? + 12/4 


à condition de poser 
nT? = 2E0h?b? 


4 m 


7. Partons de l’équation de Schrödinger radiale 


u” — 2mVu + k?u = 0 
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et différentions cette équation par rapport à k 


ðu” ðu ðu 


Multiplions la première équation par Ou/Ok et la seconde par u et retranchons 


ou = 2 
u SE u SE 2ku 
soit 
o „ĝu Ou’ S 2 
(1%) 2ku 


et en intégrant sur r 


Pour r — 0 


Ou mre oy Ok’ i : 
ln ja (k) sin k'r + AGE cos k'r i. 0 
En outre, 
Ou —Kr 
Se = g(k,r)g' (=k) + O (e™™") 


et pour un état lié 
u(k,r) = g(—k,r)g(k) — sir — co u'(k,r) = iku(k,r) 
Par conséquent, pour r — oo 


f 
teas — ue — 2ikg(ik)[g (—-ik)] 
Au voisinage du pôle k = ix, g(—k) est proportionnel à (k — ik) 
g(—k) = D(k — ik) 


et donc g'(—k) = —D. Posons g(ik) = F, on obtient 
—2ikDF = 2k | u?(k,r) dr 
0 


Le comportement r — oo de u(k,r) est 


r— 00 : u(k,r) = g(ixje*" = Fe" 
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Soit a(k,r) = Gu(k,r), la fonction d’onde normalisée de l’état lié, qui se 
comporte à linfini comme N exp(—a«r), où N est la constante définie à la 
question 1, N = FG. Nous avons, d’une part, 


f dr u?(k,r) =—iDF 
0 


et, d’autre part, 


2D D 


1 =| dra(k,r) = @ f dr u?(k,r) = -iFG? = —i(FG}ÿ = = -iN? = 


Au voisinage du pôle à k = ik, 


F —iN? 
k) = = — 
oy) D(k—ik) k—ik 
8. Exprimons k cot 6 en fonction de g(k) 


ik[g(k) + g(—K)] 
k cot Ok) = — = 
gk) — g(—k)] 
Cette fonction est analytique pour k ~ 0, tend vers une constante pour k — 0 


et c’est une fonction paire de k. On peut donc écrire son développement de 
Taylor 


1.4 
k cot 6(k) = = rok? + O(k*) 


Compte tenu de 

k cot 6(k) + ik 
k = ————— 
ce k cot 0(k) — ik 


Vexistence d’un pôle de S(k) à ko = ik entraîne 


1 1 


ko cot d(ko) = iko = = ie Trok? = —kK 
a 2 
soit 3 | 
TO = — (1 = ~) 
K ka 

Calculons le résidu au pôle 

; 0 ee 

kcotô —ik = ko cot ðo + (kk — ko) =k cot ò — ik + iko — iko 
ðk k=ko 


= i(k ko) H (k ko)ikro = —i(k ko)(1 = Kro) 


soit 


—2K 2K 
= —— —_-SdOd > N? = ——— 
—i(k — ko)(1 — kro) 1 — Kro 
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13.5.5 Optique neutronique 


1. La distance entre le noyau et le point d’observation est r = V/s? + 22. 
L’amplitude de probabilité totale au point d’observation s’obtient en sommant 
de façon cohérente les amplitudes provenant de chaque noyau 


co eikr co eikr 
Pa = -apò | 2rsds = -2rap | 
0 z r 


r 


rdr 


car rdr = sds. La borne supérieure de l’intégale est une fonction oscillante, 
mais cette oscillation n’est pas physique et on obtient l’amplitude totale 


apo\ g 
(z) = (1 — 2in a ee 
k 
2. Si les neutrons traversent un milieu d’indice n et d’épaisseur 6 avec 
ki’ =nk 
eik(z—4) ik’ _ pikz gi(k’—k)6) 


eikz eitr—1)kô ws eikz [1 + i(n = 1)k6] 


p(z) = 


et par identification avec le résultat de la question 1 


Comme l’indice de réfraction est très proche de un, l’angle de réflexion critique 
est proche de 7/2 


1 
sin(r/2 — 6.) = cos ĝe = 1 — 5 de =n 
soit 2 ; 
1 1/2 
Peine 6. =\() 
2 27 T 


3. La matrice de diffusion neutron-proton dans l’espace des spins est 


2 1 1 ae: 
f = (4s 3a+)1 qa as) (On - Gp) = —adsPs — aP: 


Comme | + +) est un état triplet 
fo=(++|fl++) = -a 


Si |xs) et xz) sont les états singulet et triplet avec m = 0, la relation inverse 
de (10.125) et (10.126) est 


1 


+ = x) + x) 


4-8 


[+ = x -lxi)) 
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et 
fa = (+-Ifl+-)=-5(a + as) 
fo = (+= IfI- +) = -30 — a) 


Les poids 3/4 et 1/4 sont déterminés par la dégénérescence des états triplet 
(3) et singulet (1). La longueur de diffusion cohérente 


def = z at + z as 
vaut —1.9 fm, et l’indice de réfraction est plus grand que un : il ne peut pas y 
avoir de réflexion totale. 
4. Prenant le carré de 


> 


I=J+ 


g 


DIS 


soit 
h? > 
P=P4 7th a 


on obtient 


Sy 


1 
1 = j 1 I=i — 
o J Si 1+3 
m i : . i 
-€ = —(j+1) si Fee, 


cr ole 
Sy 


Les longueurs de diffusion sont donc données par 
a+ =atbj a- =a—b(j +1) 


ou inversement 


1 1 


= j 1 } a b = 
a= alli + Das + ja] ES 


(a+ —a_) 


5. L’amplitude a correspond à une diffusion sans renversement du spin, et 
donc à une diffusion cohérente, et amplitude b à une diffusion avec renverse- 
ment du spin, et donc incohérente. Une autre manière de trouver le résultat 
est de remarquer que la probabilité de diffusion dans l’état (j + 1/2) est 
(j +1)/(23 +1) et j/(2j + 1) dans l’état (j — 1/2). En utilisant les résultats 
de l'exercice 1.6.8, 


AT 
(2j + 1)? 
Hy +1) 2 
Cine = AT ——< (ar — a 


Ocoh (J + l)a+ alr ja}? 
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13.5.6 Section efficace d’absorption des neutrinos 


1. L'élément de matrice (|) est donné par 


ME een 1 
(pli) = a fe Dé PPT JP +P +3,0 
où les p; représentent les impulsions des trois particules finales. Le 6 est un à 
de Kronecker car nous avons utilisé des ondes planes dans une boîte. Prenant 
le carré 


1 
(ysl)? = y2 Ôp, +P2+P3,0 


Montrons que l'énergie cinétique de recul K du proton est négligeable. La 
relation 

P+q+p=0 
montre que les trois impulsions sont a priori du méme ordre de grandeur, ~ p. 
Mais, l'énergie cinétique de l’électron k 
2 p? 


D 
bes Kw LE 
2Me eo 2Mp 


La densité d’états finaux est 


dp d°q 
— 2 ——— — 
D(E)=V Is n Cris ô(K+E + cq — Eo) 


Intégrons sur les angles 


d°p _, Amv 9, _ 47) pEdE 
Crh)? Onh? PT Urh e 
d°q 4nV 3 
Yous — nn? 44 


La conservation de l’énergie donne q = (E — Eo)/c et en intégrant la densité 
de niveaux sur q 

V?’ _ pE (E - Eo)? 
(OTJ PE 


Ceci donne pour le taux de désintégration par unité d’énergie E 


D(Eo) = 


T y, Mnl) 


2 
dE — 4rth’ c5 pE(Eo — E) 


et en intégrant sur E en négligeant la masse de l’électron, on obtient l’expres- 


sion de la vie moyenne 
1 GEES 


™ 607%h(ñc)S 
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De l'expression 

Ge E 6073 AT 

(he EB 
on déduit que G%/(fic)$ a les dimensions d’une énergie à la puissance —4 et 
s’exprime, par exemple, en MeV~*. Pour l'estimation numérique, on convertit 
la vie moyenne en MeV 


h 
— =AT = 0.73 x 10774 MeV 
= 


ce qui donne 


Gr 


Res = 2.3 x 1071! MeV~? = 2.3 x 1075 GeV? 


en accord qualitatif avec la valeur exacte. 
2. L’élément de matrice de la transition est 


1 i, ty — E 1 
(ply) = ape | are (Pi+P2—p'1—p'2)-7/h — D ithe pra +P" 


où p et p’ représentent les impulsions des particules initiales et finales. La 
section efficace différentielle est 
do 1 2r 
da FA 
La densité d'états finaux est pour un électron relativiste d'énergie Æ émis 
dans la direction Q 


IMr Prle P DE) 


V F? 
D(E) = ——~ — 
(27h)? c 
tandis que le flux est donné par F = c/V, puisque les neutrinos ont la vitesse 
de la lumière et que leur densité est 1/V. On trouve pour la section efficace 


do _ Gh (Mnf) po 
dQ 4r?  (ñc){ 


et en intégrant sur les angles, on obtient la section efficace totale d'absorption 
des neutrinos 


Gi (Ml?) p2 
g= LE 
SOET Ge (he)* 
En ordre de grandeur, dans un système d’unités où À = c = 1, lfm = 


1/(200 MeV), o ~ G2,E?, Gr = 10-° GeV~. Pour E = 10 MeV, 
a ~ 1072 MeV? = 4 x 10716 fm? = 4 x 1074 m? 


Prenant pour densité celle du fer, n ~ 102 atomes/m ”, on trouve pour le 


libre parcours moyen £ 
1 


l = 
30no 


~ 1015m 
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en tenant compte de ce qu’un atome de fer contient 30 neutrons. Le libre 
parcours moyen est donc environ 1/10 d’année lumiére : détecter un neutrino 
est un exploit! 
3. La section efficace inélastique maximale est 
T T 


Oin,max = 2 — E2 


On doit donc avoir j 
VGF 


La théorie de Fermi est sûrement limitée à des énergies inférieures à 300 GeV. 


ES ~ 300 GeV 


13.6.7 Non hermiticité de Ho 


On note que 
Hob) = (H = VYP = (Ea — VW? 
d’où l’on déduit 
A = (Ea — E) (po, YEP) — (yo, Vo?) 
soit A = —Tpa si Ea = Ey. Si Ea 4 Ep, 
1 


Ch) (+) 
Va =t m A 
" E E 
E= P (+)) = DD y= (+) 
(Ea — Er) (po, Va) E,_E + iy (Po Va ) = (Po V pa) 


ce qui implique A = 0. 


20.14 Exercices du chapitre 14 
14.5.1 Particule Q` et couleur 


Si l’on forme un spin 3/2 à partir de trois spins 1/2, le vecteur d’état 
est symétrique par rapport à léchange de deux spins : par exemple, l’état 


j = 3/2, jz = 3/2 est 
E . e 11 1) 
95 0 27979 


Si la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas, elle est nécessairement symé- 
trique. En effet, si elle était antisymétrique, par exemple dans l’échange des 
particules 1 et 2 

(ri, 72,73) = —4p(r2, 71,73) 
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elle annulerait au point ri = rg. Le vecteur d’état espace®spin d’un système 
de trois quarks identiques doit étre antisymétrique, et ceci est impossible si les 
trois quarks sont identiques. En fait, les quarks possédent un nombre quan- 
tique supplémentaire, la couleur, et les trois quarks du (7 sont de couleurs 
différentes, la fonction d’onde de couleur étant antisymétrique. 


14.5.2 Parité du méson 7 


1. Le système méson m~ -deutéron est analogue à un atome d’hydrogéne, 
mis à part la masse réduite qui est différente 
MDMr 


p = —2 = 129 MeV/c? 


MD + Mr 


soit, pour les niveaux d'énergie 


Les transitions se placent dans le domaine des rayons X, dont l'énergie varie 
entre ~ 0.1 et ~ 100 keV. 

2. Le moment angulaire orbital étant nul, le moment angulaire total 
est celui du deutéron, 7 = 1. Les états finaux possibles de moment angu- 
laire j = 1 sont 35), °P,, 1P, et D, mais seul l’état 3P, est antisymétrique 
(espace+spin) dans l'échange des deux neutrons finaux. La parité de l’état 
final est —1 (moment angulaire orbital Lg, = —1) et celle de l’état initial est 


Mn (—1) t = Tr 


L'égalité des parités initiale et finale implique 7, = —1. 


14.5.4 Désintégration du positronium 


. Comm m rédui Me niveaux d'énergie son rm 
1. Comme la masse réduite est 2, les niveaux d’énergie sont de la forme 


2. La composition des deux spins 1/2 donne, soit j = 1 (état triplet), soit 
j = 0 (état singulet). 

3. Comme la projection suivant z du moment angulaire orbital est nulle, 
la conservation du moment angulaire suivant cette direction s’écrit 


m = mı + M2 


où m est la projection sur Oz du spin du positronium et m et m2 celles des 
deux photons. On peut envisager a priori 
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— deux photons droits : mı = 1 et m2 = —1, mı + M2 = 0 

— deux photons gauches : mı = —1 et m2 = 1, m1 +m2 = 0 

— un photon gauche et un photon droit : m1 + m2 = +2 
Cette dernière éventualité est exclue car m = —1, 0 ou +1. 


4. Dans une rotation de x autour de Oy, les deux photons sont échangés. 
Comme il s’agit de deux bosons, le vecteur d’état global ne doit pas changer 
de signe dans cet échange. Avec Y = exp(—irJ,), 

¥|jm) = (19715, =m) 


d’après (9.102). L'état initial change de signe si j = 1, car m = 0, et ne change 
pas de signe si j = 0. Seul l’état singulet de spin 7 = 0 peut se désintégrer 
en deux photons. De façon générale, une particule de spin 1 ne peut pas se 
désintégrer en deux photons. 

5. La parité de l’état fondamental du positronium est 


l= Ne+ Ne- (-1)! = Ne+ Ne- 


où l = 0 est le moment angulaire orbital. Dans une réflexion par rappport au 
plan xOz, le vecteur d’état initial change de signe car l’opérateur Y qui effec- 
tue cette réflexion est VY = ITexp(—irJ.). Pour les photons, d’après (9.104) et 
compte tenu de la parité impaire 7, = —1 du photon 


VİD) = —|G) Y|G) = —|D) 


Ceci montre que [®,) ne change pas de signe, tandis que |®_) change de 
signe. C’est donc l’état intriqué |®_) de deux photons qui est produit dans la 
désintégration. 


14.5.7 Hiérarchie BBGKY et approximation de 
Hartree-Fock 


1. Afin de simplifier les notations, nous utilisons un systéme d’unités ot 
h = 1. Comme l’opérateur nombre de particules est 


nous avons, en intégrant sur le volume V 
[820 E.2) = @yINlOy) =N 
v 


car |®y) est un état à N particules. En insérant une relation de fermeture, 
nous obtenons l’expression de p“) (Z, ÿ) en terme de fonctions d’onde 


PYF) = Jar dan (®y |b" (Ita, EN) (E2 ,En|Y(Z)| On) 


E N | az don Of Ga, ,TyN)®n (T, Lo, , EN) 
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où nous avons utilisé (14.60) et (14.61). Si |®y) est un état de N fermions 
indépendants, |®y) = |ni,--- , nn) 


N 


COMPACTE) = 240 2)(@n|cheilxn) = D> uj (TuE) 


i=l 


car cle; — 0;j. En utilisant les équations d'évolution des opérateurs 


2 
we) = [EVE] vE = HM) 
h2 
awa) = -E VUD 0 Gs = -Ha 
on obtient 


id:p (E, 9; t) = Hep (Z, Ht) — Hyp (2,9; t) 
ou formellement 
id, o\ (z, 7; t) = [H, o™ 
2. L’antisymétrie de p) vient de l’anticommutation des 7. Calculons 
Tre p) 
Tr p® = dr GE EEE 


= (®y |b" (NYZ) N) = (N = 1) (21,7) 


car ¢)(Z1)|®n) est un état à (N — 1) particules. En répétant le calcul de 1, 
nous exprimons p?) en terme de fonction d’onde 


pP (Z, 9; 2,9) = N(N — 1) f aes --- Bay 
xA (T, Y, Z3, ,ÊN) On (T, Y, Z3, TN) 
pP (Z, J; #, ÿ) est la densité à deux particules: c’est la fonction qui décrit 


les corrélations de densité : elle est proportionnelle à la probabilité jointe de 
trouver un fermion en 7 et un autre en ÿ. Dans le cas de fermions indépendants 


p) (#1, #2; D, Do) = X w} (Hu (Ju (21 Ju (#2) (Gn lef chegcr|®n) 
ijkl 


mais entre états de la forme |n1,-:: ,nn) (voir (14.83)) 
clelase — O0 jr — dixdp 
et 


pP (#1, 2h) =X [uk (Gi)uj (Go)ui(1)u; (#2) 
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3. Nous pouvons écrire la dépendance en t de p“) sous la forme 
OE, Ft) = (nY T, DYE, 0) On) 


où Y(T, t) est opérateur de champ dans le point de vue de Heisenberg, qui 
vérifie 


p 


iy) = y, H] 


Nous avons donc 
10,00) = (Pn [GY TVE, DEN) + (Puly G, HGY, 1))| Oy) 
Mais, compte tenu de (14.70) et (14.71) 


inven = |- uoue + foto mure) 
on voit apparaître dans l’équation d'évolution de p“) un terme 


(Sylvia) I db (ZW (Z, DU) En) 


Ajoutant la contribution venant de id;~)', on obtient pour la contribution de 
W à l’évolution 


ino" = f dz WE) - WEA) OM HHH 
Par définition, l’élément de matrice W;;.4 du potentiel est donné par 
Wigki = [an Dara dyn yo (Hr lui) (Foley) (DV #1 Zo) (Fi lux) (alu) 
Mais, par ailleurs, 
Wir = fea d°x9 u% (Z1 )u;(t2)W (T1, Tour (di )u (T2) 
ce qui implique 


(Wide) = W (z1, £2)5 (#1 — ÿ)0®) (Z2 — ÿ) 


Ceci nous permet d’écrire 


Tre [Wp®] = J A EE E A 


[EWED Ea 
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Compte tenu du résultat de la question 1, on en déduit l’équation d’évolution 
compléte 


ind:p™ = (hi, p®] + Tre (2270) 


4. Approximation de Hartree. L’équation(14.134) est un conséquence im- 
médiate de l’approximation (14.132) et de l’équation d'évolution de p™. 
5. Approximation de Hartree-Fock. La forme approché de p) est 


p) (1, 22; Hi, De) = D [ui (gi )ui (go); (Fous (#1) — uF (gi Ju (Go) (#2); (21 )] 


tj 


La trace du premier terme donne Np“) (z1, 9), et celle du second 
-D J Peau (yi )u u; (Z2)ui (£2) uj( zı) 2 ya) uil £1) =—p (#1, 71) 


et on a donc bien 
Trop?) = (v= 1)p) 


20.15 Exercices du chapitre 15 


15.4.1 Perturbation au second ordre et forces de 
van der Waals 


1. Partons de l’équation aux valeurs propres à l’ordre A? 


A(A)\p(A)) = (Ho +AW)lp(à)) 
(Eo + AE, + A? E2)|y(A)) 


avec 
Ke) = #0) + Ale1) + A7]y2) 
et la condition auxiliaire (yo|y(A)) = 1 d’où 
(poly) = —A(¥o|¢2) 
De ces équations, on déduit à l’ordre A? 


(Ho — Eo)|y2) = (E1 — W)ly1) + Elo) 


En multipliant à gauche par le bra (yo| et en tenant compte de ce que (yo|¥1) 
est d’ordre À 


E> = (po|W |91) (20.1) 
De plus, l'identification des termes d’ordre À pour |y(A)) donne 


(Ho — Eo)|y1) = (Eı — W)|p0) (20.2) 
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Écrivons l’opérateur identité sous la forme (|40) = |n)) 


I = |n)(n| + (Ho — Eo)" (> Ik) (el) (Ho — Eo) 


kn 


et utilisons l'expression (20.1) de E2 


Ez = (n|W In) (ny1) + $ (nw |k)(k| (Ho — Eo)lp1) 


wn Hy — Eo 


Négligeant le premier terme car (n|w1) = O(A) et utilisant (20.2) 


2. Un moment dipolaire d= def Situé en Ř = 0 crée au point Run champ 
électrique 


z 1 z ee: 
Ë=- d—3(d- 
Treg LL RR 


et l’énergie potentielle de l’ensemble des deux atomes est 
W = —qer2 : E 


3. (p01 ¥02|W |vo1¥02) = 0 parce que les valeurs moyennes de X1, Yı et Zı 
sont nulles par parité 


(Yo01|X1|¢o1) = 0 


et de même pour les valeurs moyennes de X2, Yə et Z2. 
3. En utilisant la relation de fermeture 


D lva) pal =I 


on obtient 


1 
E © -—— w? 
2 aR. (01 ¥02| [201 Yo2) 


Les seuls termes de W? dont la valeur moyenne est non nulle sont X? X2, 
YPY? et 47272. En utilisant l’invariance par rotation 


1 


z (R) = a 


1 = 
(porlX?l¢o.) = 5 (pollo) = 
Le temps caractéristique d’une fluctuation du moment dipolaire d’un des 
atomes est T ~ ħ/Rəæ. Pour qu’un calcul statique tel que celui exposé ci- 
dessus soit valable, il faut pouvoir négliger le temps de propagation de la 
lumière entre les deux atomes, et il faut donc que R < cr = hic/ Ro. 


20. Corrigés d’une sélection d’exercices 969 


15.4.2 Atomes muoniques 


1. La masse réduite du probléme est 


mo = — eT MulMe 
FO l+my/ma 1+m,/(Amp) 
soit J 
E T pya Tume 
Ae NT Tet AT) 
Applications 
e Aluminium : i =198fm R=3.6fm 


e Plomb : af-" =3.1fm R=7.1fim 
2. Effet des électrons des couches internes. La fonction d’onde des électrons 
les plus internes est 


Z —r/aZ Z — 
fC) = ————ee © üg == 


La charge électronique dans une orbite de rayon à est 


EN ec 
Q © 2¢e Zz © 24e (z ) ~ qe x 107° 
e H 


L'énergie de la transition 2p — 1s de l'atome d’hydrogéne est AEpy © 
(3/4) Ro. Elle vaut pour un atome muonique dans le cas de l'aluminium 


3 
ce = (13)°a(27)7 Roo = 354.9 keV 
et dans le cas du plomb 
3 
An = (82)*a(208)7 Roo = 14.2 MeV 


L’approximation d’un noyau ponctuel n’est évidemment pas valable pour le 
plomb, car le rayon de l'orbite est environ la moitié du rayon nucléaire! Cette 
approximation ne peut même pas servir d’approximation d’ordre zéro. Il serait 
préférable de partir d’une approximation d’oscillateur harmonique en utilisant 
le potentiel de la question suivante. 

3. Le potentiel à utiliser dans le calcul perturbatif pour r < R est 


ro- ERG i 


Le potentiel W étant non nul uniquement pour r < R, la contribution d’un 
état dont la fonction d’onde s’annule à r = 0 (onde p, onde d, etc.) est négli- 
geable. Pour une onde ns, on utilise 


[EWO > COR f ar Wer) 
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Compte tenu de 
2 
Ja W(r) = > Ze? R? 
on trouve 
2T z 2 p2 2 
Ens = = Ze“ R |pns(0)| 
ce qui donne numériquement pour la transition 2p — 1s 


2 2 2 
in, = ( =) -Í RZ? (2e) (2) = 12.6 keV 


Z PA 
5aÿ af 5 af 


En tenant compte de la polarisation du vide 
A bonis = 354.9 — 12.6 + 2.2 = 344.5 keV 


en excellent accord avec le résultat expérimental. 

4. Le rapport de l'énergie de la structure fine à celle du fondamental est la 
même pour les atomes ordinaires et muoniques : elle est proportionnelle dans 
les deux cas à a”. En revanche, le rapport de l'énergie de structure hyperfine 
à celle de l’état fondamental est plus grande par un facteur ~ m,/me pour 
les atomes muoniques. En effet, si l’on examine (15.32) en tenant compte 
de ce que l’énergie du fondamental est en 1/a, on doit tenir compte d’un 
facteur 1/a? ~ (m,/me.) et d'un facteur m<./m, venant de la comparaison 
des moments magnétiques de l’électron et du muon. 


15.4.4 Atomes de Rydberg 


1. Dans le cas l = n — 1, le développement de u,y(r) se réduit à un seul 


terme 
n 
r r 
=co|—) exp | -— 
l=n—1 ao nao 


Posons x = r/ao et étudions la fonction f(x) = x” exp(—a/n), ou de façon 
équivalente son logarithme g(x). La fonction f(x) présente un maximun aigu 
au voisinage d’un point £o que l’on détermine en étudiant g'(x), g'(xo) = 0 


Unt (1) 


et donc 
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La dispersion autour du maximum à 2 est Ax = n3/?. Lorsque l = n — 1, 

la fonction d’onde radiale est localisée autour d’une valeur agn? avec une 

dispersion agn°/?. Lorsque l 4 n—1, l’exponentielle dans uy(r) est multipliée 

par un polynôme en r, et non un simple monéme, ce qui élargit la courbe. 
2. Au voisinage de 0 = 7/2 et en posant ô = 7/2 — 0 


tiny 1 
sin! 0 = cos! ô ~ (1 J #) ~ exp (-30") 


La fonction d’onde est donc concentrée dans une ouverture angulaire 60 ~ 
1/V1 ~ 1/,/n, ce qui lui donne une dispersion suivant Oz 

1 2 3/2 

Az ~ —apn = aon 

n 
Les dispersions horizontale (question 1) et verticale (question 2) étant toutes 
deux en aon?/?, l'orbite est donc bien un tore de rayon aọn?/? autour d’un 
cercle de rayon agn?. 


20.16 Exercices du chapitre 16 
16.4.3 Structure hyperfine du deutérium 


1. La contribution d’un proton au moment magnétique comprend sa partie 
orbitale NL et sa partie de spin yS . Il n’y a pas de partie orbitale pour le 
neutron qui est de charge nulle. 

3. On calcule la valeur moyenne du moment magnétique dans l’état |+ +) 


1 1 
uD = (++ |p + nSnel ++) = 5 Mp + 5 Amn 
Gph 1 
= (5.59 -— 3.83) 7 = 5(5.59 — 3.83) un = 0.88 un 


Mp 
En utilisant S, = 5 D =o = (5 D 15) = h? et le théorème de Wigner-Eckart, 
on montre que dans l’état 3.9; 
7 z loa 
(5,) = (Sa) = 5 (So) 


2. L’interaction effective dans l’état 1s est 


2 ee 
Wp = -E° wrelv(0)I?Sp- Se 


tandis que pour l’hydrogène (voir (15.32)) 


2u a s 
Wp = as YVele(0)1?S + Se 
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On a donc 
0.88 
Ap = W Ag = — Ay = 0.92 x 10-°eV 
Yp 5.59 
5. N.B. : F, Sp et Sp sont des nombres, alors que Š a les dimensions de 
h. 
F = Jp + 8 => F(F +1) =Sp(Sp +1) + Se(Se +1) 4+ 28p- Se /h? 
soit 


> = Æ 
Sn:$e= a [F(F + 1) — Sp(Sp + 1) — Se(Se + 1)] 


ceci donne, pour les deux valeurs possible de F 


3 15 > = R? 
F = = F(F+1)= — -Se = — 
2 ( = 7 Sp Se= 5 
r= 2 Fe pie? Sp-Se=—h? 
~ 2 ~ 4 DARET 
6. L’interaction Zeeman est 
A >J. G eB 
Se eee ee 
2Me Me 


tandis que d’après le théorème de Wigner-Eckart, 


/ TE 6, ; 


Mais l’on a également 


soit 


On en déduit les niveaux Zeeman 


qeB mph 1 5 
pte A NY a | A 
Wm mr Me F(F+1)2 | ( + ) 4 


Les niveaux d’énergie sont donnés correctement par cette formule pourvu que 
W puisse être traité comme une perturbation : |W| < Ap. 
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~~. 10 50 
2P1/2 
_--. 8 A mw Ifs)2 
2p 1f 2pP31 2 

fuz 8 28 


BD N 


ldy> 4 20 


À nu 10 2hM 20 


25172 2 


2s ld 


lds;2 6 


ete tee E 0 2,2 2 


Fic. 20.2 — Les premiers niveaux du modèle en couches du noyau. Le remplissage 
maximum des divers niveaux est explicité. 


16.4.4 Modèle en couches du noyau atomique 


1. et 2. Voir la figure 20.2. 
3. Le proton du tritium est dans un état 1s!/?. Le noyau a donc un spin 1/2 
et son moment magnétique vaut 


11 11 1 1 


1/2 


Dans le cas de 3H, c’est le neutron qui est dans un état 1s!/*. Ce noyau a 


donc aussi un spin 1/2 et 


1 1 
w= 5 hyn = 5 (—3.83)un = —1.91pNn 


Ces deux résultats sont en accord avec l’expérience à 10 % près. 
4. Les nucléons externes sont 
1. “Li un proton p3/2: J = 3 


2. Be un neutron p3/2 : J = 3 
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310 un neutron pı/2 : J = à 
4. MO un neutron d5/2 : J = 3 
5. “K un proton d3/2 : J = 3 
6. C4 un neutron fryz: J = 4 


5. On doit distinguer les cas j = 14+1/2 et j = l— 1/2. D’après le théorème 
de Wigner-Eckart, 


. . j ZR 1 paa 
m| L| jm = —=— (J - L} = —— (J-L 
Gmlblim)| = UD = D 
Les valeurs moyennes de (J - L} sont données par 
: 1 > + 1,, | 
j= ii  (Jh=:6+0@%-1) 
ï aw 
= l-> L) = i+ = 
j 5 (J-L) i(i+3) 
et celles de (J - $) par 
1 > z 1 
j = i+} (i =i0+n 
1 > 2 1 
j 5 (J: S) =-3 
On en déduit, pour les noyaux j = l+ 1/2 
= lit DO- m+ (+ yl 
H = EET J NT UT 1)Yp 
1 1 
= h | — = = sh 
of (: 5) t37 
ce qui donne 
li: = 3.79un °Be: u= -—1.91uyN 
VO: = —19lun Ca : u =—191un 


Pour les noyaux j = l — 1/2, 
__ih_[(,,3)_1 
Fra oy) 3% 


BC : p=0.64un “K : p=0.12uy 


ce qui donne 


L'accord avec l’expérience est seulement qualitatif, même si l’allure générale 
des résultats, et en particulier le signe de y, sont corrects. 


20. Corrigés d’une sélection d’exercices 975 


20.17 Exercices du chapitre 17 
17.5.4 Détection homodyne et lame séparatrice 
déséquilibrée 
1. On part de l’action d’une lame séparatrice donnée par (17.67) pour 
cos À = sin À = 1/2 


vau = =o (al + ib!) 


= 


U bt ut 


II 


— (iat + bt) 

v2 l 

Examinons l’action de la première lame en partant de l’état initial 
Vo) = |1a0s) = a' |0400) 


Dans le point de vue de Schrödinger, l’action de la lame sur le vecteur d’état 
est donnée par 

i 
V2 


Le trajet supérieur de l’interférométre ajoute un facteur de phase exp(id) 


|%1) =U|Wo) = Vat 0,05) = —=(|1405) + il0a10)) 


La: 
|W) = —=(e ?|1008) + il0a15)) 


v2 


tandis que l’action de la seconde lame se traduit par 


Y2) = UW) = I [(ei? — 1) [1008) + i (e°? + 1) [Ou15)] 


Ceci donne immédiatement 
t 1 
(Wolala|Wo) = rice — cos ô) 
Pour un état de Fock à n photons, on part de 


No) = mad) = == (a4) 10.0) 


Nous avons la suite des transformations 


at. —> (a + ib') — 5 (ea + ib’) 


v2 


[e (at + ibt) + i(iai + bi] 


NI = N| = 


(i) at + À (ei +1) bi 
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et l’état final est donc 


alae’ -Datz +o] e0) 
n: 


L’interférométre envoie les photons suivant une loi binômiale dans chacun des 
deux bras avec une probabilité (1 — cos 8) /2 et (1 + cos ô)/2 respectivement, et 
les taux de comptage sont proportionnels à n(1 — cosô)/2 et n(1 + cosô)/2 : 
le résultat est le même que pour n photons individuels successifs. 

Pour un état cohérent, d’après (17.69) 


|W2) = 


|W.) = Da (ei%2/V2) Di (iz/V2) 0405) = Dal za)Do(26)I0a00) 
Toujours d’aprés (17.69), 
UDa(za}UŸ = Da (a/V2) Di (iza/v2) 
UD,(%)Ut = Da (iz»/v2) D, (2/V2) 


On obtient pour |Y2) en utilisant (10.42) 


Do) = e'?D, (==) Ds (ES) 10,05) 


d’où l’on déduit j 
(ola'a|Y) = zC — cos ô) 
soit le même résultat que pour un photon unique. 
2. Dans cette question, il est commode de choisir le point de vue de Heisen- 
berg, où les vecteurs d’état et les opérateurs statistiques sont indépendants 
du temps, et où les opérateurs subissent la tranformation (17.66). Le taux 


de détection est donné par la valeur moyenne de cc, où c est l'opérateur 
transformé de a 


Wa x Tr [ps|z)(z|c'e] = Tr [ps|z)(z| (at cos À — ib! sin À) (a cos À + ibsin A)| 
= Tr [pata] cos? A + (z|b'b|z) sin? A +i Tr [ps|z)(z| (atb — bta) ] sin À cos À 
Le terme Tr[p,a'a] donne le nombre moyen de photons du signal, (z|b'b|z) = 


|z|? le nombre moyen de photons de l’oscillateur local et le dernier terme 
mélange le signal et l’oscillateur local. Compte tenu de (z|b|z) = z 


i Tr [ps|z)(2| (atb — b'a)] = izTr(psat) — iz*Tr(p,a) 
ilz|Tr [ps (at eV ae™)] 
= 2|z|Tr [Ps X10+x/21] = 2|2|(X6+x/21) 
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en utilisant (17.72). On retrouve la formule de l’énoncé en remarquant que 
sin À cos À = \/t(1 —t) 


En faisant varier la phase 0 de l’oscillateur local, on peut donc mesurer n’im- 
porte quel opérateur de quadrature. 


17.5.5 Oscillations de Rabi dans une cavité 


1. Compte tenu de (17.93), le vecteur d’état au temps t = 0 pour n photons 
dans la cavité est 


[Wn(0)) = |Pn) = cos OnlXn) + sin On| Xi) 


et donc 
(o$ \Vn(t)) = cos? 0, e>*/? + sin? On e int/? 


Qn = 4/6? + (n + 1)07 


Compte tenu de tan 20, = QrVn + 1/6, on trouve 


avec 


(n+ 1)07, ag lee 


POELE at OD 


ce que l’on aurait pu déduire directement de (5.43), car Qn est la fréquence 
des oscillations de Rabi. La figure 5.8 montre la réduction des oscillations hors 
résonance. 

2. À la résonance, et pour n photons dans la cavité 


Ont) 6 a, Ont 
[tn (t)) = cos a lpn) — isin Eu lp?) 


et pour un état cohérent initial |z), 
PE z 27 
l(t) =e FT? S| lnl) 


L’amplitude a, (t) pour observer un état final |e & n) est donc 


n Ont 
(= EE cos =t 
an(t) =e m” 5 


Lorsque l’on a détecté l’atome dans l’état |e), on observe que les états |e ® 
n) sont des états finaux différents, qui pourraient, au moins en théorie, étre 
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distingués. Il faut donc sommer les probabilités de trouver l’atome dans l’état 
le@n) 
2n Qt 
Pa(t) = lan (t)? = e71? ZE cos? Pat 
n! 2 


et la probabilité de trouver l’atome dans l’état excité est 


j= > pat= D. = 
n=0 


La transformée de Fourier de p(t) doit exhiber des pics à Qo = Qr, Qı = 
VZOR, Q3 = V3OR-:- |z|? = 0.9 est le nombre moyen de photons. 
3. Pour |z| > 1, la fonction 


D 
cos(Qnt) 


— e-l? EP 
n! 


passe par un maximum pour n ~ no = |z|? et elle est approchée par une 


gaussienne 


Posons u = n — no < no 


Qa = Ono+u x OQry no (1 + +) 
0 


de sorte que, en remplaçant la somme discrète par une intégrale 


1 1 1 TOS o Qru 
az —u? /2n9 +) 
POST 7 aan ° ii ( a re) | 


Compte tenu de 


OQrRu QrRut 5 r QrRut 
cos [Ce + re) J = cos((,,t) cos — sin(Q,,¢) sin 


2,/no 2,/no 


et de ce que le deuxième terme ne contribue pas à l’intégrale, on obtient 


QZ 
os(Qn,t) exp (- = ) 


12 
os(Q,t) exp (-2) 
m 


avec T = 2V2 /Qr. L’approximation de n par une variable continue reproduit 
bien la décroissance initiale des oscillations. Cependant, si l’on écrit 


p(t) 


K 


l2 


Qn = Qn, + 
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on voit que toutes les oscillations sont en phase pour un temps t tel que 


Te AT, /Mo E 
=- 


(x 2no) TT 
On aura donc une résurgence de oscillations pour cette valeur de t. 


17.5.6 Effet Casimir 


1. Les seuls paramètres physiques à notre disposition sont L, À (il s’agit 
d’un problème quantique) et c (la vitesse de propagation des ondes électro- 
magnétiques). Avec ces trois paramètres, on peut former une seule quantité 
ayant les dimensions d’une pression, à savoir Ac/LA. 

2. Les modes stationnaires du champ électrique sont de la forme 


E(F, t)= Lea) sin a E, (K) etiwkt 


où n est un entier > 0 et wg = c|K|. Lorsque n Æ 0, le vecteur d’onde 
tridimensionnel K est de la forme 


R= (kask +=") 


et il y a deux directions orthogonales indépendantes pour &,(X). L’annulation 
de la composante tranverse du champ électrique E pour z = 0 et z = L est 
alors garantie par le facteur sin(rnz/L). Lorsque n = 0, &,(K) doit être paral- 
lèle à Oz en raison de la condition d’annulation de la composante transverse 
de Ë et comme de plus &(K) doit être orthogonal à Æ, il existe une seule 
direction de polarisation. 

3. À chaque vecteur k correspondent deux états de polarisation (sauf si 
n = 0) et lénergie de point zéro est 


Eo(L) = L 2Y wn(h) 


mk 


4. À la limite continue, (cf. exercice 8.6.10), lorsque les dimensions 


Ly, Ly — 00 
S 2 
Da cap | 4 : 
k 


mais comme L est fini, la somme sur n reste discrète, et 


Eo(L) = ar) I kwn lK) 
n,k 
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Cette intégrale diverge aux grande fréquences (divergence dite ultraviolette). 
On introduit un facteur de coupure x, qui représente physiquement le fait 
qu’un métal réel ne reste pas parfait aux grandes fréquences 


Eo(L) = oD / ak walk) x (22) 
n=0 C 


Posant 
4 ER n 


212 2 21.2 
w= T2 + CKk = wa tek W > Wn 


et effectuant le changement de variables 


2 
d?k = Inkdk = & wdw 
C 


on obtient 


CO 


Eo(L) = Poe 


n=0 “Wn 


w ren 
dww?x (2) Wn = — 
We L 


5. Eo(L) dépend de L uniquement par l’intermédiaire de wn = mnc/L et 


dEo(L) dun RS , (2) = nS 5 (=) 


We 


L2 Inc? 


db dire “X re Nag, 


On en déduit la pression interne 


Pin = = = => í 
t= dL 2L1 ant 2. 9Ùn) 


n=0 n=0 


1 dEo(L) The, 3 (=) Thc — 
-> = n 


Le calcul de la pression extérieure s’obtient en prenant la limite L — ov, 
puisqu’à l'extérieur le champ n’est pas confiné entre deux plaques. On peut 
donc remplacer la somme discrète sur n par une intégrale 


whe [© 
Pox = Sa 
=r fo) 


La pression totale vaut 


r'hc [= ; az 
Prot = Pint — Pext = — S57 (> so- | so) 


D’après la formule d’Euler-Mac Laurin, 


Sain) - f o= x +0 (F5) 


n=0 
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ce qui donne 


_ he 
ror 240 LA 
On obtient l’énergie de point zéro par intégration 
n? he 
EL) =-=— — 
= Ts 


17.5.7 Observation non destructive de photons 


1. On rappelle les résultats pour des atomes à deux niveaux |g) et |e) 
interagissant avec un état à plusieurs photons : les états [w£) = |e Q n) et 
lp2) = |g  (n + 1)) sont quasi dégénérés si la fréquence w des photons est 
voisine de wo = (Ee — E,)/h, 6 = w — wo. Les vecteurs propres |x} ) ainsi que 
les énergies Ey sont donnés à une constante additive près par (17.93), voir la 
figure 20.3 


1 
En = -3ħy® +(n+ 1,0% Xn) = — sin On| p7) + cos On lpn) 
1 
i = a hy/6? + (n + 1)0% [xŸ) = cos 4,2) + sin On|y%) 


où langle On est défini par 


QrVvn+1 _ Oy 
ô S 


Qpr est la fréquence de Rabi du vide et Qn = QrVn + 1. Lorsque le désaccord 
ô = 0, tan(20,) — œ et 0, = 7/4. Les états propres sont alors 


tan 26, = 


Iz) = It) + 195) 
bar = alles) + Ie) 


Si au contraire ô — co, alors 6, — 0 et 


xn) = Pn) xn) = lh) 


Ceci permet de tracer le diagramme des niveaux d’énergie E£7 de la figure 20.3 
donnant FE en fonction de 6/Q,. On observe qu’il n’y a pas croisement de 


niveaux lorsque (,,/6 < 1 et on peut développer en fonction de ce paramètre 


eu 2h 


avec so = Q%/(46). Le déplacement de |x}} par rapport à |e ® n) est 
Aen = hi(n + 1)50 
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tandis que le déplacement Agn de |x,,_,) par rapport à |g © n) est 
Agn = —hnso 


Lorsque l’atome traverse la cavité, le vecteur d’état de |e) est multiplié par 
exp(—iA.,t/h) et celui de |g) par exp(—iA,,,t/h). Le déphasage entre les états 
le) et |g) dû au passage par la cavité est donc 


(Agn — Aen) = 2sot(n + =) 


E À 


F1G. 20.3 — Schéma des niveaux de l’atome habillé dans la cavité. 
2. On exprime oz et ay en fonction de o4 et o_ 
1 r P | 
Hı (t) = Thu eee + Gee) 


Dans le référentiel tournant, 


Fiwt 


O+ — Oe 


et on obtient pour Hy, une expression indépendante du temps 


1 
H; = ~ghwrlor cos @ + dy sin g] 


L'opérateur de rotation d’un angle 0 autour de l’axe À = (cos ¢, sin @, 0) est 


exp (hot . ñ)) = exp Guc COS @ + oy sin 6) 
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et exp(—ifit/h) représente une rotation d’angle —w;t autour de laxe ñ. 
3. La rotation dans la cavité R: est 


(= ) 1 ESTE, 1 1 i 

ex — Or Z —. lfa) = = i 
PLAT a ae 
et l’état de l’atome à la sortie de la cavité est par conséquent 


exp (Fox) I+) = IH) +i) 


4. Lorsque n = 0 et D = 0, l’action des cavités Rı et Rə se résume au 


produit | 
in iT in , 
exp (Z a exp (+ x) = exp (Z oa) = 10% 
et i0x|+) = i|—) : l'atome sort de la cavité R2 dans l’état |—). Lorsque n = 1, 
le passage dans la cavité C a pour effet 


1 Le 
UT )) — (+) — il-)) 


et . 1 
iv : 
e — Oz | = ==) 
xp (To) allt) il) = H 

Si n = 0, l’atome sort de R dans l’état |—) et si n = 1, il en sort dans l’état 
|+) : l'observation de l’état de l’atome permet donc de mesurer le nombre de 
photons dans la cavité C. L'observation est non destructive, car la probabilité 
d'absorption des photons est négligeable et le nombre de photons dans la 
cavité reste inchangé. 

5. L'état 
o 1 

v2 


s'obtient à partir de |y(n = 0)) par une rotation d’angle mn/q autour de Oz. 
Après passage dans Ro, l'amplitude de probabilité pour trouver l’atome dans 
l’état |+) est 


y(n) (+) +ie"”/4|—)) 


(£| exp(—iffit/h)(|+) + ie™"/4|—-)) 


| T 

S 

— 
| 


Comme 


à 1 1 ie 
exp(—iHit/h) = i ( cid 1] ) 


on trouve pour les amplitudes de probabilité a+ (¢) 


a+(p) = 5 (1 ie an) 


a(g) = E (e't + eima) 
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d’ot les probabilités 


pato) = $ [i= cos (6) 


alj, $) = (5, élb(n)) 


découle immédiatement des résultats de 5, en remarquant que pour j = 1 


cos (= -o+n) = — cos (=-«) 
q q 


En utilisant la loi de Bayes pour les probabilités conditionnelles 


6. La relation 


p(A|B)p(B) = p(B|A)p(A) 
on obtient 


Po(n)p(, ln) 


p(n|j, p) = (7, d) 


n 
7. Supposons que l’état d’un système de deux particules (i) et (j) soit 
D) = D cyl: Sy;) 


et que la mesure de j donne j = jo. Après mesure, le vecteur d’état de (i) est 
donné par la régle de Born généralisée (exercice 4.4.9) 


1 
lb) = FF 2 ciel) 


et celui du système composé est |Y @ ,,). On écrit 
lyin) = $ li, 6) G, dv) 
J 


soit pour le vecteur d’état initial atome+photon 
1) = So (ens, dlY(m))) @ 19, 4) 

jn 

Si la mesure donne le résultat 7, le vecteur d’état du champ est 
1 
lY) = == Deni, old (m))|2) 
VP, $) 3 

avec 


p(j,¢) = X. p(nlj, Apl, 6) 


n 


20. Corrigés d’une sélection d’exercices 985 


17.5.9 Forces réactives 


1. Les valeurs propres et vecteurs propres sont donnés par (17.93). On 


trouve 
1 
1 
Ixan(z)) : Eon = z” 62 + nQ (z) 


La force sur l'atome dans l’état |X1,), par exemple, est 


OEi, 1, 00? 1 
P = zn + n 
Oz 4 Oz 6? + nOF(z) 
et Fon = — Fin. 
2. Les amplitudes de transition sont données par 
ayy = (Xi,n—1|(b = b')|x1n) = — sin On-1 COS Or 
a5, = (X2n-1|(0 + b')|x1n) = cos On—1 cos On 
alo = (Xin-1|(0 + b')| xan) = —sin6,_1 sind, 
a322 = (X2,n—1|(b T b')| xan) = — COS On—1 sin On 


En choisissant convenablement la phase ¢ dans (17.56), on obtient pour la 
valeur moyenne du champ Ey(z,t) dans l’état cohérent |z}, avec |z|? = (n) 


Clea oh cuisine 


Eo V 
ce qui donne 
hw 1 
T 
Eo V 2 


et pour le couplage atome-champ 


Aa (2) V/{n) = dEo sin kz = hwy (z) 


où w1 (z) est la fréquence de Rabi habituelle (cf. par exemple (15.36)). 
3. On trouve immédiatement (0/,, = 0) 


cost 0 
cost 6 + sinf 4 


; À 
sin” 0 


př = st __ 
1 cost @ + sin? 0 


Pg = 


D’après la question 1, la force sur l’atome dans l’état |y1) est 


l h Ow?(z) 1 


F1 = ——_ 
1 4 Oz Q4 (ny (2) 
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et Fy = —F. La force sur un atome est donc 


1, Ow?(z 1 sinf 6 — cos* 0 
(a ae ce 7 
4 Oz 62 + w?(z) cost 0 + sin” 6 
avec 
sinf 0 — cost0 _ 2601 (n) 
cosi@+ sin 4 = 62+ D (2) 


En rassemblant tous les facteurs 


1 eei) ô 
2 Oz 26? + w2(z) 


en accord avec (15.60) si T < wy, c'est-à-dire si le laser est suffisamment 
intense. 


17.5.10 Capture radiative de neutrons par l’hydrogène 


1. Lorsque r — 0, 


vor) = tt 4 $2 22 2 (1-2) 


pr pr f r a 


2. Les transitions dipolaires électriques sont supprimées à très basse éner- 
gie en raison de la barrière centrifuge : une onde P possède une probabilité de 
présence qui s’annule rapidement quand on s’approche de l’origine. Partant 
de l'expression (17.50) du champ magnétique quantifié, nous devons conserver 
les transitions entre états à zéro photon et à un photon, qui sont donnés par 


le terme al. 
RX 


(1 photon|at., |0 photon) = 1 


Il nous reste seulement W’, conformément à l'énoncé. 
3. Le terme 


27 | 
= (FIWA w — (Bi — By) 
vient de la règle d’or de Fermi (8.152), F est le facteur de flux et 


Vw?dw 


(27)3c3 


est l’espace de phase des états finaux du photon. 
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4. Le moment angulaire est J = (h/2)(@ + Ën) et Jlys) = 0 car [x4) est 
un état de moment angulaire nul. De méme, 


(xslGpIXs) = 0 


parce que 6, est un opérateur vectoriel dont les éléments de matrice sont 
nuls en raison du théorème de Wigner-Eckart, si les éléments de matrice sont 
calculés entre états de moment angulaire zéro. Si 4;(r) est la fonction d’onde 
spatiale d’un état 3S1, le potentiel est le même que celui du deutéron, et 
comme deux fonctions d’onde correspondant à deux valeurs propres différentes 
de l’énergie sont orthogonales, nous avons 


| dr ps (Fl) = J dr ps, (Pyl) = 0 


Si, au contraire, la fonction d’onde initiale correspond à un état ! So, l'intégrale 
ne s’annule pas 
e kr 


[erento = -2 [aa [rar 4 (0-4) 
=Noa VE f dre “7 (1 — =) = DOV — Kas) 
0 


r 


5. Nous utilisons la relation de fermeture (17.30) 


et nous en déduisons 


DOP Fels)? 
m 


D dx) XP" Fpl xs) 


m 


So (xslp1x7") (xt 10 p1Xs) + (xs|Fp|X5) > (XslFp1Xs) 


m 


où nous nous sommes servis de (\s|@p|Xs) = 0. Nous utilisons ensuite la 
relation de fermeture dans l’espace de Hilbert à quatre dimensions des deux 
spins 


Soe OGI + Ive) (xl = 1 


de sorte que 


A 1 
2 a2 [> 2 
[Wapin = 7 Xl — (Fp k) lxs) = 5 
parce que 67, = 3 and (4, - k)? = 1. 
6. Rassemblons les différents facteurs que nous avons examinés dans les 
questions précédentes et qui conduisent au résultat de l’énoncé. 
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1. Un facteur 
h 


2€0V 
a pour origine l'expression du champ magnétique quantifié. 


2. Un facteur 


1 gi? 
4 4M2 


a pour origine le couplage des moments magnétiques avec le champ 
magnétique quantifié. 


(9p — Gay 


3. Un facteur 1/2 vient de la sommation sur les spins. 


4. Un facteur 
An N? 
4 


(= ku) = Ta — Kas)” 


K 
a pour origine l'intégrale de recouvrement des fonctions d’onde. 

5. Comme da/dQ est isotrope, un facteur 47 vient de l'intégration sur dQ. 

6. hw = B vient de la conservation de l'énergie. 


On trouve finalement l'estimation numérique suivante du résultat théorique 


o = 7.72 x 1074 (MeV)? = 30.9 (fm)? 
17.5.11 L’expérience de Badurek et al. 


Partons du vecteur d’état initial 
1 


|v) a 


(Pa +112) @ lz = 0)) 


La valeur moyenne du champ By au temps t est 
(Bi) (¢) = (2(DIB112(0)) = 2a|2| cos(wt — ¢)â 
ce qui montre, par comparaison avec l’expression classique 
Bi = Bit cos(wt — ¢) 


que 2a|z| = Bı. Dans le point de vue de l’interaction, avec pour hamiltonien 
Ho 


, 1 
Ho = ħwa'a — 5 hwooz 


nous avons 


Hint = -Zaty [o4 e wot +o emat] [a ev iwt + aeiv!] 
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et à l’approximation séculaire 


1 i à 
Aint = sank [o+ ae #4 o_a et] 


où ô = w — wo est le désaccord et y le facteur gyromagnétique. L'action de 
l’opérateur a sur un état cohérent |z} est simple : a|z) = z|z), mais non celle 
de at. On définit le vecteur |e) comme la différence entre a‘|z) et 2*|z) 


a'|z) = 2*|z) + |e) 


Il est facile de montrer que (z|e) = 0 et que |le|/? = (ele) = 1. En effet, en 
multipliant l’équation 
a'|z) = z*|z) + |e) 


par le bra (z|, on trouve 
(zlal|z) = 2* = 2* + (zle) 
et donc (z|e) = 0. D’autre part, 
lel? = (la — z(zl)(a"z) — 2*|z)) = 1 


Ajouter un photon à un état cohérent le modifie de façon négligeable si |z| > 1. 
L'action de Hint sur un état cohérent peut donc s’écrire grâce à la substitution 


alz) — z*|z) + le) 
de la façon suivante 


r 1 


Him = — zhu [oq ee + g_ eH? e] 2) (z] — = o e*e) (2| 
zZ 


Le premier terme de Hint reproduit exactement le hamiltonien d’interaction 
avec un champ classique, le deuxième terme, responsable de l’intrication spin- 
champ, est négligeable lorsque |z| >> 1, ce qui est le cas pour un champ 
classique. L’interaction avec le champ classique maintient la cohérence entre 
les états de spin | T)1 et | T)2, et les interférences ne sont pas détruites. 


20.18 Exercices du chapitre 18 
18.4.6 Superposition d’états cohérents 


1. Le terme [Ho, p] ne contribue pas à l’évolution de pnn parce que Ho est 
diagonal dans la base {|n)}. De plus, 


{(nla'ap + pa'aln) = 2npnn 
paih = (a+ ps 
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et l’évolution de pnn est donc 


dpnn 


J = —nT pan + (n + WT prtin+i 


Si nous choisissons n = 0, nous trouvons dp/dt = p11, ce qui veut dire que 
la population de l’état fondamental augmente à un taux qui est proportionnel 
à celle de l’état excité multipliée par I’. Le processus physique correspondant 
est l’émission spontanée d’un photon, de sorte que I est le taux d'émission 
spontanée. L’équation d'évolution de p»+1n est obtenue de 


(n + 1|[Ho, p]|n) = hwopn+i,n 
(n+ 1apa' |n) (n+ 1)(n + 2) Pn+2,n+1 
(n+1l{ata,p}in) = (2n+1)pn41,n 


I 


de sorte que 


dpn+1,n 


: 1 
di = —lWopntintP (n+1)(n+2) Pn+2,n+1 — 2 T(2n + 1)Pn+1,n 


2. Utilisant (2.70), nous obtenons 
"8 at eTa = at + A" [a, at] = at +" 


c’est-à-dire 
aed tng aa +a") 


Prenant la dérivée de C(A, A*;t) par rapport à A, nous en déduisons 


ony (pe ee = ‘Tr (o at era" ee) 
= Tr (pe™" an LE. x) 
= Ty ((at + a*)pe™" sae 
où nous nous sommes servis de l’invariance de la trace par permutation cir- 


culaire pour obtenir la derniére ligne. Cette équation s’écrit schématiquement 
comme 


(= — x) — al p tandis que 2 — pal 
Nous obtenons, de même, pour 0/0A* 
aot (pe a) = -Tr (pe ae") 
= -T (p (a — Àje Aat ae-*«) 
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ce qui peut se récrire 


à — pa tandis que ee 
aw)? we oe IP 


3. Examinons les différents termes dans le membre de droite de (18.36). 
D’après les résultats de la question précédente, 


ata Oo ys 2 = Fy 
k an ƏN) 9x0 EX 


ance pa 
OX* On ~ AdOA* On 


l 


D 
Q 
+ 
Q 
| 


de sorte que 


: a a 
! Re —— 
RAR aoe ay 
De méme, 
fag 
apa > DAON 
et 
a a a a 
T = sd — = Er an 
Lee (2 ) ( 2) + (à =) (=) 
2 
nr 


9)9)* OX | ON 


Combinant tous ces résultats, nous en déduisons l’équation aux dérivées 
$ 
partielles 


0 r 0 T „0 oe 
Ee (5 io) À a +(5 + in) À = C(A, À at) = 


ou encore 


ð fr a fr a ok 
a+ (5-3 w) x A + + i x] Cain = 


Afin d'appliquer la méthode des caractéristiques, nous écrivons 


dt dmdA din 
1 T/2-iwo T/2+iwo 


d’où 
À = Xo exp| (T /2 — iwo)t] X = XG exp|(T /2 + iwo)t] 


ou en résolvant pour Ao, AG 


Ao = Aexp[—(T'/2 — iwo)t] NG = à* exp[—(T'/2 + iwo)t] 
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Aexp[—(T'/2 — iwo)t] et A*exp[—(T'/2 + iwo)t] sont constants le long des ca- 
ractéristiques. L’équation aux dérivées partielles pour C(A, A*;t) nous dit que 
cette fonction est constante le long des caractéristiques 


C(A, A*; t) = CoQ, it = 0) = CoQ, A*) 
4. L’opérateur statistique est au temps t = 0 
Colà, à*) = Tr (Iz) (z| ed! eva) = (zle>*" e412) = exp(Az* — A*z) 
Nous avons donc au temps t 
C(A, »*; t) = exp [227 Ea, Agee reo 
ce qui peut se récrire 
C(A, A*; t) = exp [Az*(t) — A*z(t)] 


avec 
z(t) — ze ` T/2+iwo)t 


et par conséquent, C(A, A*;t) correspond à l’état cohérent 
|2(t)) = |z eot 74/2) 
5. Lorsque |®) est une superposition d’états cohérents 
|) = c1121) + c2]22) 
alors 


C(A, A*;t = 0) = leq Peer A" 21) + |ca[2e (225 22) 


(Azz —A* 21) ad a, 


+¢1¢5(22|21)e + cf co (z1 |z2 


Les deux derniers termes ont pour origine le fait que |®) est une superpo- 
sition cohérente, alors que ces termes seraient absents dans un superposition 
incohérente des deux états cohérents. Au temps t, nous avons 


CA AO = lea PeP O-O] + és eD 0-A" z0] 
+ ağza) 20 aO] + chen (zy|za)e*1 OX 2] 
On remarque que les produits scalaires dans ces deux derniers termes sont 


(za|z1) et (21/22), et non (z2(t)|z1(t)) et (z1(t)|za(t)). Si l’on veut retrouver la 
même forme qu’à t = 0, on doit écrire par exemple 


= _ klz) 2 Zz = z z 
lala) = Es 20a) = 10a) 
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Nous pouvons alors écrire l’état final comme une superposition de deux états 
cohérents, mais la cohérence a été réduite par un facteur 


1 = T 
MOI = exp [Blan = 2f? (1 = e")| = exp | Fa - 22| 


La cohérence est donc amortie selon un taux qui est plus grand par un facteur 
|z1 — 22|? que le taux d’amortissement T des états cohérents individuels. Le 
temps de décohérence est donc 


2 


Tdec = Ta — zo|? 


5. Au temps t = 0, l’oscillateur est dans un état de superposition 
[®t = 0)) = e1|0) + c2|2) 
Le vecteur d’état global est à t = 0 
[U(t = 0)) = c1|0 8 Og) + c2|z 8 Op) 


où |0g) est le vecteur d’état (état du vide) du champ de rayonnement, étant 
donné que à T = 0 aucun photon (ou phonon) n’est disponible. La pre- 
mière composante de |W) reste inchangée sous l’évolution temporelle, parce 
que l'émission spontanée n’est pas possible à partir de |0}. Au contraire, un 
photon sera émis en moyenne au bout d’un temps ~ T|z|? en raison de la se- 
conde composante de |W). De fait, l’évolution de pnn dans la question 1 nous 
dit que l'amplitude de désintégration d’un état excité |n) est nI, et le nombre 
moyen (n) est égal à |z|?, |z|? = (n) dans l’état cohérent |z). Dès qu’un photon 
est émis, les deux composantes de |®) s’intriquent à des états orthogonaux 
de l’environnement, et l’opérateur statistique réduit perd toute cohérence de 
phase. Le temps de décohérence est donc le temps moyen d’émission d’un seul 
photon, et Taec © 1/(|z|?T). 


18.4.8 Approximation séculaire et équation de Lindblad 


1. Nous nous limitons 4 un seul indice a, le cas général s’en déduisant 
trivialement. Nous avons donc 


W=hAR 


où À a été introduit de façon à compenser le facteur 1/h? de (18.62). Il est 
clair, d’après sa définition, que A(w) diminue l’énergie de fw. Ceci est confirmé 
par un calcul direct du commutateur [H1, A(w)] 


[Ha A(w)] = JS | So eP(e)P(e)AP(e) -P(e) AP(e') P(e1)e1 


či e'—e=ħw 
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Utilisant P(e1) P(e) = ôe e, P(e), nous en déduisons 
[Ha AW) = So (€-€')P(e) AP(E') = hwA(w) 
e'—e=ħw 


Trois autres identités nous seront utiles : 


(i) 


[Ha, A'(w)A(w)] = A (w)[Ha, A(w)] + [Ha, A(w)]A(w) = 0 


2. Il est commode de partir de l’équation pilote pour p. Examinons un de 
ses termes 


[ eae typ) = > fat’ SEYA e 39 Aw!" 


ww! 


= > G4 (W) Alw) SEA’) ei) 


A l'approximation séculaire, on conserve seulement les termes tels que w+w! = 
0. Il est alors facile d’écrire dp/dt 


| - > {(G+ (0) + GW) AW) 6 Alu) 


—G(w)A(-w) Aw) 5- G3 (w)p A(-w) Alw) } 


Décomposons G(w) en parties réelle et imaginaire 


G (w) = ITs) = iAi(w) 


et définissons le hamiltonien du déplacement Lamb (Lamb shift) Hyg par 


Hrs = 5 A+ (w)A(—w) A(w) 
Comme A(—w)A(w) commute avec H4, on peut écrire 


His = 5 AP (e) 
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avec un choix des projecteurs P(e) qui n’est pas unique en général. On met 
alors dp/dt sous la forme de Lindblad 


= = = [Ha + His, p] + ŸS_T(w) [Aw) pA(-w) = HACo) Alw), p} 


w 


3. Définissons 
P(En, t) = (En|p(t)|En) 


où les niveaux €, de H1 + Hyg sont supposés non dégénérés. Nous devons 
alors calculer l’élément de matrice nn du membre de droite de l’équation de 
Lindblad. Examinons le premier terme 


(EnlA(w)p(t)A(-w)len) 
= (En|A(w)lEn + hw) len + hwlp(t}len + Rw) (en + fw|A(-w)len) 
= |(en|A(w) en + hw) |?P(En + fw, t) 
= W (En|En + hw)P(En + hw,t) 


Nous en déduisons l’équation pilote 


dP (En, t) 


ae {Wlenlen + fiw) P(en + hw, t) —Wlen + hu|én)P(en,t)} 


w 


18.4.11 L’équation de Fokker-Planck-Kramers pour 
une particule brownienne 


1. Nous nous limitons au deuxième terme [X, { P, p}] du membre de gauche 
de(18.96), car les deux autres termes sont traités par une technique identique. 
En utilisant la forme (12.116) de w, nous obtenons immédiatement 


wept) = oo few e+ ipak- yay 
ae mh J. a 2 
do Je 3 
Z —ipy/ħ Fipple = Sid 
sa fot HP oye — D du 


Nous utilisons ensuite la forme (12.117) de w 


i 8 Te y y 

w(x, pit) =A e (z+ lt , P} |p a y 
10 S a y y 
L —icy/h ZIP E A 

T (p+ Sit , of |x 5 dy 


2. Il suffit d’observer que w(x,p;t) doit s’annuler quand x — oo. 
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20.19 Exercices du chapitre 19 


19.6.1 Décomposition polaire d’une transformation 
de Lorentz 


2. De la relation : 


(Ao)° ~ D (A5) =! 


i=1 


on déduit S7?_,(A%9)? = sinh? 7. On peut donc définir un vecteur unitaire 
nm de composantes A’, = —ñ' sinhn et utiliser la transformation de Lorentz 
spéciale S sous la forme (19.7). La transformation S~'A ne change pas eo : 
S—!Aeo = €, et elle agit donc uniquement sur les coordonnées d’espace : c’est 
une rotation. 

3. Comme RR’! est une rotation, RR' leo = eo, et par conséquent 
S'eo = Seo = ef : les transformations de Lorentz spéciales S et S’ coincident, 
ce qui implique R = R’. 


19.6.2 Relations de commutation des J,, et des Wy 


1. Pour calculer le commutateur |J av, Wa], on se sert de l'identité 
[A, BC] = B[A, C] + [A, BIC 


d’où les termes X et Xo. 
2. (i) Examinons d’abord le cas où les 3 indices u, v et À sont différents, 
et étudions le premier terme de X 1 


Xi = 2exvepd,, PP 
Comme T ¥ y, on a nécessairement p = y et 
Xi = 2 xvrud," PF = =2ezprv I" P,, 
Passons au premier terme de X2 
X3 = Exorvd Pu 
Dans ce cas, soit o = u, soit T = y 
Ae = ezur] PaF Sheol “Pr = ezuv) Pi 


ce qui implique Xj + X; = 0. On montre de même que XY + X4 = 0, et donc 
Xı + Xo = 0. 
(ii) Cas où A= u AV 
Xi = Baie (PS peal fu 
= — 29 .W 
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Le cas où À = v donne X{ = 0. Passons à X; dans le cas où u =A AV 


1 À À 
Xə = Ejorvguid P = —QnXEvor\J TP 


= —GuxW, 


19.6.3 Rotation de Thomas-Wigner et précession 
de Thomas 


1. Partons de (19.7) écrite dans le point de vue passif 
x = x°coshn—#:ñsinhy 
"= g’ (re aja’ + [(Z- A) coshn — x? sinh njh’ 


La composante suivant <3 ne joue aucun rôle dans ce qui suit et sera omise. 
Le produit scalaire tridimensionnel 7 - À vaut 


Z- À = x! cos 0 + x? sind 


Les coordonnées transformées sont 


= z? coshn — x! sinh cos 0 — x? sinh nsin 0 
= g? sinhmcos 0 + x! [1 + (cosh n — 1) cos? 6] + «?(coshn — 1) sin 6 cos 0 
12 


= —x° sinh nsin 0 + x! (coshn — 1) sin 0 cos 0 + x° [1 + (cosh — 1) sin? 6] 


d’où l’on déduit la matrice représentative du boost. Comme on se limite aux 
composantes (0,1,2), il suffit d'écrire la matrice 3 x 3 


cosh 7 — sinh y cos 0 — sinh nsin 0 
A2 = | —sinhņcosð 1+(coshn—1)cos?@ (coshn-— 1) sin 0 cos0 
—sinhnsin@ (coshn—1)sin@cos@ 1+ (coshy — 1) sin? 0 


On vérifie que A2 est symétrique, A2 = AT, comme il se doit pour un boost. 


2. Soit e le vecteur (1,0,0,0). Son transformé par A est e'® 
(AS, Al, A2). D'après le résultat de la question 1, le boost S est donné 
par 


cosh ¢ —sinh¢cosw —sinh¢ sin w 
S= | —sinh¢cosy 1+ (cosh€—1)cos?y (cosh¢ —1)sinw cosy 
—sinh¢siny (cosh€—1)sinwcosy 1+ (cosh¢ — 1) sin? y% 


Comme Re% = e(0), Se = Ae et par conséquent, 
cosh¢ = A%, — sinh Ç cosy = A‘, — sinh Csin y = A2, 


d’où 


1 2 
za sin Ÿ = ti 


ane ~ sinh ¢ 
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On en déduit S} et S?, 


Al Ja (Al y 

l = 1 he =i CS) ee 

S 1 + (cos ¢ anh? C 1 + cosh 
ALA Al A? 

S = (cosh - 1) — = — 


sinh? ¢ 1+ cosh¢ 
3. Le quadrivecteur transformé de e“ = (0,1,0) a pour composantes 
Ae = (A°,, An A) 


tandis que 
Se) = (5%, 5,5%) 


Comme S~!A = R, le vecteur Re“) fait un angle prw avec l’axe Of! 
cos rw = —[S71A] e® . ee = _ [A] e® - [S] e 


(ne pas oublier le signe — de la métrique de Minkowski!), ce qui donne 


cos rw = —A®,S° +ALSL + A2 52 
Al j At A? 
= —A. Al 4 al 14 Ao) A2, — 0 0 
de 1+ cosh Ç = ‘1+ cosh¢é 
= Al ARAZ 
114A% 


où nous avons utilisé (19.14) pour passer de la seconde à la troisième ligne. 
4. Effectuons le produit A2A1, où nous rappelons que A, est un boost de 
rapidité x le long de £! 


Ci =S 0 
Ay = =j Ci 0 
0 0 1 
tandis que 
C2 — 82 COS Ü — 89 sin 0 
Ag = | —s2cos0 1+(c2—1)cos 0 (c2 — 1)sinOcos0 


—səsin (c—1)sinfcos® 1+(c2 — 1)sin? 0 


La multiplication des deux matrices donne 


AS = cosh¢ = c1c2 + s152 cos 0 
AG = —cıs2 cos — s1[1 + (co — 1) cos? 0] 
AS = —81C2 — C182 cos 0 


Al = 5152cos0 + c1[1 + (c2 — 1) cos? 6] 
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Le produit Al) A°, s’en déduit 


AA, = sicasin? 0 + 5182C102 cos (1 + cos” 0) 


+(s?c2 + c?s2) cos? 0 + 518201 sin? 0 cos? 6 
Il en découle 


(1+A%)A', —AA%, = (1+ cic2 + 81820089) — (c1 — 1)(c2 — 1) sin? 0 
(1 + cosh €) — (c1 — 1) (c2 — 1) sin? 8 


On en déduit le cosinus de l’angle de rotation de Thomas- Wigner 


(ci = 1)(cs = 1) 


: 2 
sin* 0 
1+ cosh¢ = 


cos Prw = 1 — 


Le calcul de sin rw suit un schéma analogue. 
5. La variation de vitesse dv est donnée par 


6v = ftanh(y + €) — ĉ' tanh x 


soit en termes de composantes 


E 


sv! = 


x~ ôv? ~ 0 tanh 
cosh? y a 


La matrice représentative de A;(—y) est 


C s 0 
Ai(-x)=| s c 0 
0 0 1 
et celle de Ao(y +€, À) 
CHES —s—Eec —s0 
Ao(y+e,nr)= | -s—ec ctes (c—1)0 


—s0 (c—1)0 1 
La multiplication des deux matrices donne 


1 —€ —s0 
MA7 = —E€ 1 (c—1)0 
—s0 —(c—1)4 1 


ce qui s'exprime en fonction des générateurs infinitésimaux (19.53) 
AAJ" = I —e(il™) — s0(G10) + (c — 1)8(G7%) 


où il! et if sont les générateurs infinitésimaux des boosts suivant £! et £? 
et i7”? celui des rotations autour de #°. 
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6. L’accélération de l’électron sur son orbite est 


où V est l’énergie potentielle, et par conséquent, 


1 [idv r 
2m2 |r dr 


ae : Ld | oye 
= — |-- — D 
wW z dr r U 


où l'est le moment angulaire. Par ailleurs, l'équation du mouvement du spin 


5 dans le référentiel propre est 


dz L 2 
= =~xB= foe 
dt lref. propre m 

où fi = (g/m) est le moment magnétique. Ceci correspond à une énergie 

magnétique 

,_ 2 qo 2 1 [1dV | > 
U =--U- B = —— . B = — | - — 
ü m` m? E dr ee) 


L’équation du mouvement du spin dans le référentiel du laboratoire est 


ds > 
gs = 5x i B= a] 
dt m 
correspondant à une énergie additionnelle 
1 |idV]| > 
A = EA = ——— | - — 
E 2m? É dr | ve) 


La somme U + AU donne le hamiltonien spin-orbite (15.20) 


19.6.9 Courant de Dirac en présence d’un champ 


magnétique 
Exprimant le spineur de Dirac en fonction des deux composantes Y et ® 


dans la base de Dirac 
p= y 
Vo 


on obtient pour les composantes d’espace du courant 


j = (UT Sty ( W ) 
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On utilise alors la relation approchée valable pour des particules de faible 
vitesse 


1 > 
= — (ë. P)Y 
5m (7° P) 
d’où 
à 1 k kyt 
Fes [Wloion(P*W) + (PF D) opot] 
m 
On utilise ensuite 
TiOk = Oik + IEiktO1 
Le second terme de cette égalité donne une contribution à j* (avec P* = —id,) 


; 1 1 r= i 
1 = — ik t = — T5 
J) = — jp), (Voi) Te ke x (YioY) 


2m 


19.6.10 Transformation de Lorentz d’un spineur de 
Dirac 


1. La relation z” = (A~')”,,2/" montre que 0x” /Ox'" = (A~*)”,. Compte 
tenu de w(x’) = S(A)y(a), on doit avoir 


iy2,5(A)p(x) — mS(A) (2) = 0 


soit 


ig"(A~")",0,(S(A)b(x)) — mS(A)v(a) = 0 
Multiplions cette équation par S~!(A) 

8 1(A)y#(A 1), S (Aa ole) — myle) = 0 
Pour retrouver l’équation de Dirac à laquelle obéit y(x), il faut que 

SHAJATI, S(A) = y” 
et en multipliant par A7, 
8-1(A)y" S(A) = At,” 
2. Choisissant A voisine de l'identité, l’équation ci-dessus implique 


=i 


-T veslas, 1") a = Wa sg" y} 


1 
= 5 Waglg# 7 — gh] 


où nous avons antisymétrisé le membre de droite afin de pouvoir identifier les 
coefficients de wag. L'identification donne alors 


[oP qt] = 2ifg yP — ke] 
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Pour vérifier que 

aß = i 
2 

obéit bien à cette relation de commutation, il faut calculer le commutateur 

[[y°, v7], v4]. Le calcul s'effectue aisément en utilisant 


o 8 


Ly", 7 


ho = gh = Hp 
= AghOryB 29487 + qP" 


C Constantes physiques 


vitesse de la lumière dans le vide 
constante de Planck 

constante de Planck divisée par 27 
charge de l’électron (qe < 0) 
masse de l’électron 

masse du proton 

masse du neutron 

constante de Rydberg 


magnéton de Bohr 


magnéton de Bohr nucléaire 


constante de Boltzmann 

constante de gravitation 
conversion énergie-longueur d’onde 
conversion énergie-fréquence 
conversion énergie-température 


c=3.00m.s 1 

h = 6.63 x 10734J.s 

ħ = 1.055 x 10734J.s 

|ge| = 1.602 x 10719 Cb 

Me = 9.11 x 1078! kg = 0.511 MeV.c~? 

Mp = 1.673 x 10-2” kg = 938.3 MeV.c~? 

Mn = 1.675 x 10727 kg = 939.5 MeV.c7? 

i tame? = 13.61 eV 

pp = Welt = 5.79 x 1075 eV.TT! 

un = HÈ = 3.15 x 1078 eV.T-! 
P 

kg = 1.38 x 107?3 J.K! 

G = 6.67 x 1071! N.m?.kge~? 

E =1eV + à = 1.24 um 

E = 1eV e v = 2.42 x 1014 Hz 

E =1eV oT = 11600 K 
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de Schrédinger non-linéaire 636 
d’évolution 126, 393 
intégrale de la diffusion 571 
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797 
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équations 
de Bloch 772 
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de Hamilton 708 
de Liouville 526 
de Maxwell 11, 708 
du mouvement 628 
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complet 198 
de Fock 624 
de Hilbert 50, 197 
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529 
de phase 278, 522 
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de Bell 448 
de diffusion 34, 265 
de Fock 623, 719 
de Hardy 459 
de phase 365 
du champ électromagnétique 
718 
du vide 711 
GHZ 415, 462 
intriqué 65, 380 
lié 5, 34, 262, 515 
non polarisé 389 
pointeur 427, 785, 799 
propre 96 
pur 380, 526 
semi-classique : voir cohérent 
singulet 330, 553, 613, 688 
stationnaire 105, 133 
triplet 330, 553, 613 
virtuel (ou anti-lié) 560 
éthylène 153 
évolution 
hamiltonienne (ou unitaire) 128, 
393, 666 
irréversible 129 
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excitation élémentaire 641 
expérience 
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de Landé 661 
de phase 117, 213, 471 
de phase topologique 508 
gyromagnétique 91, 161, 235, 
660, 701, 842 
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ferromagnétique 615 

fidélité 436 
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macroscopique 636 
radiale 312 
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d Airy 511 
d’autocorrélation 536, 786 
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de Green 490, 570, 578 
de partition 498 
spectrale 136 
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fontaine atomique 679 
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à longue portée 9 
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de van der Waals 679 
d’échange 614 
dissipative 669 
réactive 670, 763 
formaldéhyde 191 
formule de Trotter 496 


formules de raccordement 512, 540 


franges de Ramsey 190 
fréquence 
de Bohr 35 
de Larmor 93, 161, 368 
de nutation 162 
de Rabi 162, 665 
de Rabi du vide 728 
de résonance 164, 670 
négative 747 
positive 747 
fulléréne 23, 744 
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gaz de Fermi 619 

gaz rare 693 

générateur infinitésimal 208, 218 
des rotations 218, 223, 305 
des transformations de Galilée 
218, 231 
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des translations 218, 247, 372 
des translations de temps 
132, 218 
du groupe de Lorentz 825 
du groupe de Poincaré 821 
gluon 9 
granulation 781 
graviton 10 
groupe 
connexe 217 
continu 217, 238 
de jauge 375 
de Lorentz connexe 814 
de Poincaré connexe 815 
de revétement universel 815, 817 
de Lie 217, 238, 820 
des rotations SO(3) 217, 815 
discret 217 
SL(2,C) 70, 816 
SU(2) 102, 236, 815 
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halogène 694 
hamiltonien 104, 126 

de Jaynes-Cummings 728 
harmoniques sphériques 306 
hélicité 77, 328, 831 
hélium 687 
hiérarchie BBGKY 631, 645 
horloge atomique 187 
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imagerie par résonance 
magnétique (IRM) 168 
impulsion 218 
de Fermi 619 
m 165 
m/2 165 
indice de Maslov 517 
indiscernable 605 
inégalité 
BCHSH 397, 411 
de Bell 395 
de Heisenberg 27, 126, 226, 
250, 285 
de Heisenberg temporelle 
106, 133 
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de Schwartz 51 
information quantique 435 
intégrale d’échange 691 
intégrale de chemin (ou 

fonctionnelle) 495, 499 
intégrale gaussienne 68, 502 
interactions 

électrofaibles 8, 376 

électromagnétiques 8 

faibles 9 

fortes 9 

gravitationnelles 10 
interférences 20, 56, 750 

à deux photons 725 

avec des neutrons 22 

avec des atomes froids 23 

avec des molécules 40, 744 
interféromètre à neutrons 44 
interférométre de Mach-Zehnder 

30, 417 
intervalle 

du genre espace 405 

du genre lumiére 405 

du genre temps 405 
invariance de jauge 365 
inversion de population 167, 176, 

185, 669 
ion moléculaire Hy 194 
ions piégés 466 
isométrie 53 
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jauge de Coulomb (ou de 
rayonnement) 712, 755 
jauge de Lorentz 718 


K 
ket 54 
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lagrangien 240, 499 

lame biréfringente 75 

lame séparatrice 24, 722 
équilibrée 24 

largeur de bande 748 

largeur de raie 134, 483, 742 

laser 183 
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liaison © 153 
ligne de Stokes 513 
liouvillien 782 
localité 396 
loi 
de Boltzmann 12, 772 
de Coulomb 8 
de conservation 218 
de dispersion 641 
de Lorentz 11 
de Malus 75 
de Planck 18, 181 
de Poisson 359, 374 
longueur 
de cohérence 186, 466 
de corrélation 535 
de diffusion 557 
de diffusion singulet 564 
de diffusion triplet 564 
d’onde Compton 38, 833 
d’onde de de Broglie 20 
d’onde thermique 632 
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magnéton de Bohr 662 
magnéton de Bohr nucléaire 
662, 701 
magnon 456 
maille d’un cristal 44 
marche au hasard 675 
marche de potentiel 261, 288 
maser 176 
masse effective 275 
masse réduite 40, 239, 351 
matrice 54 
densité : voir statistique 
de Dirac 837 
de passage 268 
de Pauli 100 
de rotation (ou de Wigner) 
102, 300 
de transition (T) 325, 575, 581 
normale 69 
positive 69 
S 269, 556, 583 
statistique 388 
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strictement positive 69 
mécanique ondulatoire 243, 276 
mélange 380, 389 

impropre 393, 799 

propre 392 
mélasse optique 672 
méson 7 7, 137, 616, 642 
méson K 7, 149 
mesure 120, 424 

de Bell 446 

de von Neumann 292, 424 

de Wiener 497 

idéale 120 
méthode de Wigner- Weisskopf 

480, 743 
méthode variationnelle 

142, 655, 689 
métrique de Minkowski 813 
microréversibilité 475, 590 
microscope a effet tunnel 521 
modèle 

de Caldeira-Leggett 793 

en couches de l’atome 692 

en couches du noyau 703 

planétaire de l’atome 35 

standard 10 
molécule 4 

diatomique 40, 289, 307, 697 
moment 

angulaire 218, 222, 295 

angulaire orbital 305, 659 

conjugué 37, 241, 717 

de Fermi 620 

dipolaire électrique 171, 

479, 734 

(dipolaire) magnétique 91, 

662, 701 

magnétique anormal 719 
mouvement brownien 676, 793 
muon 7, 682 


N 
neutrino 7, 145, 599, 831, 854 


neutron 4 
froid 21 
thermique 20 
niveau 
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de Fermi 619 
de Landau 369 
d’énergie 37, 263 
de rotation 308 
de rotation-vibration 700 
de vibration 700 
Zeeman 105, 161 
noeud 263, 314 
nombre 
de Kraus 776 
de masse 4 
de niveaux 140 
de Schmidt 385 
magique 703 
quantique magnétique 296 
quantique principal 298, 
315, 659 
quantique radial 315 
nombre d’occupation 622 
norme d’un vecteur 51 
norme d’un opérateur 202 
notation de Dirac 54 
noyau atomique 4 
noyau de mémoire 780 
nucléon 4 
numéro atomique 4 
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observable : voir propriété physique 


onde 
de spin 456 
entrante 269 
sortante 269 
partielle 313 
sphérique entrante 551 
sphérique sortante 551 
opérateur 
antilinéaire 472 
antiunitaire 215, 472, 588 
auto-adjoint 52, 204 
borné 202 
compatible 85 
complétement positif 776 
d’annihilation 
(ou de destruction) 352, 621, 
638, 716 
de champ 624 
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de création 352, 621, 638, 716 
de déplacement 361 
densité : voir statistique 
de phase 363, 374 

de quadrature 720 

de rotation 222, 299 

de saut quantique 782 

de translation 244 
d’évolution 129, 666 
hermitien 52, 204 
hermitien conjugué 52, 203 
identité 52 

impulsion 218, 226, 276 
incompatible 85 

linéaire 51, 201 

moment dipolaire électrique 734 
nombre de particules 353, 
624, 639 

nombre de photons 716 
non borné 202 

positif 63 

position 225, 276 

scalaire 223, 335 
statistique (ou densité) 381 
statistique réduit 384 
tensoriel irréductible 349 
unitaire 52, 208 

vectoriel 223, 335 

vitesse 232 


opération de symétrie 212 
orbitale moléculaire 154 
ordinateur quantique 440 
ordre à longue distance 3 
ordre normal 749, 859 
oscillateur 


harmonique 352, 501 
harmonique amorti 783 
harmonique forcé 373, 669 


oscillations 


P 


de Rabi 164 
de Rabi du vide 730 
neutrino 145 


paquet d’ondes 250, 575 


gaussien 286, 798 
libre 251 


paramagnétique 615 
paramètre 
de Lamb-Dicke 467 
de saturation 668 
d'impact 549 
parité 228, 852 
d’une particule 325 
impaire 230 
paire 230 
particule brownienne 797 
particule de matiére 7 
particule relative 239, 351 
pas du réseau 3 
permutation 610 
petit groupe 826 
phase de Berry (ou géométrique) 
529, 533 
phénomène de Stokes 513 
phonon 40, 641 
photodétecteur 80, 746 
photon 9, 18, 711 
pic de Gamow 592 
piége magnéto-optique 676 
poids de Boltzmann 12, 498 
point de rebroussement 34, 510 
point de vue 
actif 98, 213, 824 
de Heisenberg 138, 147 
de l’interaction (ou de Dirac) 
139, 174 
de Schrédinger 138 
passif 98, 212 
polarisation 
circulaire 77, 108 
circulaire droite 77 
circulaire gauche 77 
de la lumiére 73 
elliptique 80, 107 
d’un photon 80 
linéaire 74 
polarisé 388 
polariseur 74 
polariseur (A, u) 78 
polynôme de Hermite 356 
polynôme de Legendre 309 
population 382, 772 
porte 
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cNOT 439 

cZ 468 

de Hadamard 439 

logique quantique 439 
portée effective 561 
positron 7, 643, 853 
positronium 454, 643 
postulat de symétrisation 611 
potentiel 33 

central 311 

chimique 633 

coulombien 316 

de Coulomb instantané 712 

de Lennard-Jones 287 

effectif 313, 561 

optique 568 

périodique 270 

scalaire 711 

spin-orbite 658 

vecteur 235, 365, 711 
précession de Larmor 93 
précession de Thomas 658, 864 
préparation 119, 381 

du systéme 84, 123 
principe 

de correspondance 140 

de Pauli 160, 611 

de superposition 75, 116 

d’incertitude de Heisenberg 27 
prisme polarisant 

(ou de Wollaston) 75 
probabilité 432 

conditionnelle 431, 493 

de présence 155, 247 

de survie 136, 144 

de transition 179 
processus markovien 494 
produit 

ordonné dans le temps 

(ou produit-T) 500 

scalaire 50, 117 

scalaire de Minkowski 811 

tensoriel 62, 64 
projecteur 53 
projection 67 
propagateur 488 

euclidien 496 


de Feynman 536 
libre 491 
retardé 488 
propriété physique 118 
compatible 85, 123 
incompatible 84, 124 
quantique 84 
proton 4 
pseudopotentiel 583, 635 
pseudovecteur 228 
puits 
carré fini 264 
carré infini 262 
de potentiel 33, 259 
sphérique 340 
purification 392 
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quadrivecteur 812 
de genre espace 813 
de genre lumiére 813 
de genre temps 813 
quadri-impulsion 818 
quadri-vitesse 818 
quantification 
dans une boite 278, 713 
des niveaux d’énergie 35 
d’un champ de bosons 638 
du champ de Dirac 857 
d’un champ de fermions 625 
du champ 
électromagnétique 709 
quark 7 
quasi-impulsion 272 
quasi-particule 641 
qubit 439 
cible 440 
de contrôle 440 
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radioactivité a 520 

radioactivité 8 5 

rapidité 810 

rayon 117, 213, 471 
de Bohr 36, 251, 316 
classique de l’électron 13 
extraordinaire 75 


x19 
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ordinaire 75 
rayonnement du corps noir 
(ou thermique) 14, 752 
rayonnement gaussien 751 
réduction du paquet d’ondes 
122, 430 
référentiel tournant 162 
réflexion quantique 34 
refroidissement Doppler 670 
refroidissement laser 664 
registre de données 441 
registre de résultats 441 
régle 
de Bohr-Sommerfeld 37, 516 
de Born 117, 148, 395 
de factorisation 82 
de Hund 695 
de sélection 734 
de supersélection 118 
d’or de Fermi 284, 738, 792 
relation 
d’anticommutation canonique 
(RAC) 623, 857 
de commutation canonique 
(RCC) 140, 226, 638 
de commutation du champ 
électromagnétique 717 
de commutation du moment 
angulaire 22, 295 
de fermeture 55, 207, 245, 277 
d’Einstein 676, 795 
de Planck-Einstein 19, 132 
d’unitarité 569, 584, 601 
renormalisation 38, 718 
renversement du temps 230, 474, 
588, 854 
représentation 
chirale 838 
de Kraus 774 
des relations de commutation 
227 
de Wigner (voir distribution de) 
irréductible 302 
projective 216, 225 
spinorielle 216 
vectorielle 216 
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répulsion (ou non-croisement) des 

niveaux 173, 697 
réseau réciproque 43 
résolvante 62, 491 
résonance 161, 165, 595 

magnétique nucléaire 

(RMN) 161, 166 
rotateur sphérique 307 
rotation 218 

de Thomas-Wigner 823, 

829, 861 

de Wick 493, 811 
rydberg 38, 316 
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saut quantique 775 
section efficace 
cohérente 598 
de Rutherford 596 
différentielle 548 
élastique 566 
incohérente 598 
inélastique 567 
totale 549, 567 
semi-groupe dynamique 783 
sensibilité d’un détecteur 748 
séparabilité (d’un espace) 199 
simplement connexe 224, 815 
source 501 
classique 373 
de particules 259 
du champ électromagnétique 11, 
708 
sous-espace d’une valeur propre 57 
spectre 205 
continu 206 
de rotation 308 
de niveaux 37, 318 
discret 206 
sphère 
de Fermi 621 
de Poincaré-Bloch 103, 389 
dure 550 
spin 92, 702 
spin 1/2 92, 161, 303, 329 
spineur de Dirac 837 
spineur de Majorana 854 
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spineur de Pauli 833 
spineur de Weyl 833 
statistique 609 
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